Analiza IlIs -éwiczenia (caltki krzywoliniowe, pola wektorowe ).

1.

10.

11.

Obliczy¢ na 2 sposoby calke [ x dy —ydx po dodatnio zorientowanym brzegu v = dD elipsy
D={(z,y): (3)*+(5) <1}

. Niech T" bedzie dodatnio zorientowang krzywa zlozong z tuku paraboli y = 2? oraz odcinka prostej

y = x. Wyznaczy¢ [parctg % dy — dx.

. Obliczy¢ calke [, 2448 wzdtuz tamanej s taczacej po kolei punkty (1,0), (%, %) oraz (0,1).

x2+y2
Ile wynosi catka z pola wektorowego rozwazanego w poprzednim zadaniu wzdtuz dodatnio zorientowane;j
krzywej Jordana (w zaleznosci od tego, czy okraza ona poczatek uktadu, czy tez nie).

. Obliczy¢ [ y(z — y) dz + v dy wzdtuz fragmentu linii o réwnaniu y = 222 od poczatku uktadu wspol-

ragdnych do punktu (1,2). [odp. 1+ 55.]

Przypusémy, ze T : [0,1] — R? jest krzywa ltaczaca punkty A = (0,0) oraz B = (b, 3b), gdzie b > 0,
ograniczajaca wraz z odcinkiem AB figure o polu S. W przypadku, gdy VieonI'(t) € {(z,y) : < 3y}
wyznaczy¢ catke

I:/(exsiny—5y)dx+(excosy—5)dy.
r

Obliczy¢ catki krzywoliniowe nieskierowane :A = [, (z%/3 +y%3)d|a| , gdzie « jest asteroida o réwnaniu
223 4 y?/3) = r?/3 oraz B = [, 2%d|y|, gdzie v oznacza okrag wyznaczony ukladem réwnan

y L 2d|y|, gdzie v ag wy y
P+ + 22 =R ao+y+2=0.

. Iloraz catki nieskierowanej z danej wspotrzednej przez dtugosé krzywej daje odpowiednia wspotrzedna

srodka ciezkosci krzywej jednorodnej. Wyliczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci jednorodne;j linii sSrubowej
r=tcos2t, y=tsin2t,z=ttel0,2r].

Jakie warunki powinna spetnia¢ funkcja F' € C'(R?), aby catka [ F(z,y)(y dz + = dy) nie zalezala od
drogi catkowania?

Pole grawitacyjne generowane przez mas¢ punktowa umieszczong w poczatku uktadu wspotrzednych
dziata na punkt P (traktowany jako wektor o normie r = || P||) sita F((P) = %P, g = pewna stala. Jaka
prace trzeba wykonaé, by przemiesci¢ punkt o masie jednostkowej wzdtuz drogi x = cost,y = 1,z = sint
z punktu A(1,1,0) do punktu B(0,1,1)

Przypomnijmy, ze funkcja u klasy C! jest potencjatem dla pola wektorowego F , gdy jest ono jej gra-
dientem. Sprawdzié, ze gdy g(t) = [ &(t)dt jest funkcja pierwotna dla ¢, to potencjatem dla "pola
centralnego” F' postaci

ﬁ(U) = MU, gdzie v = (x,y,z) € R*\ {0},r = [|¥|| = /x2 + y2 + 22,

jest por

Potencjal pola Pi + Q] + Rk moina wyznaczac, jak catke nieoznaczona, gdzie pierwsza stata catkowa
zalezy od (y,z), druga -od z, trzecia (z relacji du/0z = R) jest juz na prawde stata. Wyznaczy¢
potencjaly w przypadku:

(a) P=20+y+3,Q=4y+a+2,R=62—6 |22+ 2y + 3z + 2% + 2y + 32 — 62]

(b) P= %+yz,Q = i +xz, R = é—irxy [zyz + In |zyz|]

(c) P= Q= mm R = H% [— arctg ¥ +arctgz,y # 0 lub arctg ¥ + arctgz,z # 0]



