Zadania z teorii miary i calek powierzchniowych

1. Wykonczy¢ wedhug nastepujacego szkicu dowdd tw. o pokryciu: zatézmy, ze

K C U Wa, gdzie K jest domkniety i ograniczony, W, —otwarte (1)
a€cA

w R?. Gdyby K nie mial skoficzonego pokrycia pewnymi zbiorami z tej rodziny, to jed-
nak istnialaby skonczona rodzina kul domknietych o promieniach 27" pokrywajaca K i dla
przynajmniej jednej z nich, powiedzmy dla K(x,,2™") -zbioru K,, := K N K,, nie dalo by
sie pokryé skoficzona iloscig zbioréw W, (dlaczego?). Zastepujac K przez K,, utworzymy
K, 1 C K,, ,niepokrywalny skoficzona iloécia W,”. Rozwazajac punkt skupienia z, dla (x,,)
sprawdzi¢, ze 3gca . € K N Wps i pewien K, w calodci zawiera si¢ w W, co da ewidentna
sprzecznoé¢ z konstrukcja. (Uw. nie musi byé¢ z,, € K, jedynie z, € K.)

2. My stosowaé bedziemy jedynie przypadek przeliczalny A = N, gdzie dowdd znacznie sie
upraszcza. Warunek pokrycia (1) jest réwnowazny réwnosci @ = (), K \ W,. Wystarczy
sprawdzi¢ dla malejacego ciagu zbioréw domknietych F,, = F,_1 N (K \ W,,), ze (1) =
(I Fr = 0). Wiemy, ze (), e Fn = 0. [Dowodzac nie wprost, wybra¢ dowolne y, € F,].

3. Gdy u: A — Ry jest skonczenie addytywng funkcjg zbioru na algebrze A C 2, to sprawdzié,
ze przeliczalng addytywnosé p (w obrebie A) implikuje kazdy z warunkéw:
(i) warunek ciagosci: A, € A, A, C Apt1, A=, 4n € A= pu(A) =1lim p(A4,)
(ia) lim(pu(E,) = 0 dla ciagéw malejacych (=zstepujacych) do 0 = (), E,, gdzie E, € A.
(ii) warunek przeliczalnej subaddytywnosci: B, € A, B=J,, B, € A= u(B) < >_.°, 1(By)
(iii) Gdy € C R™ i istnieje rodzina K zbioréw zwartych taka, ze

VaeaVes03peadxex BC K C A, u(A\B) <e

wsk. Z (iii) wywnioskowaé (ia) dobierajgc K, By, do 2~ 'e. Nasza u posiada "skoticzone odpo-
wiedniki elementarnych wlasnodci miary”, np. skoricz. podaddytywnosé, wzér u(A\ B) =

4. Obliczy¢ calki powierzchniowe: I = [ [ fdS, jezeli :
(@) f(z,y,2) =y+ Va2 —a22, S={(z,y,2): 22 +y*> =a, 0< y,0< 2 < h [I = 4a®h]
(b) f(x,y,2) = (1 + 2 +1y)~2, S =4 éciany czworoécianu [0,1]> N {(x,y,2) :x +y + 2z < 1}
(c) f(z,y,2) =2, S={(rcosa,rsina,a) e R3: |a| < 7,0 < r < a}

5. Wykazaé nastepujacy wzér Poissona dla sfery S opisanej réwnaniem 22 + y? + 22 = 1 i dla
funkcji ciaglej g : R — R:

1
// g(ax—i—by—i—cz)dS:Qﬂ'/ gtV a? + b2 + ¢2) dt.
s —1

wsk.: w nowym ukladzie wspélrzednych (s, t,w) niech w = aztbytez (, ortogonlna macierz
¢ (bl 2

przejscia, opis S pozostaje ,bez zmian” |

6. Znalezé $rodek ciezkosci (¢, ye, 2.) powierzchni jednorodnej odcigtej z paraboloidy o réw-
naniu 32 + 22 = 10z pélprzestrzenia x < 10. Przypomnijmy, ze wspélrzedne te sg $rednimi
calkowymi z danych wspotrzednych, np. y. = |71| Ik fg ydS, a w przypadku niejednorodnym d.S

mnozymy przez funkcje gestodci p , wynikzamiast przez |o|- dzielimy przez mase powierzchni-
liczong jako catka [ [ pdS.

7. Dla powierzchni z orientacja w kierunku zewnetrznym policzy¢ catki:

// (y — z)dydz + (z — ) dzdx + (z — y) dzdy
2 +y2=22,0<z<h

/ / 22 dydz + y? dzdx + 2* dedy
(x—a)?+(y—b)?+(2—c)?=R?,0<2<h



