Analiza IIIs -éwiczenia (4) (algebry zbioréw, przyklady miar ). Dla dowolnego
zbioru ) mamy 2 najprostsze przyktady miar okreglonych na o-algebrze 2 wszystkich podzbioréw:

(i) ” Delta Diraca” w punkcie x € Q) (zwana tez miara atomowa w punkcie z, lub masq jednostkowq
skoncentrowana w tym punkcie):

0. (F)=1 gdyxeE, 6&([E)=0 gdyx¢E.
ii) Réwnie prosto mozemy zdefiniowaé¢ miare liczgca:
) Réwni . dofiniowad li
pp(E) = #E (ilos¢ elementéw dla zbioréw skonczonych

oraz piu(E) = 400 gdy E jest nieskonczonym podzbiorem zbioru ). Poza miarami z (i), (ii), trudno o
nietrywialne przyktady miar okreslonych na 2% -z wyjatkiem miary zwigzanej z sumowaniem nieskoficzonym:
(iii) DEFINICJA Moéwimy, ze liczba S € R jest sumag nieskonczong rodziny liczb {xy }req, co zapisujemy

S:Zxk,

keQ

jesli dla kazdego € > 0 istnieje taki skonczony zbior Fy C €2, ze dla kazdego skoniczonego nadzbioru mamy:

EeCFCQ, #F <400 = |> z,— S| <e (1)
keF

W przeciwnym przypadku (tzn. gdy zadna liczba S € R nie spetnia (1)), zas Vyxy > 0, przyjmujemy S = +o0.
Wystepujace w tej definicji sumy po skonczonym zbiorze wskaznikow F' definiujemy indukcyjnie wzgledem
#F := ilodci elementéw. Dodatkowo potrzebujemy okreslenia tej sumy jako réwnej zero gdy F = (). Teraz
majac dowolnie ustalona ”funkcje wagowa” p :  — [0, +00] zdefiniujmy nastepujaca funkcje zbioru:

p=3 b, dokdadnicj, p(A) = md(A) =3 . (2)

ke keQ keA

Na ogol zaktada sie, ze pp < +o0o (w przeciwnym przypadku jesli 0, (A) = 0, przyjmuje sie, ze (+00) -0 = 0).
Na przyktad, gdy pr = 0, (delta Kroneckera), otrzymamy miare z punktu (i), a gdy pr = 1 dla wszystkich
k € Q -miare liczaca. Poza przypadkiem miary zerowej, otrzymane miary nazywa sie miaramsi atomowymi.
Nognik miary, -przez co tu rozumiemy zbiér supp(u)zdefiniowany jako

supp(p) := {k : pr > 0}

moze w pewnym sensie zastapi¢ zbiér (2. Na przyktad, miary o noéniku skonczonym to doktadnie takie miary,
ktére sa skoniczonymi kombinacjami liniowymi delt Diraca (kombinacje te sa o wspétezynnikach nieujemnych).
(Niektorzy uzywaja tego oznaczenia na domkniecie noénika, ktore ja bede nazywal nosnikiem domknietym
i oznaczat supp(p)!) Przypomnijmy: méwimy, ze miara p : A — [0, +0c] na sigma-algebrze A C 2% jest o-
skonczona, gdy istnieje ciag zbioréw miary skonczonej pokrywajacy €2, czyli 3A,, € A takie, ze V,u(A,) < +o00
oraz O = J A,.

neN
Zadania

1. Wykazaé, ze gdy suma S z definicji (iii) jest skonczona, zas Vizy, > 0 (zalozenie o nieujemnosci jest
nawet zbedne!), to zbior {k € Q : zy # 0} jest co najwyzej przeliczalny i przy dowolnym (bijektywnym)
ustawieniu tego zbioru w ciag {k, }, otrzymamy szereg bezwzglednie zbiezny > °° | xj o sumie = S.

2. Wywnioskowaé, ze nosnik o-skoniczonej miary atomowej musi byé przeliczalny (nie dotyczy to ”do-
mknietego nosnika”). Natomiast kazda miara na zbiorze przeliczalnym musi by¢ postaci (2).

3. Sprawdzi¢ warunki przeliczalnej addytywnosci dla funkcji zbioréw: 6, ft4, v okreslonych powyzej. W
ostatnim przypadku mozna zagadnienie sprowadzi¢ do odpowiedniego twierdzenia o szeregach (z indek-
sami pogrupowanymi w przeliczalna ilos¢ blokow)



4.

10.

11.

12.

13.

(Wezesniej ) Oznaczmy symbolem Fin(§2) :={E C 2 : #E < N,}) -ogdt skoniczonych podzbioréow w
Q). Sprawdzi¢, ze z sumowalnosci (= warunek (1) dla pewnej liczby S € R ) wynika sumowalnosé (zy,)
po dowolnym podzbiorze ©; zbioru Q. W tym celu mozna sprawdzié, ze zbieznosé dla sumy (po k € Q)
jest rownowazna nastepujacemu ,warunkowi Cauchy’ego”

Veso Ip0erin(@) Vrermo) KNE(E) =0 =Y x| <e. (3)
keK
(Wskaz. Jesli (3) zachodzi, wykazac zbieznos¢ ciagu S, = 3 jcp(1) 2k, 1 sprawdzi¢, ze dla k € Q '\ BE(1)

mamy |z = | ¥jemy 5] < = Wykazad, ze S = lim S,, spelnia wéwczas (2).)

Na rodzinie otwartych podzbioréw U zbioru R mozna okresli¢ doktadnie jedng przeliczalnie addytywna
funkcje zbioru p w taki sposéb, by dla U,y = (a,b), gdzie a < b byto u(Uy) = b — a. (To doktadnie
sprawdzimy na wyktadzie. Gdy U C [0, 1], mozemy przyja¢ u([0,1]\ U) := 1 — p(U). (Podobnie mozna
zdefiniowaé miare dowolnego zbioru zwartego A , jesli 0 jest przedziatem (otwartym) zawierajacym A,
zamiast 1 wstawiamy jego dtugos¢, role U pelni p(A). Wykazaé, ze zbiér tréjkowy Cantora ma miare
zero. To samo dotyczy zbioru tych liczb x € [0, 1], ktére w rozwinieciu dziesigtnym nie maja na zadnej
pozycji cyfry 5 (lub innej z gory zadanej cyfry p € {1,2,...,8}.

. Zbiér miary zero (Lebesgue’a) byl juz duzo wezesniej zdefiniowany -jako posiadajacy pokrycia przeli-

czalne odcinkami otwartymi A,, o dowolnie matej sumie dtugosci (= suma szeregu >, (A,). Wykazad,
ze suma przeliczalnej ilosci zbioréw miary zero jest nadal zbiorem miary zero.

Obraz zbioru miary zero przez funkcje monotoniczna, ciggta, nie musi by¢ miary zero: (funkcja Cantora
”diabelskie schody”). Natomiast wykaza¢, ze gdy f jest klasy C'(A) na przedziale otwartym A, to
obrazy f(A) zbior6w A miary zero -sa nadal miary zero.

Gdy p: A — [0,400) jest skonczona, skonczenie addytywna funkcja zbioru (np. miara skonczona), to
miara réznicy symetrycznej:

d(A, B) := y(A\ BUB\ A)

spelnia nierownos¢ tréjkata.

. Wyznaczy¢ objetoéé bryly ograniczonej powierzchniami o réwnaniach: z = 0, 22 + y* = 22, 2 = 22 + 32

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego lemniskata Bernoulliego :
(22 +v*)? =2a*(z* — v*) (a>0).
(Wskaz. cos?t —sin*t = cos 2t > 0 dla |4t| < 7 oraz dla t € [27, °T] Skorzysta¢ tez z symetrii).

Dwa tunele ograniczone powierzchniami: z2+x* = 1, y*+2% = 1, wydrazono kostce max(|z|, |y|, |2|) < 2
Jaka jest pojemno$¢ pozostalej (niewydrazonej) czesci kostki?

Obliczy¢ caltke potrojng z funkcji m po wydrazonej sferze opisanej przez v2 < ||| < V3, jesli
||| = v/2? + y? + 22 dla wektora & o wspdlrzednych euklidesowych x,y,z.

Obliczy¢ catke zorientowana
/ (esiny) dx + (e® cosy — 1) dy,
K

gdzie K jest gérnym poétokregiem o réwnaniu z? + y?> = 2x zorientowanym od poczatku ukladu do
punktu (2,0). [odpow. =zero|



