Analiza IIIs -éwiczenia (3) (calki niewlasciwe, podwéjne i algebry zbioréw ).
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Wryliczy¢ calki:
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Dla a, (3 > 0 zbadaé¢ pochodng czgstkows %I(a,ﬁ) dla funkcji I(a, ) = [y° e““% dz, na tej

podstawie wnioskujac, ze I(«a, 3) = arctg g—i—C’(oz)7 gdzie C'(a)) = 0. Nastepnie badajac lim,_o+ I(a, 3),

sprawdzi¢, ze ta granica jest [;° % dr = 3.

Zamieni¢ kolejno$¢ catkowania w catce podwdjnej w wyrazeniach:

/02 dx /02—1 f(x,y)dy, /12 dx /Zi/jﬁ f(z,y)dy, /le dx /Olnz f(z,y) dy,

1 ™ 2 ™
/—1 dr /arc cos T f(l’, y) dy + /1 du /7rx—7r f<x’ y) dy

(" Calki po obszarach symetrycznych z funkcji nieparzystych”) Gdy istnieja: odwzorowanie izometryczne
symetrii” o : R? — R? takie, ze V(0 (0(z,y)) = (z,y) oraz zbiory mierzalne (w sensie Jordana) A, B
takie, ze |[AN B| =0 oraz 0(A) = B,0o(B) = A, to dla f calkowalnej naA U B i "nieparzystej wzgl. o,
czyli takiej, ze f(o(z,y)) = —f(z,y), dla wszystkich (z,y) € AUB, wykazaé, ze [ [, 5 f(z,y) dzdy = 0.

Obliczy¢ catke podwdjng I z funkcji f(x,y) = z—i po obszarze plaskim {2 ograniczonym prostymi y =

x,x = 2 oraz hiperbolg y = 1. (odp.)

Obliczy¢ catki podwéjne I, I z funkcji fi(x,y) = 2%, fo(x,y) = In(1 + 2?) siny po obszarze ptaskim
Q={(z,y) : ||+ |y| <1}.

Gdy S jest o-algebra (odp. algebra) podzbioréow zbioru z, zas f : X — Y jest pewnym odwzorowaniem,
to czy (0-) algebra jest rodzina zbioréw okreslona jako {E C Y : f~(E) € 8}?

Poda¢ przyktad o-algebry A C 2%, dla ktérej zadne z odwzorowann R 3 x — axr € R, a € R\ {0} nie
jest mierzalne.

Poda¢ postac¢ o-algebry generowanej przez rodzine podzbioréw 1-punktowych w R.

Dla dowolnej algebry A pozdbioréw zbioru X okreslmy w X relacje  ~ y poprzez warunek (E € A,z €
E = y € E. Czy jest to relacja réwnowaznosci? Co mozna powiedzie¢ o skonczonych algebrach o liczbie
ich elementow?

Wykazaé, ze nie istnieje o-algebra mocy Rg. (wsk. istnieje w nieskoniczonych o-alg. ciag silnie malejacy
wzgl. relacji C.

Niech S ={E CR: E+ 1= E} (= okresowos¢ xg). Czy jest to o-algebra i czy funkcje S-mierzalne
muszg by¢ okresowe?.



