calki krzywoliniowe, potencjaly, ciggi funkcji mierzalnych

Zadanie 1. Obliczy¢ I} = [p dz + ydy + zdz - calke skierowana po owalu Vivianiego T’
utworzonym z przeciecia gérnej polowy sfery o réwnaniu 22 4+ y? + 22 = 1,z > 0 z powierzchnia
waleca: 22 + 32 = z. Czy wystepujace pod calky pole wektorowe ma potencjatl i jedli tak, to jaki?

Zadanie 2. Obliczy¢ calke nieskierowana z funkcji f((z,y) = %(w?’y + 23) wzdhuz krzywej
potozonej w Ri’_ , opisanej uktadem réwnan

22 + 9% =4, (:B—1)2+y2:z

i taczacej punkty A(2,0,1), B(0,2,5)

Zadanie 3. Dla krzywej taczacej punkty A(0,0,0), B(1,1n3,v/In5) obliczyé calke skierowana
postaci

B
Is = / exp(y + 2%) dx + zexp(y + 2%) dy + 2xz exp(y + 2°) dz.
A

Zadanie 4. Znalezé potencjal pola wektorowego o sktadowych
2xy 2yz

P = —— = _—

(22 + 22)2° Q (22 + 22)2°

a nastepnie obliczy¢ jego catke wzdluz odcinka o poczatku w punkcie (1,1,1) i konicu (-1,-1,-1).

42y, R=-—
x2+22+ Y

Zadanie 5. Dla zadanego ciagu funkcji f, € Cla,b] wykazaé¢ mierzalnosé (wzgl. zbioréw
borelowskich) zbioru tych = € [a, b], dla ktorych ciag f,,(z) jest zbiezny. (wsk.- zastosowaé warunek
Cauchy’ego dla € = % )

Zadanie 6. Gdy szereg > [ |fn|du jest zbiezny dla danego ciagu (f,) funkcji mierzalnych,
to wykazad, ze szereg > o2 fn, mozna calkowaé¢ metoda wyraz po wyrazie i jest on réwniez zbiezny
w sensie normy || ||;.

Zadanie 7. Przy[u$émy, ze dla f nieujemnej, ciaglej i calkowalnej na ( — oo, +00) (W sensie
niewladciwej catki Riemanna) mamy [*2° f(t)dt = 1. Ktéry sposréd szeregéw: 3 [12° f(n?t) dt,
[0 f(n2t) dt bedzie zbiezny (i do jakiej sumy?),

Zadanie 8. Zbadaé zwiazek pomiedzy istnieniem skonczonej catki niewlasciwej Riemanna
oraz warunkiem f € £(0,4o00) dla funkcji ciaglej f € C(0, +o0).

Zadanie 9. Zbieznos¢ ciagu funkcji mierzalnych wzgledem miary p, oznaczana symbolem

fn ), fo oznacza, wedlug definicji, zbiezno$é do zera ciagu u({z : | fn(z) — fo(z)| > €}) dla kazdego

€ > 0. Sprawdzi¢, ze taka zbiezno$¢ zachodzi zawsze zawsze gdy albo || fu|l1 := [ |fn] dp — 0, albo
gdy miara p jest skonczona, za$ f,, — f prawie wszedzie [u]. * Zadnej z tych implikacji nie da sie
odwrdcié.x

Zadanie 10. Gdy ciag (f,) jest zbiezny w £'(1) wzgledem || ||1, to mozna w pewnym jego
podciggu uzyska¢ nieréwnosci || fn, , — fn, | < 27k Stosujac wynik zadania 6. Wywnioskowaé,
ze pewien podciag ciagu zbieznego w normie || ||; jest zbiezny prawie wszedzie (cho¢ nie musi to
zachodzié¢ dla samego ”pelnego” ciagu (fy).



