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Wprowadzenie

Niniejsza praca ma na celu uogodlnienie wszystkim dobrze znanego Twierdzenia
Newtona-Leibniza, czesto nazywanego Zasadniczym Twierdzeniem Rachunku Cat-
kowego. Uogélnienie to jest bardzo waznym elementem rozwazan na temat teorii
funkcji rzeczywistych czy teorii miary. Bedziemy zastanawiaé¢ sie jakie zatozenia
musi speliaé funkcja F' aby wzor [ F'd\ = F(x) — F(a) zachodzil gdy catke Rie-
manna zastapimy caltka Lebesgue’a. Okaze si¢, ze F musi by¢ absolutnie ciagla, a
wiec I’ nie musi by¢ catkowalna w sensie Riemanna jak to mialo miejsce w klasycz-
nym Twierdzeniu Newtona-Leibniza. Co ciekawe, pokazemy, ze implikacja w druga
strone rowniez zachodzi, a wiec otrzymamy istotng charakteryzacje funkcji absolut-
nie ciggtych. Czym jest wspomniana absolutna ciagtos¢ dowiemy sie w rozdziale 3.

Aby jednak doj$¢ do tych rezultatéw bedzie trzeba poznaé szereg definicji, wta-
snosci czy twierdzen z dziedziny teorii miary czy funkcji rzeczywistych.

Juz w pierwszym rozdziale poznamy Twierdzenie Vitaliego o pokryciu, ktére po-
stuzy nam do dowodu faktu o rézniczkowalnosci prawie wszedzie funkcji monoto-
nicznych. Twierdzenie to nadaje sie na temat osobnej pracy, dlatego przyjmiemy je
bez dowodu.

W drugim rozdziale zajmiemy si¢ funkcjami rzeczywistymi o skonczonym wahaniu,
a kluczowym rezultatem bedzie ich rézniczkowalnos¢ prawie wszedzie.

W kolejnej czesci pracy omoéwimy wspomniang juz absolutng ciagtosé funkcji oraz
jej whasnosci.

Ostatni rozdziat jest juz o tytutowym twierdzeniu pracy. Wprowadzimy potrzebne
twierdzenia i lematy pomocnicze, aby nastepnie udowodni¢ Uogdlnione Zasadnicze
Twierdzenie Rachunku Catkowego.

Jasne jest, ze skoro méwimy o catkach w sensie Lebesgue’a, rézniczkowalnosci, cia-
glodci lub réznych wlasnosciach ktore zachodza prawie wszedzie (czyli wszedzie poza
zbiorami miary Lebesgue’a zero), to dobrego zrozumienia pracy konieczna jest zna-
jomo$¢ podstaw Analizy Matematycznej, a w szczegolnosci teorii miary.

Jak to bywa w dowodach analitycznych, pojawi sie wiele szacowan (nieréwnosci,
ograniczen). Standardowo, niezastapiona okaze sie dobrze znana nier6wnosé trojka-
ta. Rownie istotne beda podstawowe fakty teorii miary takie jak przeliczalna ad-
dytywnos$¢ miary Lebesgue’a czy podaddytywnosé miar zewnetrznych. Warto tez
wspomnie¢ o faktach teorii mnogosci, nieréwnosciach z nich wynikajacych oraz pod-
stawowych rezultatach rachunku rézniczkowego i catkowego (np. catkowalnosé w
sensie Riemanna funkeji ciagtych.).

W pracy poprzez A bedziemy oznaczaé jednowymiarowg miare Lebesgue’a, a po-
przez \* zewnetrzng miare Lebesgue’a. Pamietajac, ze miara Lebesgue’a przedziatu
I C R to jego dlugoséé, moze zdarzy¢ sie, ze bedziemy oznaczaé |I| := A(I).



1 Twierdzenie Vitaliego o pokryciu oraz réznicz-
kowalnosé funkcji monotonicznych

Nasze rozwazania rozpoczniemy od istotnego w kontekscie dalszych wynikow Twier-
dzenia Vitaliego o pokryciu. Przyjmiemy je bez dowodu. Bedzie nam ono potrzebne
jeszcze w tej czesci pracy do pokazania rézniczkowalnosci prawie wszedzie funkcji
monotonicznych jak i réwniez w ostatnim dziale.

1.1 Twierdzenie Vitaliego

Definicja 1.1 (pokrycie w sensie Vitaliego)
Niech E C R. Rodzina F niezdegenerowanych przedziatow zwartych pokrywa w sen-
sie Vitaliego zbior E, gdy:

VIEEV5>OHIG}' (ZL’ elN )\(I) < 5) (11)

Twierdzenie 1.1 (Vitaliego o pokryciu) Jezeli rodzina F przedziatow zwartych nie-
zdegenerowanych pokrywa zbior E C R w sensie Vitaliego, to istnieje przeliczalna
podrodzina F,, C F zloZona z przedziatow parami rozlgeznych taka, ze A (E\ Ujer, I) =
0.

1.2 Rézniczkowalnos$é funkcji monotonicznych

Wprowadzimy definicje liczby pochodne;j.

Definicja 1.2 (liczba pochodna) Méwimy, Ze o € (—o0;00) jest liczbg pochodng
funkeji f 2 {(a,by — R w punkcie zq € {(a,b), gdy istnieje cigg h, liczb niezerowych
zbiezny do 0 taki, ze:

I f(zo+ hn) — f(z0)

im =«

n—o0 hy,

Whniosek 1.2 W kazdym punkcie funkcja f posiada przynajmniej jedng liczbe po-
chodng, poniewaz kazdy ciqg liczb rzeczywistych ma podciqg zbiezny lub rozbiezny do
+o0.

Obserwacja 1.3 Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xq, to w tym punk-
cie posiada tylko jedng liczbe pochodng o = f'(xg).

Obserwacja 1.4 Niech f: (—1,1) = R i f(x) = |z|. Wowczas f ma w punkcie g
dwie liczby pochodne: oy = 1, a0 = —1.

Obserwacja 1.5 Niech I := (a,b) oraz f : I — R bedzie Scisle rosngca i rézniczko-
walna. Gdy jakas liczba p > 0 spelnia warunek f' < p, to z twierdzenia Lagrange’a
f(b) — f(a) < p(b—a). PoniewaZz funkcja z zalozenia jest Scisle rosnqca, to mozemy
zapisac w jezyku miary:

ACfU]) < pA(T)

Okazuje sie, ze mozna nieco uogdlni¢ powyzsza obserwacje dla liczb pochodnych.



Lemat 1.6 Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjq Scisle rosngeg orazp > 01 E C {(a,b)
bedzie dowolnym podzbiorem przedziatu (a,b). Wowczas zachodzi implikacja:

Veer3Dsa) (Df(x) < p) = A(f[E]) < pA*(E)

Inaczej mowiqe, jezeli w kazdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna D f(z) < p,
to A*(f[E]) < pA*(E)

Dowéd. Ustalmy € > 0. Z definicji zewnetrznej miary Lebesgue’a istnieje zbior
otwarty M taki, ze E C M oraz:

AM) < X (B) + ¢ (1.2)

Poniewaz z zatozenia w kazdym punkcie x € F zachodzi D f(x) < p, to wybieramy
ciag h,, o wyrazach niezerowych taki, ze h,, — 0 oraz dla kazdego n € N mamy:

f(xo+ hn) — f(20)
I,

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia dla n € N:

I,(xg) := {

Jn(!L'()) = {

<p (1.3)

xo, Xo + hy), dla h, >0
xo + hn, o), dla h, <0

f(zo), f(xog + hy)), dla by, >0
f(zo + hy), f(x0)), dla h, <0

o~ o~ o~ o~

Innymi stowy I,(xo) sa przedziatami o kraficach xq i xg + h,, a J,(zo) przedziatami
o krancach f(xg) i f(zo + h,). Mozna zalozyé w dodatku zawarto$é przedziatow
I, (xg) w M. J,(x) nie jest przedziatem zdegenerowanym oraz f[I,(xo)] C J,(z),
bo f jest $cile rosnaca. Jasne, ze A(1,,(z9)) = |hn| 1 AM(Jn(20)) = |f(xo+hn) — f(x0)]-
Zauwazmy, ze lewa strona nieréwnosci 1.3 jest dodatnia. Mozna wiec zapisac:

| f(zo + hn) — f(20)]
[P

<p

A stad otrzymujemy:
A(Jn(0)) < pA(In(20)) (1.4)

Poniewaz h,, — 0, to A(I,(z9)) — 0, a wiec z 1.4 dostajemy, ze \(J,(zo)) — 0.

Niech F := {J,(z0) : zo € E An € N}. Zauwazmy, ze F pokrywa zbiér f[E]| w
sensie Vitaliego, stad na mocy Twierdzenia Vitaliego o pokryciu mozemy wybraé
przeliczalna podrodzing F' := {J,(z9) : © + 0 € E An € N} rodziny F zlozona z
przedziatéw parami roztacznych, spetniajaca zaleznosc:

A (f[E] \ U Jni(a:i)) =0 (1.5)

i€N



Stad otrzymujemy:

N(fIE]) = X (f[E] nU Jni(xi)> U (f[E]\ U Jni(fvi))>
_I_

Odpowiednie przedziaty I, (z;) tworza rodzine roztaczna (w przeciwnym przypadku
odpowiednie przedziaty z rodziny F' by sie przecinaly). Stad oraz z 1.2 mamy, ze:

i)\ (L, () = A (U Ini(:ci)) <N(E) < MM) < N (E) +¢

ieN
Laczac powyzej udowodnione dwie nieréwnosci oraz nieréwnosé 1.4 otrzymujemy:
N(FIE]) < QoA (ni(20)) < p YA (In(2)) < p(AN'(E) + €)
' i=1

=1

7 dowolnoéci € > 0 otrzymujemy teze. [ ]

Obserwacja 1.7 Niech I := (a,b) oraz f : I — R bedzie Scisle rosngca i rézniczko-
walna. Gdy jakas liczba q > 0 spelnia warunek f' > q, to z twierdzenia Lagrange’a
f(b) — f(a) = q(b—a). Poniewaz funkcja z zalozenia jest Scisle rosngca, to mozemy
zapisac w jezyku miary:

A(fI]) = pA(T)
Analogicznie do poprzedniego przypadku, mozna uogdlni¢ powyzsza obserwacje.
Lemat 1.8 Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjq Scisle rosngeq orazq > 01 E C {(a,b)
bedzie dowolnym podzbiorem przedziatu (a,b). Wowczas zachodzi implikacja:

VeerTpr@) (Df(x) > q) = A (f[E]) > ¢X*(E)

Inaczej mowigce, jezeli w kazdym punkcie x € E istnieje liczba pochodna D f(x) > q,
to A*(f[E]) > q\*(E)

Dowéd. Dowdd lematu jest podobny do poprzedniego dowodu. Niech ¢ > 0. Z
definicji zewnetrznej miary Lebesgue’a, znajdziemy taki zbiér otwarty M, ze f[E] C
M oraz:

AM) < X(f[E]) + ¢ (1.6)

Niech E bedzie zbiorem punktéw, w ktérym funkcja f jest ciagta. Wowcezas zbidr
E\ E jest przeliczalny, poniewaz f jest funkcja monotoniczna. Korzystajac z faktu,



iz istnieje liczba pochodna taka, ze D f(xq) > ¢, to V,oc Mmozemy wybrac ciag hy, o
wyrazach réznych od 0 taki, ze h, — 01 V,cy mamy:

f(zo + hn) — f(20)
hn

> q (1.7)

Tak samo jak w dowodzie poprzedniego lematu definiujemy przedziaty I,,(zg) oraz
Jo(x0) dla n € N. Poniewaz xy € E (funkcja f jest ciggta w 2q), to przedziat .J, (zo)
zbiega do punktu, a wiec A(J,(z9)) — 0. Stad mozna zalozyé¢ zawartosé wszyst-
kich przedziatéw J,(z) w zbiorze M. Analogicznie jak w poprzednim dowodzie po
prostym przeksztalceniu nierownosci 1.7, otrzymujemy:

A(Jn(0)) > gA(Ln(20)); Vnen (1.8)

Istotnym spostrzezeniem jest, ze rodzina F := {I,(zg) : ©¢ € E An € N} pokrywa
zbiér E w sensie Vitaliego. 7Z twierdzenia Vitaliego o pokryciu wynika, ze moze-
my wybraé¢ przeliczalna podrodzine F' := {I,,.(x;) : i € N} rodziny F zlozona z
przedziatéw parami roztacznych, spetniajaca zaleznosc:

MENU L(zi) | =0
ieN
Wéwezas poniewaz E\ E jest zbiorem przeliczalnym, mamy:
A (E\ U Im(xi)) =0 (1.9)
ieN

Stad oraz z 1.8 i 1.6 otrzymujemy ciag nierownosci:

GAN(E) = g\ (E\ U Ini(afi)) U (E nU Ini(fm)))

1€N €N

1€N €N

< g\* E\UI x1)+q>\*<EﬂUI xz)

1€N 1€EN 1€EN

<qz)\([m( X Z)\ n; xz
i=1 1=1

=¢\" | En I, [L’z) g * (U I, xl) =g\ (U In(mz))

® (UJM mz)\ ME) < MM) < N (fIE]) +

€N

Odpowiednie przedziaty J,, (z;) tworza rodzing podzialéw roztacznych poniewaz od-
powiednie przedzialty I, (x;) tworza rodzing przedziatléw roztacznych. Stad réwnosé
(%) zachodzi. Z dowolnosci € otrzymujemy teze. ]

Twierdzenie 1.9 (o rézniczkowalnosci funkcji monotonicznych)
Kazda monotoniczna funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna prawie wszedzie.



Dowéd. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze funkcja f : (a,b) — R jest nie-
malejaca. Okazuje sie, ze mozna rowniez przyjaé, ze rozwazana funkcja jest rosngca,
poniewaz mozemy zastapi¢ funkcje f funkcja id+ f, gdyz obie maja te same punkty
rozniczkowalnosci. Niech zatem f bedzie rosnaca.

Oznaczmy poprzez E zbiér tych punktéw przedziatu (a, b), w ktérych funkcja f nie
jest rézniczkowalna. Niech F., bedzie zbiorem takich x € (a,b), ze oco jest liczba
pochodng funkcji f w punkcie x. Dla liczb wymiernych p, ¢ € Q oznaczamy

Epy = {2 € (a,b) : 3p,5(), a1 (D1 (@) < p < g < Daf(x))}

(zbiér takich z € (a,b), dla ktérych istnieja liczby pochodne D, f(z), Do f () spel-
niajace nieréwnosé¢ Dy f(x) < p < ¢ < Dof(x)). Poniewaz funkcja f jest rosnaca, to
w kazdym punkcie jej iloraz réznicowy jest dodatni, stad wnioskujemy, ze wszystkie
liczby pochodne funkeji f w punktach zbioru E (czyli tam gdzie f nie jest réznicz-
kowalna) sa nieujemne. Jezeli f nie jest rézniczkowalna w punkcie z, czyli x € E, to
istnieja (conajmniej) 2 rézne nieujemne liczby pochodne funkcji f w punkcie z lub
oo jest liczba pochodna funkeji f w punkcie z. Stad E = Eoo UU, geq, Epg- Wystar-
czy pokazaé wiec, ze AN(Ey) = 0 oraz, ze A(E,,) = 0 dla dowolnych p,q € Q4 : p < q.
W pierwszej kolejnosci rozwazmy zbiér E,. f[Fx] C (f(a), f(b)), poniewaz f jest
Scisle rosngca. W kazdym punkcie x € E, istnieje liczba pochodna D f(z) = oo >
q € N (dowolnego naturalnego q).

Stad po zastosowaniu lematu 1.8 mamy:

gN (Ex) < A (fE]) < A(f({a,))) = f(b) = f(a) < o0

Stad mamy

a poniewaz q jest dowolng liczbg naturalna, to gdy przechodzac z ¢ — oo w nierénosci
otrzymujemy teze.

Przeanalizujemy przypadek zbioru E,,, gdzie p,q € Q4 10 < p < ¢. Na mocy lematu
1.6 oraz lematu 1.8 mamy:

q)‘*(qu) < /\*(f[quD < p)\*(qu)

Poniewaz p < ¢, to z powyzszej nieréwnosci wynika, ze \*(E,,) = 0 co konczy
dowdd. [

2 Funkcje o wahaniu skonczonym

W tej czesci pracy zajmiemy sie waznymi w teorii funkcji rzeczywistych funkcjami
o wahaniu skoniczonym. Okazuje si¢, ze maja one wiele ciekawych wtasnosci. Przed-
stawimy je, a na koniec rozdzialu pokazemy, ze funkcje o wahaniu skonczonym sa
rozniczkowalne prawie wszedzie.

2.1 Wahanie i jego wtasnosci

Zaczniemy od wprowadzenia podstawowych definicji.



Definicja 2.1 (podzial przedziatu)
Podziatem przedziatu (a,b) nazywamy skonczony zbior P = {xg, x1, ..., Tpn_1,Tn} ta-
ki, ze:

a=20<r11<..<xph1<x,=b, neN
Poprzez P{a,b) bedziemy oznaczaé zbior wszystkich podzialow przedziatu {(a,b).
Definicja 2.2 (wahanie funkcji)

Wahaniem funkcji f : (a,b) — R nazywamy liczbe ze zbioru (0, 00) dang wzorem:

\/f = sup {zn:l \f(z;) — f(xi1)] : {xo, 21, s 1, 20} € Pla, b>}

Gdy \/° f < oo to méwimy, Ze f jest funkcjg o wahaniu skoriczonym na {a,b).
Przedstawimy pare obserwacji oraz interesujacych wtasnosci wahania skonczonego.

Obserwacja 2.1 Dowolna funkcja monotoniczna jest funkcjg o wahaniu skonczo-

nym: g f=1f(0) = f(a)] .

Obserwacja 2.2 Istniejg funkcje nieciggte o wahaniu skonczonym, na przyktad
funkcje monotoniczne, ktore nie sq ciggle.

Obserwacja 2.3 funkcja f : (0,1) — R:

0, gdy x =0
flz) = 1
zcos+, gdy x € (0,1)

ma wahanie nieskoriczone (zostawimy bez dowodu), wiec istniejg funkcje ciggle o
wahaniu nieskonczonym.

Obserwacja 2.4 Funkcja, ktora spetnia warunek Lipschitza ma wahanie skonczone.
Dowéd. Niech f : (a,b) — R spetnia

F10Yye@n | f (@) — f(y)| < Lz -y
Niech {xg, 1, ..., Tpn_1, s} € P(a,b). Istotnie mamy

Z]f(mz) (1) \Lz: — ;1) = L(b—a)

Czyli V2 f < L(b—a) < occ. [ |
Stwierdzenie 2.5 Jezeli (s,t) C (a,b) i f: (a,b) = R, to V. f < \° f.

Dowéd. Niech P = {xy, ..., x,} bedzie dowolnym podziatem przedziatu (s, t). Wéw-
czas @ = {a,b} U P jest podzialem (a,b). Stad nier6wnos¢:

> 1£(e) = flaien)] < 1F0) = F@)]+ X 1) = flain)] < +50) = Flwl <V f

7, dowolnosci podziatu P dostajemy teze. ]



Twierdzenie 2.6 (addytywnosé wzgledem podziatu)
Jesli f: (a,b) = Ria<s<b, to\Vof=Vif+VF.

Dowéd. Z poprzedniego stwierdzenia, gdy V¢ f = oo lub \/? f = oo to tym bardziej
VP f = oco. Zalézmy w takim razie, ze /¢ f < oo oraz \V? f < co. Pokazemy kolejno,

ze Vo f < Vo f + V. foraz, ze Vo f> Vo f+ V. f.

1. Niech P = {zg,...,z,} € P(a,b) Gdy s € P, to s = x; dla pewnego j €
{1,...,n — 1}. Zauwazmy, ze {xo,...,z;} € Pla,s) oraz {x;,...,z,} € P(s,b).
Stad mamy:

> 11w flaicn)l = 32 15e) = Fan)+ 3 1w floic) VIV

Gdy s ¢ P, to istnieje takie j € {0,....,n — 1}, ze x; < s < x;41. Zauwazmy,
ze {xg,...,xj,s} € Pla,s) oraz {s,xji1,....,xn} € P(s,b). Stad mamy:

n J

Do @s) = flrimy)l = D1 f (@) = flzam) |+ [ (@j51) — fz5)]

i=1 i=1

+ Z (i) = flaim)] < D_1f (i) = flaim)[ + 1f(s) = f(x;)]

i=j+2 i=1
n s b
Hf (i) = F+ D [f(@) = fle) <V F+V f
i=j+2 a 5

Poniewaz P jest dowolnym podziatem, to \/Z F<Vof+ \/Z f.

2. Ustalmy e > 0. Z definicji wahan wiadomo, ze istnieja podziaty P = {py, ..., pn }
oraz @ = {qo, .-, qm }, gdzie P € P(a, s) i Q € P(s,b) takie, ze

n S

Z: |f(pi) = fpie)| >V f = % oraz

m

SoIf(@) = fla-)l >V f - %

=1

Zauwazmy, ze {po,...,Dn = qo, -, ¢m} € Pla,b), wiec sumujac powyzsze nie-
rownosci otrzymujemy:

n m

V> 3150 - o )|+§;|f(qi)—f(qi_1)|>\S/f+\/f—6

Poniewaz ¢ > 0 jest dowolny, to otrzymujemy teze.

Whniosek 2.7 Niech [ bedzie funkcjq rzeczywistq przedziatu {a, b) i niech a < s < b.
Woéwczas jezeli /S f < oo i V2 f < oo, to \/° f < oo.

Wprowadzimy teraz pojecie oscylacji funkcji, ktore pojawi sie w pewnym szacowa-
niu.



Definicja 2.3 (oscylacja)
Oscylacjq funkeji f @ (a,b) — R na przedziale {a,b) nazywamy liczbe

ose(f, {a, b)) = sup {|f(y) — F(x)| : 2,y € (a,b)}

Obserwacja 2.8 Gdy f: (a,b) — R, to zachodzi nastepujgca nieréuwno$c:

[(0) = f(a)] < osc(f, {a,b)) <\ f (2.1)

Twierdzenie 2.9 Jezeli f: (a,b) — R jest funkcjg o wahaniu skoriczonym, to jest
0graniczona.

Dowéd. Dla dowolnego x € (a,b) mamy nastepujace szacowanie

[f(@)] < [f(z) = fla)| + |f(a)] < \m/fvL [f@] <V f+1f(a)

gdzie powyzsze nierownosci wynikaja z 2.1 oraz ze stwierdzenia 2.5. [ ]

Twierdzenie 2.10 Niech f i g bedq funkcjami rzeczywistymi przedziatu (a, b). Wow-
czas zachodzq nastepujgce wlasnosci:

1. Jezeli s € R, to \/®sf = [s| V2 f (w przypadku gdy s = 0, a \/° f = oo, to
Vo sf=0).

2 Vo(f +9) <Vaf+Veog
3. Jezeli VO f < 00 i\l g< oo, toV fg< oo

4. Jezeli \I® f < oo oraz istnieje taka v > 0, ze dla kaidego x € (a,b) mamy
v < |f(@)], to Vg 5 < oo

Dowdd.

1. Niech P = {xy, ..., z,} bedzie dowolnym podziatem przedziatu (a, b). Woéwczas:

lef i) — sf(xim1)| = S\Z!f Fzis)]

Po przejsciu do supremum po podziatach przedziatu (a,b) otrzymujemy teze.

2. Niech P = {x, ..., x, } bedzie dowolnym podziatem przedziatu (a, b). Wowczas
zachodza nieréwnosci

n

2N +9) @) = (f + )i <

=1

n

|f(xi) = flzi)] + > lg(@) — g(zio)]

1 =1
b
+Vyg
a

Po przejsciu z nieréwnoscia do supremum po podziatach przedziatu (a, b) otrzy-
mujemy teze.

®<°“ H'M:
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3. Niech P = {zy, ..., z,} bedzie dowolnym podziatem przedziatu (a, b). Poniewaz
f 1 g sa funkcjami o wahaniu skoniczonym na (a, b), to na mocy twierdzenia
2.9 istnieja takie a, f € R, ze av > f(x) oraz B > g(2) Vee(apy- Mamy wiec:

S F(eglw) — Flain)g(eis)
< z": |f(xi)g(zi) — f(@:)g(zioi)| + z"; |f(@i)g(zim1) — f@iz1)g(zim1)]

=S @] - lg() — glan )l + 3 gl - [F @) — Flai)]

i=1 i—1
n n b b

< o Z Jg9(ws) — g(xiz1)| + [8] Z|f(37z) — flziz1)] < |af \/9 + 8| \/f < 00
i=1 i—1 a a

Po przejsciu do supremum po podzialach przedziatu (a,b) z lewa strona nie-
rownosci otrzymujemy teze.

4. Niech P = {xy, ..., x,} bedzie dowolnym podziatem przedziatu (a, b). Wowczas
mamy:

n

2.

n

-3

1 1

. = |f<xz> - f(xzel)|
27w " Fa)| = = 2 o)
S f() = flae)] 1 o
< ; v < 7 Yf <

Po przejsciu do supremum po podziatach przedziatu (a,b) otrzymujemy teze.

2.2 Twierdzenie Jordana oraz r6zniczkowalno$¢ prawie wsze-
dzie

Sformutujemy istotne twierdzenie o rozktadzie, z ktérego bedzie mozna otrzymac
informacje o rézniczkowalnosci funkeji o wahaniu skonczonym.

Twierdzenie 2.11 (Jordana o rozkladzie)
f : {(a,b) — R jest funkcjg o wahaniu skoriczonym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
réznicg dwdch funkcji niemalejacych g, h : {(a,b) — R

Dowéd. (<)
f = g— h. Poniewaz g i h sa monotoniczne, to sa funkcjami o wahaniu skonczonym

(obserwacja pierwsza w rozdziale). Z twierdzenia 2.10 punk 1. mamy \/° —f = \/° f
oraz 7 2. mamy:

b

b b b b
Vig+(=h)<\Vg+\V-h=Vg+Vh<x

a

(=)
\/Zf < 00. Definiujemy g(x) := V% f dla € (a,b) i g(a) := 0 oraz h := g — [.
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Wéwezas f = g — h. Pokazemy, ze gih sa niemalejace. Jezeli x1 < x5 1 1,22 € (a,b),
to (a,z1) C (a,x2) wiec ze stwierdzenia 2.5 g(z1) = Vi f < V22 f = g(x3). Mamy
rowniez z tw. 2.6:

h(xa) — h(x) =<7f—f($2)—<7f+f($1) :vf—(f(@)—f(ﬂ?l)) >0

poniewaz V32 f > |f(x2) — f(x1)| > f(x2) — f(21). Stad funkcje g i h sa niemalejace.
]

Whiosek 2.12 (rézniczkowalno$é prawie wszedzie)
Kazda funkcja f : (a,b) — R o skoriczonym wahaniu na (a,b) jest réiniczkowalna
prawie wszedzie.

Dowdéd. (z tw. Jordana)

Wiadomo, ze f mozna przedstawi¢ jako réznice dwoch funkeji g i h, ktore sa nie-
malejace. Z tw. 1.9 (o rézniczkowalnosei funkeji monotonicznych) funkeje g i h sa
rozniczkowalne poza jakimi$ zbiorami odpowiednio £, i Ej, o mierze zero. Stad f
jako suma g i h jest rézniczkowalna wszedzie poza zbiorem E, U £}, ktory tez ma
miare zero. [

3 Funkcje absolutnie ciggle

W tym rozdziale zajmiemy sie funkcjami absolutnie ciggtymi oraz podamy ich naj-
wazniejsze wlasnosci. Dowiemy sie, ze absolutna cigglos¢ jest jest mocniejsza od
jednostajnej cigglosci, ale stabsza od warunku Lipschitza jak réwniez tego, ze funk-
cje absolutnie ciggle majg skonczone wahanie. Absolutna ciggltosé funkcji bedzie
kluczowa do sformutowania Uogolnionego Zasadniczego Twierdzenie Catkowego dla
calki Lebegue’a w nastepnym rozdziale.

3.1 Absolutna cigglosé i jej wtasnosci

Definicja 3.1 Mowimy, ze przedzialy {(a,b) i (c,d) nie zachodzq na siebie, gdy majg
co najwyzej jeden punkt wspolny.

Wprowadzimy definicje absolutnej ciagtosci.

Definicja 3.2 Mowimy ze funkcja f jest absolutnie ciggla gdy dla dowolnego € > 0
istnieje & > 0, Ze dla kazdego skoriczonego zbioru odcinkow parami niezachodzgcych
na siebie: {(a;, b;) C (a,b),i =1,2,....n} zachodzi:

n

> (b — a;) <5:>i1|f(bi)_f(ai)| <é

i=1
Obserwacja 3.1 Jezeli funkcja jest absolutnie ciggla, to jest jednostajnie ciggla.

Wynika to wprost z definicyi dla n = 1.

Obserwacja 3.2 fatwo pokazac, ze zbior wszystkich funkcji absolutnie ciggtych na

przedziale {a,b) tworzy przestrzen linowq z dodawaniem i mnoZeniem przez skalar
nad R.
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Sformutujemy teraz istotne twierdzenie, ktére da nam wazne informacje na temat
funkcji absolutnie ciggtych, a do tego potrzebna bedzie definicja:

Definicja 3.3 (Srednica podzialu) Srednicqg podzialu P = {xg, 1, ..., Zn_1,2,} €
Pla,b) nazywamy liczbe

max{z; —x;_1:1=1,...,n}.
Twierdzenie 3.3 Kazda funkcja absolutnie ciggla na (a,b) ma wahanie skonczone.

Dowdd. Ustalmy € = 1 i wybierzmy 6 > 0 zgodnie z definicja absolutnej cigglosci
funkeji f. Niech {xy, ..., x,} bedzie podziatem przedziatu (a,b) o $rednicy mniejsze;
od 4. Dla dowolnego i takiego, ze 1 < i < n, mozemy wybra¢ podziat przedziatlu
<$i_1, ZL‘l>
Tim1 = S0 <81 < oo.. < 81 < S =5

Wowezas Y, (s;—sj-1) < 0, wiec z absolutnej ciagtosci X5 (f(s;) — f(sj-1)) < 1.
Z powyzszej nieréwnosci oraz z dowolnosci podziatu {sy, ..., sy} przedziatu (x; 1, z;)
mamy po przejsciu do supremum

V<1
Ti—1
Na mocy Twierdzenia 2.6 (addytywno$é¢ wahania wzgledem podziatu) mamy:

n T4

b
\/f:Z\/f<n-1:n<oo

=1 Ti—1

Obserwacja 3.4 Funkcja absolutnie ciggla jest réziniczkowalna p.w jako funkcja o
wahaniu skonczonym.

Obserwacja 3.5 Nie kazda funkcja o wahaniu skoriczonym jest absolutnie ciggla
(przyktadem sq nieciggle funkcje o wahaniu skonczonym,).

Obserwacja 3.6 Nie kazda funkcja ciggla jest absolutnie ciggla (przykladem jest
Juz wspomniana ciggla funkcja o wahaniu nieskonczonym f(x) = x cos % ).

Obserwacja 3.7 Jezeli funkcja spetnia warunek Lipschitza, to jest absolutnie ciggla
Dowéd. Niech f bedzie funkcja rzeczywista przedziatu (a, b) oraz niech

Vo wactap | f(21) = f(x2)| < L|wy — a5

dla stalej L > 0. Niech € > 0. Przyjmijmy ¢ := ¢/L. Wéwczas dla dowolnej rodziny
{{a;,b;),1 = 1,2,...,n} przedzialéw parami niezachodzacych na siebie zawartych w
(a,b) spetniajacej warunek Y7 | (b; — a;) < § mamy:

n

iu(bi) = fla))l < ZL(bi —a;) = LZ(bi —a;) < Ld =¢

=1 i=1
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Obserwacja 3.8 Nie kazda funkcja absolutnie ciggta spetnia warunek Lipschitza.
Przykladem takiej funkcji jest f:(0,1) 3 x — /x.

Twierdzenie 3.9 Funkcja absolutnie ciggla przeksztalca zbiory miary zero na zbio-
TY MLary 2ero.

Dowéd. Niech f : (a,b) — R - absolutnie ciagta oraz E C (a,b) taki, ze A(E) = 0.
Bez straty ogélnosci niech E C (a,b). Standardowo ustalmy ¢ > 0 oraz dobierzmy
0 > 0 zgodnie z definicja funkcji absolutnie ciagtych. Mozemy dobraé¢ taki zbior
otwarty M C (a,b), ze A\(M) < § oraz E C M. Zauwazmy, ze M = U (a, bx),
gdzie (ag,by) - ciag przeliczalny parami roztacznych przedzialow otwartych. Jesli
jest skonczony, to w rozumowaniu nie musimy wykonywaé¢ przejscia granicznego. 7
uwagi na to, ze f jest absolutnie ciagta, to na przedziatach (ay, by) osiaga swe kresy
i ma whasnosé Darboux, stad istnieja przedzialy (s, si) C (ag, by) takie, ze

A (flan, be)]) = A (F[(sw, t)]) = [ (8) = f(sn)]

Zauwazmy, ze Vpeny mamy: >p_(te — sk) < A(M) < §, Stad z definicji absolutne;
ciagtosci mamy: >0, | f(tx) — f(sk)| < €. Po przejéciu granicznym n — oo mamy

g () — flsn)] <
7 powyzszych rozwazan otrzymujemy:
N (FIE]) < N (F[M]) < §A<f[<ak,bk>1> - i AF[(sm te)]) = i () — fls)] < e

A poniewaz ¢ > 0 jest dowolnie maty to otrzymujemy, ze A(f[E]) = 0. |

Obserwacja 3.10 Funkcja Cantora f : (0,1) — R nie jest absolutnie ciggla, po-
niewaz zbior Cantora miary zero odwzorowuje na przedzial (0,1), a A((0,1)) =1. A
wiec 1stniejq funkcje jednostajnie ciggle, ktore nie sqg absolutnie ciggle.

Whniosek 3.11 (z twierdzenia 3.9) Funkcja absolutnie ciggla odwzorowugje zbiory
mierzalne na zbiory mierzalne. Dowdd tego faktu, ktory jest topologiczny, pomijamy.

3.2 Absolutna cigglosé catki

Sformutujemy teraz bardzo istotng wlasnos¢, zwang absolutna ciagtoscia catki, ktora
jest pewng charakteryzacja catki Lebesgue’a.

Twierdzenie 3.12 (Absolutna cigglosé catki) Jezeli f : (a,b) — R jest funkcjq
catkowalng w sensie Lebesgque’a na przedziale (a,b), to:

v<€>OE|§>OVE mierzalny, EC{a,b) <)‘(E) <0= /E |f|d)\ < 6)
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Dowéd. Ustalmy € > 0 Z definicji catki Lebesgue’a f: | f|d\ istnieje funkcja prosta
h:(a,b) — R taka, ze Vycpn|f(2)| > h(x) > 0 i jednoczesnie

b b
/hdA>/ IfldA — /2 (3.1)

h jest ograniczona jako funkcja prosta, czyli istnieje m > 0 takie, ze h(z) < m
dla x € (a,b). Przyjmijmy ¢ := 5=. Niech £ C (a,b) bedzie dowolnym zbiorym
mierzalnym takim, ze A\(E) < 6. Wowczas:

€ €

hd\ < mA\(E d=m  — = —
/E mA(E) <m m2m 5

Stad iz (3.1) mamy

b
/E|f\d>\:[E(\f\—h)d)\+/Ehd/\</a(\f]—h)d)\Jr%<%+§:5

Whiosek 3.13 Jezeli f : (a,b) — R jest calkowalna w sensie Lebesgue’a na (a,b),
to funkcja F(z) := [ fdX, gdzie x € (a,b) jest absolutnie ciggla.

Dowdéd. Ustalmy € > 0 oraz dobierzmy § > 0 zgodnie z Tw. 3.12. Niech {(a;, b;) :
i < n} bedzie rodzina przedzialéw niezachodzacych na siebie zawartych w (a, b) taka,
ze Y.t 4 (bj—a;) < 6. Niech E := U} (a;, b;). Z twierdzenia 3.12 mamy, ze [ |f|d\ <
e, czyli z addytywnosci catki wzgledem przedziatu catkowania » ;" f;’; |fld\ < e.
Zauwazmy, ze

b; a; b;
F(b) — Fla)l = | [ farx— [ fdx‘ - fdA’
a zatem . . -
SR = Fla = Y0 | [ fax <X [T 1fldr <
i=1 i=117% i=1"%
co daje absolutng ciggtos¢ F. [ ]

4 Uogodlnione Zasadnicze Twierdzenie Catkowe

W ostatnim rozdziale zajmiemy sie catkami Lebesgue’a oraz ich wlasnosciami. Po-
trzebne one bedg do dowodu Uogolnionego Twierdzenia Newtona-Leibniza na sam
koniec. Twierdzenie to da nam istotng charakteryzacje funkcji absolutnie ciagtych.
W wiekszosci wspomniane wtasnosci beda odpowiednikami podstawowych wtasnosci
funkcji catkowalnych w sensie Riemanna dla catek Lebesgue’a.

4.1 Wlasnosci funkcji catkowalnych w sensie Lebesgue’a

Twierdzenie 4.1 Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjg calkowalng w sensie Lebes-
gue’a. Wtedy [F fd\ =0 dla kazdego x € {(a,b) wtedy i tylko wtedy gdy f = 0 prawie
wszedzie na (a,b).
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Dowéd. (<)
Implikacja w te strone jest oczywista.

(=)
Wiadomo, ze Voe(apy J; fdA = 0. Przyjmijmy oznaczenia:

={z € (a,b): f(x) >0}
1
={z € (a,b): f(z) > ﬁ} dlan e N
Zatozmy, ze A\(X7) > 0 dla jakiegos n € N. Wowczas istnieje domkniety zbiér
m C X, dla ktérego A(M) > 0. Otwarty zbior (a,b) \ M mozna przedstawi¢ jako
sume Uy (ag, bx) skonczona lub nieskoniczona ciagu parami roztacznych przedzialow.

Przyjmujemy przypadek nieskonczony. Poniewaz [ fd\ = 0 dla dowolnego z €
{a,b), to z addytywnosci catki mamy dla dowolnego k € N, ze

[ ax=["1siax = [C1saan=0-0=0
ar a a

Korzystajac z przeliczalnej addytywnosci catki Lebesgue’a otrzymujemy:

/bfdA:i/bkfd/\+/Mfd>\:0+/Mfd)\>/ =1 /dA_f >0
a k=1"

Gdzie pierwsza nieréwnosé zachodzi z uwagi na definicje zbioru X;. To nam daje

sprzecznos¢ z zatozeniem, ze Vieiapy [y fdA = 0. W ten sposéb udowodnilidmy, ze

A(X;F) = 0 dla kazdego n € N. Poniewaz X = U,, X,, to z przeliczalnej addytywno-

$ci miary AM(X 1) = 0. Zatem funkcja f* := max{f,0} jest rébwna 0 prawie wszedzie
a {(a,b). Analogicznie przyjmujac oznaczenia:

S {re(ab): fx) <0}
X, ={z € (a,b): f(x) < —:L} dlan e N

dowodzimy, ze funkcja f~ := min{f,0} jest réwna 0 prawie wszedzie na (a,b). =

Twierdzenie 4.2 Niech f : (a,b) — R bedzie funkcjg calkowalng w sensie Lebes-
gue’a oraz F(z) = [ fd\, gdzie x € (a,b). Wowczas F'(x) = f(x) prawie wszedzie
a {(a,b)

Dowéd. Z wniosku 3.13 wynika, ze F' jest absolutnie ciagta, a wiec F' jest rozniczko-
walna prawie wszedzie na (a,b). Innymi stowy F’(z) istnieje dla prawie wszystkich
€ (a,b). Wykazujemy twierdzenie stopniowo dla kolejnych zatozen o funkeji f:

1. Niech f bedzie ograniczona. Wowczas istnieje m > 0 takie, ze |f| < m na (a,b).
Dla naturalnych oraz z € (a, b) definiujemy ciag funkcyjny:

fulw) = (z+3) - F@) gt A /;HL "
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Tam gdzie x + % > b przyjmujemy F (:v + %) = F(b).
Wowczas dla kazdego n naturalnego i Vye(qp) mamy:

o+t
n/ "y <

co oznacza, ze f,(x) sa ograniczone. Zauwazmy, ze f, — F’ prawie wszedzie na (a, b),

bo % — 0. Korzystajac z Twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsciu do

granicy otrzymujemy, ze dla dowolnego s € (a, b):

()] =

o+l ol |
n/ md)\:nm/ dh=n-m-—=m
x x n

/ Fld\ = / lim fud\ = lim / Fd) = ()
Poniewaz F' jest absolutnie ciagla, to jest ciagta. Stad f,(x) jest ciagta jako réznica

funkeji ciggtych. Stad dla kazdego n f, jest catkowalna w sensie Riemanna, wiec
mozemy zapisac:

s 1
= lim / fadx = lim n/ (F (x+ > —F(x)) dx
n—oo n—oo a n
1 s
= lim (n/ F <x+ ) dx —n/ F(a:)dx) = (xx)
n—oo a n a
Zauwazmy, ze:
§ I\ |z+i=u|l s+ [t
/a F(:z:—i—n) = [dx:du] _/ﬁi F(u)du-/wrl F(z)dx
Stad mozna zapisac:

(+%) = lim <n/:+i F(x)dx—n/:F(gg)dx> _

n—00 +%
8+% a+%
= lim (n/ F(z)dz — n/ F(z)dx | =
s+1 a+t
= nhrrolon/ " F(x)dr — nhngon/ " F(x)dr = (* % %)

Zauwazmy, ze:

s+ st — [?
lim n/ " F(x)dz = lim Jo F(x)dxl Jo F(z)dx =G'(s),

n—oo n—oo =
n

gdzie G(z) := [ F(t)dt jako granica ilorazu réznicowego. Analogicznie

lim,, .o n f;”% F(z)dx = G'(a), gdzie rozumiemy to jako pochodna jednostronna w
punkcie a, bo a jest krancem dziedziny F'. Poniewaz G jest funkcja gornej granicy
calkowania funkcji ciaglej (catkowalnej) F', to na mocy Klasycznego Twierdzenia o
funkcji gérnej granicy catkowania G'(s) = F\(s) oraz G'(a) = F(a). Stad:

(4% %) = F(s) — Fla),

/Fd/\ F(s /de/ FdA = /fd)\
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Po przeniesieniu na lewg strone dostajemy

/ F’d/\—/ fdAz/ (F' = f)dAX =0 Vieap

Stad na mocy twierdzenia 4.1 F' — f = 0 prawie wszedzie na (a,b), czyli F' = f
prawie wszedzie na (a, b).

2. Nie zakladamy teraz ograniczonosci funkcji f.
Zalozmy jednak teraz, ze Ve f(x) > 0. Wynika z tego, ze F jest niemalejaca,
zatem F' > 0 wszedzie poza zbiorem miary zero. Zdefiniujmy ciag funkcyjny:

fo(x) :=min{f(x),n}, gdzie x € {(a,b),n € N

Latwo stwierdzié, ze ciag ten jest niemalejacy oraz, ze f, — f na (a,b) przy n — co.
Zauwazmy, ze dla kazdego n € N funkcja

F(a:)—/axfndA:/:fd)\—/jfnd)\:/;(f—fn)dA

jest niemalejaca, bo dla wszystkich = € (a,b),n € N prawda jest, ze f,(x) < f(z).
Stad funkcja ta musi mie¢ pochodng nieujemng prawie wszedzie. Zauwazmy, ze
fn(z) < n, a wiec funkcja f, jest ograniczona. Stad na mocy punktu 1. pochodna
funkcji [T fn.dA jest réwna f, prawie wszedzie na (a,b). Zatem pochodna funkcji
F(z)— [} fadX jest réwna F'(x) — f,(x) dla prawie wszystkich z € (a, b). Mamy wiec
F'— f,, > 0 prawie wszedzie na (a, b), V,en. Stad po przejsciu do granicy przy n — oo
mamy I’ — f > 0 prawie wszedzie na (a,b). Poniewaz F' jest niemalejaca, to mozna
skorzystaé¢ z oszacowania calki dla funkcji niemalejacych [° F'd\ < F(b) — F(a).
Mamy wiec nastepujaca nierownosé:

()</:(F’—f)d)\:/abF’d)\—/abfd)\<F(b)—F(a)—/abfd/\:

:/abfd/\—/aafd)\—/abfd)\zo

Stad f;’(F’ — f)dX\ = 0 prawie wszedzie na (a,b). A poniewaz F' — f > 0 prawie
wszedzie, to korzystajac z wlasnosci catki Lebesgue’a dla funkcji mierzalnych nie-
ujemnych otrzymujemy, ze F' = f prawie wszedzie na (a, b).

3. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja catkowalng dowolnego znaku (przypadek
ogblny). Wéowezas:

F(m):/jfd)\:/:f+d)\+/:f‘d>\:/:fde)\—/ax—f‘d)\
Stad na mocy kroku 2. (f* > 0 oraz —f~ > 0 na (a,b)):
Flay= ([ rrax) = ([ =ran) = 1@ = (=~ @) = @) + @) = @)

prawie wszedzie na (a, b). [ |
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Definicja 4.1 Funkcjg singularng nazywamy rézng od statej funkcje monotoniczng
f, dla ktorej f' =0 dla prawie wszystkich x € (a,b).

Przyktad. Funkcja Cantora na (0, 1) jest funkcja singularna.

Whniosek 4.3 (z Twierdzenia 4.2)
Dowolng niemalejgcq funkcje f : (a,b) — R da sie przedstawié¢ w postaci sumy
f =g+ h funkcji niemalejgcych, gdzie g-absolutnie ciggla, a h-singularna.

Dowéd. Wiadomo, ze f' istnieje dla prawie wszystkich = € (a,b) oraz jest cal-
kowalna (jako pochodna). Przyjmijmy g(z) := [ f'd\. g jest absolutnie ciagla na
mocy wniosku 3.13. Poniewaz [ jest niemalejaca, to f’ > 0 prawie wszedzie. Stad
g(x) = [ f'dX jest niemalejaca. Przyjmijmy h(z) := f(x) — g(x), gdzie x € (a,b).
Wtedy h nie jest funkcja stata. Niech x1, 5 € (a, b) oraz x; < x5. Woéwezas na mocy
oszacowania calki dla funkcji niemalejacych mamy:

(wa) = h(es) = fo2) = [ far—fla) + [ fd= flea) = flon) = [ Far>
2 f(@2) = f(z1) = f(z2) + f(z1) =0

Stad funkcja h jest niemalejaca. Zauwazmy, ze z Twierdzenia 4.2 wynika, ze ¢’ = f'.
Zatem mamy:

W=f—¢=f—f=0dapw. z € {(a,b)
Stad h jest singularna. [

4.2 Uogollnione Twierdzenia Newtona-Leibniza na catki Le-
besgue’a

Aby udowodnié¢ tytulowe twierdzenie pracy bedzie potrzebny nam jeszcze jeden le-
mat. W jego dowodzie uzyjemy twierdzenia Vitaliego.

Lemat 4.4 Jezeli f : (a,b) — R jest funkcjg absolutnie ciggle i f' = 0 prawie
wszedzie na (a,b), to f jest stala.

Dowéd. Dla dowolnego s € (a,b) udowodnimy, ze f(s) = f(a). Gdy s = a, dowdd
sie trywializuje, takze przyjmijmy s € (a, b). Standardowo ustalmy ¢ > 0 i dobierzmy
0 > 0 tak, aby realizowata definicje absolutnej ciaglosci. Zdefiniujmy zbior E :=
{z € (a,s): f'(x) = 0}. f jako funkcja absolutnie ciagta jest rézniczkowalna prawie
wszedzie, wiec A(F) = s — a. Co wiecej, dla dowolnego = € F istnieje liczba H > 0,
ktora jest dowolnie mata i spetnia zaleznodci:

(r,x+h) C(as), |flz+h)—[f(z)] <ch (4.1)

(iloraz réznicowy zbiega do zera). Jest to prawda, bo V.cpf'(z) = 0. Zauwazmy,
ze rodzina przedzialéw postaci (x,z + h) stanowi pokrycie Vitaliego zbioru E. Za-
tem z twierdzenia Vitaliego o pokryciu wiadomo, ze istnieje skoniczona podrodzina
{{zi,y;) : 1 < i < n} przedzialéw parami roztacznych rodziny przedzialéw postaci
(x,x + h) taka, ze:

Y (E \ iQ<xi,yi>> <5
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Poniewaz A\(E) = A({a, s)) = s — a, to tatwo wywnioskowaé, ze”

At Ut <o
i=1
Mozliwe jest uporzadkowanie przedzialéw w taki sposob, ze y; < x;11 dla i =
1,2,...,n — 1. Przyjmijmy réwniez, ze yy := a,x +n + 1 := s. Wowczas:

n

Z (Tiv1 — flyi)) +

=0

<D f@iv = fyi |+Z|f (5:) = f(wi)| <
=0

1)
<5—|—5Z\yi—xi] <€—|—€(s—a):5(1+s—a)
i=1

<

i

@
Il
-

|f( (f(ys) = f(z4))

Gdzie nieréwnosé (1) wynika z oszacowania pierwszego wyrazu korzystajac z ab-
solutnej ciaglosci f, poniewaz rodzina {(y;, x;11)} jest rodzina nienachodzacych na
siebie przedziatéw, za$ drugi wyraz szacujemy korzystajac z wlasnosci (4.1). Nie-
réowno$¢ (2) wynika z szacowania sumy >, |y; — x;| przez s — a. Rzeczywiscie,
Uizin (24, ¥i) C (a, s), a przedzialy (z;,y;) sa roztaczne.

Z dowolnosci € > 0 dostajemy, ze |f(s) — f(a)| = 0 co oznacza, ze f(s) = f(a) dla
dowolnego s € (a,b). |

Sformutujemy Uogdlnione Twierdzenie Newtona-Leibniza dla pochodnych funkcji
absolutnie ciagtych.

Twierdzenie 4.5 Niech F' : (a,b) — R. Poniisze warunki sq¢ réwnowazne:
(A) F jest absolutnie ciggla na {(a,b)

(B) Istnieje catkowalna funkcja f : {(a,b) — R taka, Ze
/ " fd\ = F(z) - Fla)

(C) F jest rézniczkowalna prawie wszedzie na (a,b), a F' jest catkowalna na {(a,b)
oraz:

/ "Fld\ = F(z) - Fla)

Dowéd. (C)=-(B)
Wezmy f = F’ i otrzymujemy teze

(B)=(A)

Ja fdX\=F(x) — F(a)

Na mocy wniosku 3.13 funkcja F'(x) — F(a) jest absolutnie ciaglta, zatem poniewaz
F(a) to stata, to F'(x) jest absolutnie ciagta.
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(A)=(C)
F-absolutnie ciagta, wiec pochodna F” istnieje prawie wszedzie na (a,b) i jest cal-
kowalna na (a,b) (jako pochodna). Zdefiniujmy funkcje:

g(z) = F(z) — /z F'd\ dla z € (a,b)

Z wniosku 3.13 wiadomo, ze funkcja [ F'd\ jest absolutnie ciagta. Z twierdzenia 4.2
wiadomo, ze ([* F'd)\)" = I’ dla prawie wszystkich = € (a,b). Zatem ¢’ = F'—F' =0
prawie wszedzie na (a, b). Stosujac lemat 4.4 dostajemy, ze g jest funkcja stata. Zatem
dla kazdego = € (a,b) mamy:

g(x) =g(a) = F(a) — /aa F'd\ = F(a) (4.2)
Przeksztatcajac definicje funkcji g mamy:
Fz) = g(z) + / " Fax
Zatem po zastosowaniu (4.2) otrzymujemy
F(z) = F(a) + / "Fax

Po przeniesieniu na lewa strone F'(a), dostajemy teze |

Whniosek 4.6 Funkcja f : (a,b) — R jest calkowalna w sensie Lebesque’a wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje funkcja F : {(a,b) — R absolutnie ciggla, dla ktorej F' = f
prawie wszedzie na {(a,b).

Dowéd. (=)
Poniewaz istnieje absolutnie ciggla F', to jest ona rézniczkowalna prawie wszedzie
na (a, b) i jej pochodna jest catkowalna na (a, by, czyli f jest catkowalne na (a, b).

(<)

f-catkowalna na (a,b). Niech F(z) := [ fd\ dla x € (a,b). Z wniosku 3.13 F(z)

jest absolutnie ciagta, a z Twierdzenia 4.2 f = F’ dla prawie wszystkich = € (a, b).
]
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