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Wprowadzenie

Teoria miary to bardzo szeroka dziedzina z wieloma zastosowaniami. Za jej
poczatki czesto przyjmuje sie rok 1902. Wtedy to francuski matematyk Hen-
ri Léon Lebesgue przedstawil nowa koncepcje catki, rewolucjonizujac rozwdj
teorie funkcji rzeczywistych. Ta koncepcja opierata sie na mierze Lebesgue’a
i byta rozszerzeniem istniejacego juz pojecia catki Riemanna opartej na mierze
Jordana. Jednym z gtéwnych motywéw prac Vitaliego bylo jego zaintereso-
wanie ideami Lebesgu’a. Pierwotnie Hanri Lebegue byt przekonany, ze kazda
funkcja ograniczona na przedziale jest catkowalna w sensie Lebesgu’a. W ro-
ku 1905 Giuseppe Vitali jako pierwszy przedstawil przyktad niemierzalnego
podzbioru liczb rzeczywistych, tzw. zbior Vitaliego. Spotkalo sie to z pewnym
oporem ze strony Lebesgue’a. W odpowiedzi na przedstawienie proponowane-
go przez Vitaliego zbioru, Lebesgue zaczal wrecz podwaza¢ aksjomat wyboru,
aby odrzuci¢ mozliwo$¢ jego istnienia zbioru niecatkowalne w sensie Lebes-
gue’a. Natomiast mimo wtasnego sprzeciwu, w teorii miary nadal korzystal
on, co prawda nie wprost, z tego aksjomatu. Prace Vitaliego byty kluczowe dla
rozwoju zarowno teorii miary jak i analizy rzeczywiste;j.

Celem pracy jest przedstawienie jednego z wielu wynikéw dorobku nauko-
wego Giuseppe Vitaliego, a mianowicie twierdzenia Vitaliego o pokryciu. Dla
tatwosci zrozumienia dowdd, pierwszy rozdzial przedstawia twierdzenie oraz
jego dowdd tylko dla przestrzeni R. Nastepnie w rozdziale drugim uogdlniamy
ten dowdd na przestrzen R™. Z kolei w ostatnim rozdziale przedstawimy warte
uwagi zastosowania twierdzenia o pokryciu.



Rozdziat 1

Twierdzenie Vitaliego w R

1.1 Twierdzenie Vitaliego o pokryciu w R

Niech A bedzie ograniczonym zbiorem, takim ze A C R. Z bedzie rodzing nie-
trywialnych, domknietych przedzialéw z R takich, ze kazdy punkt ze zbioru
A nalezy do dowolnie matego elementu Z. Wtedy istnieje przeliczalna rodzina
Zo € Z, o nastepujacej wtasnosci pu(A \ U ly) = 0. Przedzialy znajdujace sie w
7, sa parami roztaczne.

Dowdd:

1° Jezeli istnieje skoniczona rodzina Zy C Z parami roztacznych zbioréw taka ze
A C UZy, to mozemy zakonczy¢ dowodd. Warto tu zauwazy¢, ze nie odrzucamy
mozliwosci, ze A = Iy = (). Latwo dostrzec, ze w takim przypadku twierdzenie
jest spelnione trywialnie.

W dalszym ciggu dowodu zaktadamy, ze taka skoniczona rodzina Z; nie istnieje.

2° Niech p* oraz i bedg odpowiednio zewnetrzng miara Lebesgue’a oraz miarg
Lebesgue’a na R. Wezmy M takie, ze

M musi istnieé¢, gdyz A jest zbiorem ograniczonym. Definiujemy zbiér 7' w
nastepujacy sposob

T ={I:1€T,IC[-M;M]}. (1.2)

Jesli F jest skonczonym podzbiorem Z’, to istnieje pewien zbiér J € Z' roz-
taczny z kazdym przedziatem z F. Skoro J ma by¢ niepusty musi znajdowaé
sie w nim co najmniej jeden element. Oznaczmy go przez x.

Skoro z € A\ UF, to istnieje pewna liczba rzeczywista 0 < 0 < 1, taka ze



przedzial [x — §;x + 0] jest roztaczny z kazdym ze zbioréw Zy. Na mocy (1.1)
mozemy zatozyé, ze [x — §;x + 6] C [—M; M]. Niech J bedzie elementem Z
zawierajacym z o mierze co najwyzej rownej 0. Wowezas J € 71 JN E = (),
gdzie E € F. Spelnia to postawiona przez nas teze tym samym konczac ten

krok dowodu.

3° Teraz skonstruujmy indukcyjnie pewien cigg liczb rzeczywistych {7vi ren
oraz zwiazany z nim ciag { Iy }ren sktadajacy sie z elementéw Z'. Ciag { I }ren
definiujemy rekurencyjnie.

Majac juz parami roztaczne zbiory Iy,..., I;_1 z rodziny 7’ rozwazamy
T ={1:€T" Ve INT; =0} (1.3)
Z poprzedniej czesci dowodu wiemy, ze Jj # (0.
Definiujemy ciag {7k }ren jako
e = sup{u(I) : I € Ji}. (1.4)
Wtedy 0 < v, < 2M, poniewaz kazdy przedzial w Jj, jest zawarty w [—M, M.
Mozemy wybraé zbiér I, € Ji taki, ze u(Iy) > %%.

Kontynuujemy te konstrukcje, indukcyjnie tworzac ciagg parami roztacznych
przedziatoéw {Iy }reny w Z'.

4° 7 faktu, ze I, sa parami roztacznymi, mierzalnymi w sensie Lebesgue’a
podprzedziatami [— M, M| wynika, ze

S <23 ulli) < 4M < oo (1.5)
k=0 k=0

oraz limy_. v, = 0.

Teraz zdefiniujemy zbiér I} jako domkniety przedzial o tym samym punkcie
srodkowym co I}, ale o pieciokrotnie wigckszej dtugosci w taki sposob, ze nowy
przedziat wykracza po obu stronach poza konce zbioru I o co najmniej .
Dobér konkretnie liczby 5 bedzie wyjasniony w rozdziale drugim.
Twierdzimy, ze

Vien : A C U[Z-U UI{ (1.6)

i<k ik

Wezmy x € A\ (Ujcr Li U Uisp I]). Mozemy dobraé § > 0 takie, ze

[z — 632 +6] C [M; M)\ | L. (1.7)

i<k



Rowniez wybieramy J € Z tak, aby

reJClz—3dx+d]. (1.8)
Wtedy

p(7) > 0= lim 3, (1.9

gdzie m to najmniejszy, catkowity indeks nie mniejszy niz k oraz o wlasnosci
Ym < u(J). W takim przypadku J nie moze nalezeé¢ do J,,, czyli musi istnie¢
jakies | < m, dla ktérego J N I; # (), poniewaz jestesmy juz pewni, ze J € Z'.

Z (1.7) wiemy, ze | nie moze by¢ mniejsze od n, wiec k <1 <m iy, = u(J).
Odlegtosé = od najblizszego konica I; ma dhugosé co najwyzej u(J) < . Nato-
miast konce I] wykraczaja poza konce I; o co najmniej ;, co z kolei oznacza,

ze x € I]. Jest to oczywiscie sprzeczne z pierwotnym wyborem x.

5° Ostatni krok dowodu. Wiemy juz,ze

AN U L) < u(J 1) < 3 (1) <53 p(l).

00
i<k 2k i=k i=k

Przeksztalcajac (1.5) otrzymujemy

o0

> u(ly) < 2M < . (1.10)
k=0

Musi roéwniez zachodzié
Jim p* (AN L) =0 (1.11)

i<k

oraz

AN U B) = pr(ANU L) < jnf (AN U T) = 0.

ieN ieN i<k
Mozemy okresli¢ Zy = {I : k € N}, ktéry speknia zatozenia roztacznej, przeli-
czalnej rodziny zbior6w w rodzinie Z oraz spelnia warunek p(A\ UZy) = 0.

Co koncezy dowod catego twierdzenia.



Rozdziat 2

Twierdzenie Vitaliego w R"

2.1 Wstep i oznaczenia

W obecnym rozdziale symbolami p oraz pu* bedziemy oznacza¢ odpowiednio
miare Lebesgue’a i zewnetrzng miare Lebesgue’a w n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej R", gdzie n € N.

Wektory nalezgce do R™ bedziemy oznaczaé literami alfabetu tacinskiego. Dla
rozroznienia wspotrzedne takich wektoréw beda oznaczane literami alfabetu
greckiego np. a = [y, o, ..., o] € R™. Norme euklidesows takiego wektora
oznaczamy,

lall = \/of + a3 + ... +a2.
Oczywiscie jako miara spetnia ona nastepujace whasnosci,

[z +yll < [l + lyll oraz |laz]| = |al[l]

dla dowolnych wektoréw z, y oraz skalara a.

Bedziemy stosowadé oznaczenia dwodch charakterystycznych wektoréw
0=1[0,0,...,0] A T=11,1,...,1].

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia kostek. Wezmy dowolne a,b € R"
[a,b) ={z:a; < < By, Vi <n},

(a,b) ={z:a; < < By, Vi <n},
[a,b] ={z:a; < < G, Vi <n}.



Jezeli x € R™ oraz r > 0, K(x,r) bedzie kula domknigta o $rodku w x i o
promieniu 7:

K(z,r)={y:y €R", |ly —=l| <r}.

Zauwazmy, ze
K(x,r)=xz+ K(0,r),

wiec z niezmienno$ci miary Lebesgue’a wzgledem translacji otrzymujemy
M(F(ﬂf, r) = M(F(()? r)) = Kur",
gdzie przez K, rozumiemy miare kuli,

1

K, = Eﬂ'k, n =2k
22k+1k! .
KTZWW,'R:2]§+].

W dalszym ciagu rozwazan oznaczenia K (z,7) i K(z,r) bedziemy uzywaé
wymiennie.
2.2 Twierdzenie Vitaliego o pokryciu w R”

Niech A C R"™ bedzie dowolnym zbiorem oraz Z rodzing domknietych, nie-
trywialnych kul z R™ takich, ze kazdego elementu ze zbioru A zawiera sie w
pewnej kuli z Z o dowolnie matym promieniu. Wtedy istnieje przeliczalna ro-
dzina Zy C 7 skladajaca sie z parami roztacznych kul ;taka ze u(A\UZy) = 0.

Dowdd:

Analogicznie jak w przypadku przestrzeni R dowod podzielimy na etapy.
Az do kroku 5° przyjmujemy, ze
Vaea : |lz]] < M (2.1)
oraz definiujemy zbior
T ={I:1€T,ICK(0,M)]} (2.2)

1° Jezeli istnieje skoniczona rodzina Z, C I’ sktadajaca sie z parami roztgcz-
nych kul, taka ze A C UZ, to teza twierdzenia jest spetniona. Nie odrzucamy
tu trywialnego przypadku, w ktérym A = Z, = 0.

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze taki skonczony zbiér Z nie istnieje.



2° Jesli F jest dowolnym skonczonym podzbiorem zbioru Z’ o parami roztacz-
nych elementach, to istnieje zbiér J € 7', ktory jest roztaczny z dowolnym
elementem z 7.

WeZzmy pewne z € A\ UZy. Skoro dowolny element z F jest domkniety, to
istnieje r > 0 takie, ze K (x,r) nie pokrywa si¢ z zadnym elementem z Z, oraz
zachodzi (2.1), to w konsekwencji K (z,r) C K(0,7).

Niech J bedzie elementem z 7 zawierajacym x o $rednicy zbioru co najwyzej
réwnej r. Wtedy J € 771 JNE =0, gdzie E € F.

3° Mozemy indukcyjnie skonstruowaé ciag rzeczywisty {7 }ren oraz zwiazany
z nim ciag {I}ren C Z'. Zaktadamy, ze dla kazdego k € N mamy juz zdefinio-
wane zbiory {I;}i<k, gdzie I; € 7' dla kazdego i < k. Ponadto, przyjmujemy,
ze vi<j<k : ]Z N ]j = @

Ustalmy zbior
T={1:€Z5INIL=0V}. (2.3)

Z 2° wiemy, ze J;, # (), co pozwala nam zdefiniowaé cigg liczbowy {vi}ren
jako
v = sup{diam(I) : I € J.}. (2.4)

Wtedy v, < 2M, poniewaz kazdy element zbioru J zawiera si¢ w kuli do-
mknietej K (0, M). To gwarantuje mozliwosé wyboru zbioru I, € Jj, takiego,

ze 1

i tak kontynuujemy konstrukcje indukcyjnie.

4° 7Zbiory z I, sa roztacznymi, mierzalnymi podzbiorami ograniczonej kuli
K(0,M). Z czego wynika, ze

> (1) < (K (8. M) < oo, (25)
k=0
oraz
Vk e N: klim wu(ly) =0, (2.6)
1
plI) > ()" (2.7)
co z kolei oznacza, ze
klim Y = 0. (2.8)

Przez I;, oznaczamy domknieta kule wspétérodkowa z I, ale o pieciokrotnie
wiekszej Srednicy, tak aby zawierata kazdy punkt z I, w odlegtosci co najwyzej vx.



Zaktadamy nie wprost, ze Vien
AclJrulr.
i<k ik
Niech z € A\ (Ujcr i UU;sp I]) oraz niech r > 0 bedzie takie, ze
K(z,r) C K(0,M)\ I, (2.9)
i<k
oraz J € T bedzie takie, ze x € J C K(xz,7). Wtedy

lim ~,, =0 < diam(J). (2.10)

m—0o0

Tu stosujemy nasza hipoteze, ze wszystkie kule w 7 sg nietrywialne. Ustalmy,
ze m to najmniejszy indeks co najmniej réwny k takim, ze v, < diam(J).
W takim przypadku J nie moze naleze¢ do J,,, wiec musi istnie¢ jakies j < m
takie, ze J N I; # (0, bo wiemy na pewno, ze J € Z'. Natomiast z wyboru r
wynika, ze j nie moze by¢ mniejsze od k. Laczac te spostrzezenia otrzymujemy
k < j < m oraz v; > diam(J). Prowadzi do wniosku, ze z jest oddalone od
najblizszego punktu z I; o co najwyzej diam(J) < 7;. Ale to znaczyloby, ze
x € I}, co zaprzecza pierwotnemu wyborowi .

5° Wnioskujemy, ze
WAV U I < (U 1) < S plll) <550l
i<k i>k i—k i—k

Na mocy (2.5), (2.6) oraz,

pAN U L) = (AN U T)

ieN 1€EN

wiemy, ze mozemy zdefiniowaé¢ Zy = {I, : k € N} tak, aby otrzymaé rodzine
przeliczalnych, parami roztacznych zbiorow 7 z wlasnoscia

pAN\ U L) =0.

1€EN

To konczy dowdd dla przypadku, gdy A jest ograniczone.

6 ° Rozwazmy przypadek ogdlny, gdy nie wiemy czy A jest ograniczone. De-
finiujemy dla kazdego k € N

Up={z:2€R" k< ||z|| < k+1},

Ak:AﬂUkorazIk:{I:[EI,[QUk}.

Widzimy, ze dla kazdego k kazdy element z A, nalezy do dowolnie matego
elementu z 7, wigc istnieje przeliczalny, roztaczny zbioér Z; C I taki, ze

10



A \ UZ;, jest pomijalny z doktadnoscia do zbioréw miary zero. Teraz (skoro
Uy sa roztaczne) Zy = Upen Z;, jest roztaczny i oczywiscie Zy jest przeliczalnym

podzbiorem rodziny Z. Co wiece]j

A\NUZ < ®"\ J U»yu U A\ U TR

keN keN keN

jest pomijalny z doktadno$cig do zbioréw miary zero. Aby zobaczy¢, ze

R"\ |J Up = {z: ||z| € N}

keN

faktycznie jest pomijalny mozemy spojrze¢ na

Vien : {z ¢ ||z = k} € K(0,k)\ K(0,rk).

Wyrazenie to ma miare¢ co najwyzej rowng K, — K, (rk)" V,co,1), wiec musi

by¢ miary zero.
Co ostatecznie konczy dowdd.
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2.3 Obserwacje

Twierdzenie o pokryciu zachodzi réwniez dla innych miar. Sg to tzw. miary z
wlasnodcia podwajania na przestrzeniach metrycznych. Miara na przestrzeni
metrycznej X posiada wtasnosé¢ podwajania jezeli istnieje stata C' taka,ze

vaz:EXv7”>0 0< y,(K(.CE,Zl’f’)) < C/L(K(.Q?,T)) < 00.

Moéwimy, ze p jest C-podwajalna. Mozna udowodnié, ze C' > 2. Stad wtasnie
nazwa ~podwajanie”.

W dowodzie twierdzenia o pokryciu jedyna wtlasnoscia miary Lebesgue’a, z
ktorej w sposob istotny korzystamy, jest fakt, ze miara kuli o promieniu 27 daje
sie oszacowal przez pewna uniwersalng (uniwersalng w rozumieniu jednakowa
w kazdym punkcie przestrzeni) stata C' razy miara kuli o tym samym $rodku
i promieniu r

WK (2,4r)) < C*p(K (z,7)).

Miare K(z,5r) C K(z,2%) szacujemy przez C?u(K(z,r)). Wlasnie z tego
wynika dobér konkretnie liczby 5 w dowodzie twierdzenia o pokryciu.

12



Rozdziat 3

Zastosowanie twierdzenia
Vitaliego do rézniczkowalnosci
prawie wszedzie

3.1 Wstep

Pewnym wykorzystaniem twierdzenia Vitaliego o pokryciu jest twierdzenie o
funkcji maksymalnej. Twierdzenie to jest istotne w teorii funkcji rzeczywistych
i analizie harmonicznej przy m.in. badaniu zbieznosci i rézniczkowalnosci funk-
cji.

Definicja 3.1 Jeszcze raz przedstawimy definicje miary podwajajacej z mini-
malng modyfikacja. Niech p bedzie dodatnia, lokalnie skonczong miara bore-
lowska. Méwimy, ze miara jest podwajajaca, jesli istnieje jakas$ stata C' > 0,
taka ze

VeernViso (K (x,2r)) < Cu(K(z,1)). (3.1)
Definicja 3.2
Niech p bedzie dodatnia, lokalnie skonczong miarg borelowska oraz v dodatnia
miarg borelowska . Definiujemy

Veern @ M, (v)(x) = sup (3.2)

gdzie przez x € K mamy na mysli supremum po kulach, ktore zawieraja x,
a niekoniecznie kulach o srodku w x. Stad wlasnie nazwa niescentrowana
funkcja maksymalna.

Jedli funkcja f jest lokalnie catkowalna wzgledem miary dpu, to M;L( f)= M;L(y),
gdzie dv = | f|du. Wtedy

!

1
M()w) = sup s [ 1S (33)

13



3.2 Lemat o pétcigglosci z dotu

M, (v) jest funkcja potciagha z dotu, wige réwniez borelowska.

Dowdd:

Aby wykazaé ,ze ./\/l;l(y) jest potciagta z dotu, musimy pokazaé, ze dla kazdego
A >0 zbior z € {r € R": M;L(y)(x) > A} jest otwarty.

Wezmy pewng A > 0 oraz « € {z € R" : M, (v)(z) > A}. Istnieje kula K do

ktorej nalezy punkt x ,taka ze

v(K)
p(K)

Natomiast dla kazdego y € K, mamy

> A

wiec K C {x € R": M, (v)(z) > A}

I

’

To oznacza, ze {v € R" : M,
M;(u) jest pélciagla z dohu.

(v)(x) > A} jest zbiorem otwartym, czyli funkcja

3.3 Twierdzenie o funkcji maksymalnej dla miary
podwajajacej

Podobnie jak wezesniej, przez p mamy oczywiscie na mysli miare podwajajaca.

Wtedy, istnieje stata C(n, ) > 0 zalezna od wymiaru przestrzeni oraz od stalej

z warunku podwajania dla p ,taka ze jezeli f jest bezwzglednie catkowalna
wzgledem u, to dla dowolnego A > 0

Wl € R M(1)@) > A < S [ 1l dn 3.4

Dowdd:

Zaczynamy od zdefiniowania trzech kluczowych dla dowodu pojec:

Ay ={z eR": M (f)(z) > A}, (3.5)

14



M (v) () S’% (E) (3.6)
A ={z e R": MI"(f)(x) > A}, (3.7)

gdzie rx to promien kuli K. Wtedy, A} = !114/;”.

Teraz, ustalamy pewne m. Dla kazdego © € A" istnieje kula K, dla ktorej
xr € K, oraz rg, < m, taka ze

1
p(K,)

Na mocy lematu 4.1.3, z tego, ze K C A" wiemy, ze M;L(f) jest borelowska.

/sz d > M. (3.8)

Niech = {K,}
podzbiér centréw C C A", parami roztgczny z {K4, }e,ec C P speiajacy

e Z twierdzenia Vitaliego o pokryciu wiemy, ze istnieje

Ay | 5K, (3.9)

I]'GC

Podsumowujac dotychczasowe spostrzezenia otrzymujemy
C

mﬂ%<§nm&g<@§jmmp<A§jAJﬂw:

Tj eC Tj eC T eC J
c3 c3 C3
= [ Wfldu<= [, Ifldu< = [ If] dn.
A A JAm A JA
U s,
T eC
™ jest rosngcym ciggiem zbioréw. Dokonujac przejscia granicznego z m — oo,
otrzymujemy teze twierdzenia.

3.4 Zastosowanie twierdzenia o funkcji mak-
symalnej

Do dowodu rézniczkowalnosci prawie wszedzie mozna podejsé na dwa sposoby.
Pierwszy to przeprowadzenie go na podstawie pojeé¢ funkeji o skonczonym wa-
haniu, monotonicznosci funkcji oraz absolutnej ciggtosci funkcji. Druga metoda
wykorzystuje tzw. funkcje maksymalne, czyli bardziej z perspektywy analizy
harmonicznej. Przedstawiony zostanie szkic tego drugiego sposobu. Twierdze-
nie o funkcji maksymalnej istotnie korzysta z twierdzenia Vitaliego o pokryciu.
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Definicja 3.3
Jedli f € L' (R™), czyli jest calkowalna na przestrzeni R" wzgledem n-wymiarowe;
miary Lebesgue’a, to dowolny = € R”™ taki, ze

1
lim
r—0 M(Kr)

[ 1@ = 7&)] dulw) =0, (3.10)

nazywamy punktem Lebesgue’a dla f.

3.4.1 Twierdzenie pomocnicze

Dla kazdego 1 < p < oo, przestrzen C.(R"™) jest gesta w przestrzeni LP(pu).
Przez C.(R™) mamy na mysli przestrzen funkcji ciagtych o nosnikach zwartych
na przestrzeniach LP(p).

3.4.2 Twierdzenie o punktach Lebesgue’a

Jedli f € L'(R"), to prawie kazdy = € R" jest punktem Lebesgue’a dla f.

Szkic dowodu:

Definiujemy
1
T f)(z) = / F(y) = f(z)]| duly), 3.11
TN = s [ 1) = 1) du(y (3.11)
dla kazdego x € R™ i r > 0. Dokonujac przej$cia granicznego mamy
(T)() = limsup (T, f)(z). (3.12)

Chcemy udowodnié, ze T'f (z) = 0 prawie wszedzie, dla prawie kazdego = € R".
Dla dowolnego ¢ > 0, musimy pokazaé, ze p({x € R™ : T'f(x) > 26}) = 0.

Wybieramy dowolne y > 0. Z pomocniczego twierdzenia wiemy, ze dla dowol-
nie zadanego £ > 0 istnieje g € C.(R™), takie ze ||f — g||1 < . Dla ulatwienia
wprowadzamy oznaczanie h = f — g.

Dla funkcji ciaglej g, wiemy, ze T,.g jest pusty, wiec miary 0. Mamy 7, f = T,.h
i miare tego ostatniego szacujemy

1

(Tr‘h)(x) S /L(Kr)

/K(m|h(y)\ du(y) + |h(z)| (3.13)

to wtedy
Th < M,(h) + |h(z)|. (3.14)
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W konsekwencji, jesli
J )
Fs={z: M,(h)(x) > 5} oraz Gs = {x : |h(z)| > 5},
wtedy {z € R": T'f(x) > 20} C (Fs UGs).

Z nieréwnosci Czebyszewa oraz wlasnosci funkcji maksymalnej, szacujemy mia-
ry tych zbiorow, u(Gs) < 3[|h||1 oraz ze stabego oszacowania dla funkcji maksy-
malnej p(F3) < £|h||1. C jest stala z twierdzenie 3.3. Funkcja g byla dobrana
tak aby ||f — g|| < e, gdzie h = f — g. Wnioskujemy, wiec ze

p({z € R" : Tf(z) > 20}) < ¢,

5 E.

S| =

Skoro wybralismy ¢ dowolnie mate otrzymujemy 7'f = 0, co konczy dowdd.
|

Gdy n = 1, to twierdzenia daje istnienie prawie wszedzie tzw. pochodnej sy-
metrycznej z funkcji ®(z) := [ f(t)dt, gdy f € L'[a,b]. 1-wymiarowym odpo-
wiednikiem kuli jest tu przedzial [z — r,z + 7], a érednia catkowa z f po tym
przedziale, to dokltadnie w. Granicg przy r — 0 jest wlasnie tak
zwana pochodna symetryczna z f. Biorgc kule zawierajace x, ale niekoniecz-
nie o $rodku w x, mamy do dyspozycji przedzialy [z,z + r|, co daje zwykle
pochodne. Funkcja maksymalna niescentrowana przedstawiona w definicji 4.2
daje wtasdnie takie oszacowania.

Definicja 3.4

Funkcja f : [a,b] — R jest absolutnie ciagla, jesli dla dowolnego & > 0 istnieje
d > 0 takie, ze Y-;|f(d;) — f(c;)| < e dla kazdej roztacznej rodziny przedziatéw
(ciyd;) C [a,b] o tacznej dtugosci Y;|d; — ¢;| < d. Rodziny przedzialéw moga
by¢ zarowno skonczone jak i przeliczalne.

3.5 Lemat o funkcji absolutnie cigglej

Jesli funkcja absolutnie ciagla f : [a,b] — R ma pochodna f’ réwna zero prawie
wszedzie, to funkcja ta jest stata.

Dowdd:

Ustalamy punkt ¢ € [a,b]. Naszym celem jest udowodnienie, ze f(c) = f(a)
co z dowolnosci wyboru ¢ pokaze, ze rozwazana funkcja jest stata na calym
przedziale.
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Istnieje 6 > 0 ,taka ze
D) = fla)| <e
i=1

dla kazdego skoniczonego zbioru parami roztacznych pod przedziatow {[z;, v;| C [a, b] :
i=1,...,n} takich, ze

n

Z(yi —x;) < 0.

i=1

Wiemy to z zatozenia o absolutnej ciaglosci funkcji f.

Definiujemy zbior A := {z € [a,c] : f'(z) = 0}. Jest to zbiér pelnej mia-
ry, wynika to wprost z zalozen lematu. Kazdemu x € A odpowiada pewien

przedzial [a,,c,] C [a,c] o dowolnie malej dtugosci taki, ze x € |a,, c,] oraz

|[f(ex) = flaz)] < elce — aq).

Wtedy zbiér {[a,,c.] : = € A} jest pokryciem zbioru A w sensie Vitaliego.
Wtasnie w tym momencie dowodu stosujemy twierdzenie Vitaliego.

Z twierdzenia Vitaliego o pokryciu wiemy, ze istnieje podzbiér

{lai,¢i] - i=1,...,n} parami roztacznych przedzialow takich, ze

p(A N\ Q[ai’CiD < 0.

Skoro p([a,c] \ A) =0, to mamy

Bez straty ogolnosci zaktadamy, ze

A=< <SS ..., <S¢, < Apyp = C
Niech (z1,y1) := (co,a1), (x2,92) := (c1,a2), .-, (Tna1,Yns1) := (Cny Qpy1).
Wtedy
n+1 n

Z(yl - xz) = M([G,C] \ U[ai,ci]) < 0.

i=1 =1

Co z kolei implikuje

F©)—f(a)] < 7_21rf<yi>—f<xi>ré\f(ci)—f(ai)\ < et elea) < e(lhe1).

i=1

Przechodzac do granicy, € — 0 otrzymujemy teze lematu.
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3.6 Zastosowanie

Lemat oraz jego dowodd zostatl wyszczegdlniony w tej pracy, poniewaz jest bar-
dzo przydatny w dowodzie uogolnienia wzoru Newtona-Leibniza dla f abso-
lutnie ciaglej. Dla ®(z) = [/ f'(t)dt z twierdzenia 3.4.2 o punktach Lebesgue’a
wynika, ze & = f’ prawie wszedzie, a skoro ® jest absolutnie ciagla, to f — ®
jest stala, z czego wynika réownanie f(x) = ®(x) + C. To dla x = a daje
®(a) = 0 oraz znajomy wzor f(b) — f(a) = [ f'(t)dt, jak wiadomo majacy
wielkie znaczenie dla analizy matematycznej.
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