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Wstep

Ta praca licencjacka poswiecona jest mierze Hausdorffa, istotnemu narzedziu
matematycznemu w analizie przestrzeni metrycznych i geometrii fraktalnej. Miara
ta znajduje zastosowanie w r6znych dziedzinach, takich jak topologia, analiza obrazu
czy geografia. Celem pracy jest zaprezentowanie definicji miary Hausdorffa oraz jej
najwazniejszych wlasnosci.

Praca sktada sie z pieciu rozdziatéw. W rozdziale pierwszym wprowadzamy pod-
stawowe pojecia, takie jak definicja sigma-ciata, miary czy topologii, ktore stanowia
podstawe rozwazan zwiazanych z tym tematem. Omawiamy réwniez koncepcje zwia-
zane z przestrzeniami metrycznymi oraz zbiorami domknietymi i otwartymi.

Rozdziatl drugi poswiecony jest definicji miary Hausdorffa oraz jej intuicyjnego
znaczenia. Omowimy w nim réwniez jedno z najwazniejszych twierdzen dotyczacych
tej miary.

W trzecim rozdziale skupiamy si¢ na analizie wymiaru Hausdorffa. Definiujemy
wymiar Hausdorffa zbioru oraz omawiamy jego najwazniejsze wtasnosci.

Rozdzial czwarty poswiecony jest analizie wtasnosci miary Hausdorffa. Skupiamy
siec na charakterystycznych cechach tej miary, takich jak niezmienniczo$¢ wzgle-
dem przeksztalcen i jednorodnos¢ s-tego stopnia. Omawiamy réwniez zwiazek miary
Hausdorffa z miarg liczaca.

W piatym rozdziale skupimy sie na analizie wymiaru Hausdorffa zbioru Cantora.
Przedstawiamy definicje zbioru Cantora oraz przeprowadzamy obliczenia dotyczace
jego wymiaru.

1 Wiadomosci wstepne

Ten rozdzial poswiecimy na przytoczenie i oméwienie podstawowych definicji, ktore
przydadza sie¢ nam w pdzniejszej czesci pracy.

Na poczatku warto zaznaczy¢, ze w catej pracy przyjmujemy ze zbiér przeliczalny
to zbior réwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych.

Definicja 1.1 W przestrzeni euklidesowej (X,d) Srednice zbioru C nazywamy

diam(C) = sup{d(z,y); z,y € C}. (1.1)

Definicja 1.2 (przestrzen topologiczna) Zbior X z rodzing T podzbiorow X spet-
niajgcq nastepujgce warunki:

1. Zbior X oraz zbior pusty nalezy do T
Xer,ber

2. Czes¢ wspdlna dowolnych dwdch zbiorow nalezgcych do T takze nalezy do T
VA, BeT: ANBerT



3. Suma dowolnej, nawet nieprzeliczalnej liczby zbioréow nalezgcych do T takze
nalezy do T

nazywamy przestrzeniq topologiczng, a samo T nazywamy topologig. Kazdy zbior
nalezgcy do rodziny T bedziemy nazywac zbiorem otwartym natomiast zbiorem do-
mknietym nazywamy zbior ktorego dopetnienie jest zbiorem otwartym.

Definicja 1.3
Topologia euklidesowa generowana jest przez rodzine kul wglgdem metryki eukli-
desowe;.

Definicja 1.4 Pokryciem zbioru Y zawartego w przestrzeni X nazywamy rodzine
zbiorow (Us)ses takq, Ze Y jest zawarty w sumie elementéw tej rodziny to znaczy
Y - (US)SES'

Definicja 1.5 Niech X bedzie ustalona przestrzeniq. Rodzine I zbioréow z X nazy-
wamy o-ciatem tej przestrzeni jezeli:

1. 0ed
2.VAeF = X\AeTF

3. VA, Ay, ..., A, €F = UAiES", 1 €N

=1

Pierwszy warunek oznacza, zZe zbor pusty nalezy do F. Drugi warunek oznacza, Ze
dopetnienie kazdego zbioru nalezgcego do F rowniez nalezy do F ,a trzeci warunek
oznacza, ze przeliczalna suma zbiorow nalezgcych do F tez nalezy do F.

Definicja 1.6
Zbiér borelowski jest to najmniejsze o-ciato zawierajgce wszystkie zbiory otwarte.

Zbiorami mierzalnymi bedziemy nazywaé¢ wszystkie zbiory nalezace do danego
o-ciala (sigma-ciala).



Definicja 1.7 Niech X bedzie przestrzeniq, zbiory Ai, As,... € X tworzq rodzine
parami roztgcznych zbiorow w X gdy:

A4 Vj§£i3 44im*4j::® ) Lj ez

Oznacza to nic innego jak to, ze dla dowolnych dwoch zbiorow ich czesé wspdlna jest
pusta.

Nastepnie zdefiniujemy miare jako funkcje w przestrzeni mierzalnej to znaczy na
parze (£, F) gdzie Q) to przestrzen, a F to sigma cialo okreslone na €.

Definicja 1.8 (definicja miary) Niech JF bedzie sigma cialem okreslonym na prze-
strzeni 2.
Funkcje p : F — [0; 00| nazywamy miarg gdy spelnione sq nastepujgce warunki:

1. u(0) =0

D ucQ 4) = iuw) ;

jezeli zbiory Ay, As, .. € F sq parami rozlgczne.

Definicja 1.9 Miara zewnetrzna na zbiorze §2 , to funkcja nieujemna
w2 2% — [0, +o0] taka, ze:

1 (@) =0

2. monotoniczna: A C B C Q = u(B) (czyli monotoniczna)

o0 [ee]

3. przeliczalnie subaddytywna: p*(| ) Ay) < D p*(An)
n=1 n=1

Definicja 1.10 Niech pu: F — [0, 00] bedzie miarg na Q. Mowimy, Ze p jest:
1. probabilistyczna, gdy p(Q2) =1
2. p jest o-skoriczona, (odp. skoticzona), gdy istniejg zbiory Q, € F takie, Ze
Q= fj Q, oraz pu(S2,) < oo (odpowiednio, gdy p(S2) < co)
n=1



3. Miarg liczacg nazywamy takg miare, Ze Yo € Q u({x}) = 1. Czyli gdy p
podaje ilosé elementow zbioru A C Q w przypadku zbioréw skonczonych, zas
ma warto$¢é +o0o w przeciwnym przypadku

Teraz zdefiniujmy bardzo istotng wtasnos¢ miary jaka jest ciaglto$¢ miary z gory i z
dotu.

Wtasno$é 1.1 Niech (Q,F, p) bedzie przestrzeniq z miarq, gdzie F to sigma-ciato
okreslone na 2 i Ay, Ay, .. € F bedzie ciggiem elementow w F wtedy:

1. gdy dla kazdego i € N zachodzi A; C A;1q, to

i( G A) = lim pu(A;)

i=1

2. gdy dla kaZdego i € N zachodzi A1 C A; oraz p(Ay) < oo, to

M( ﬁ Ai) = lim p(A;)

. 1—00
=1

Wtasnosé 1. nazywamy cigglosciqg z dotu, a wiasnos$é 2. ciggloscig z gory danej
miary.



2 Miara Hausdorffa

W tym rozdziale zajmiemy sie konstrukcja miary Hausdorffa i zbadaniem jej pod-
stawowych wtasnosci.

Zaczniemy od konstrukeji miar zewnetrznych Hj, gdzie 0 < 6 < +00, by nastep-
nie zastosowac konstrukcje Caratheodory’ego dla miary zewnetrznej
He = 61ir51+ J5, aby wyodrebni¢ zbiory mierzalne. W tym przypadku beda to miedzy

innymi wszystkie zbiory borelowskie.

W przestrzeni R™ niech d(P, Q) oznacza odlegtosé euklidesowa punktow P, Q)
za$ diam(C')* -$rednice zbioru C' C R™ podniesong do s-tej potegi, czyli kres gorny
wartosci d(P, Q), gdzie P, Q) € C. Odlegtosé¢ zbioréw A, B C R™ definiujemy jako:

d(A,B) :=inf{d(P,Q): P€ A, Q€ B}.
Gdy A = {P}, to zamiast d({ P}, B) bedziemy pisa¢ d(P, B), lub dist(P, B).

Niech 0<s< oo oraz A C R" Dla kazdej o takiej, ze 0 < § < oo,
zdefiniujmy:

H;(A) = inf { > diam(Cy)* . A e |JC;, diam(C;) <4, C; € ]R"} (2.1)
J J

Konstrukcja tej funkcji to tak naprawde znalezienie wszystkich pokryé¢ zbioru A
zbiorami, ktérych $rednice sg silnie mniejsze niz ¢ oraz wziecie infimum (najwieksza
z minorant) z sumy podniesionych do s-tej potegi srednic zbioréw pokrywajacych.

Definicja 2.1 s-wymiarowq miare Hausdorffa definiujemy jako:

zatem intuicja podpowiada nam, ze bierzemy pokrycie zbioru A zbiorami o $redni-
cach bardzo matych.

Aby zbada¢ najistotniejsze wlasnoéci miary Hausdorffa bedziemy potrzebowali twier-
dzenia o regularnosci wewnetrznej miary.

Twierdzenie 2.1 Jezeli (2, F, u) bedzie przestrzeniq z miarg, w ktorej zbiory ogra-
niczone majg miare skonczong, to miara p jest reqularna. Czyli kazdy zbior borelow-
ski A spetnia warunek:

Vesodrg : FCACG, p(G\F) <e, gdzie F — domkniety, G — otwarty (2.2)

Dowdéd. Dowdd polega na wykazaniu dwoch wiasnosci:



1. Rodzina M zbioréw A spetniajacych ten warunek 2.2 zawiera wszystkie zbiory
domkniete.

2. Rodzina M jest o-algebra.

Wykazemy to dla miar skonczonych.
Wtedy dla A = F zbiory:

Gy :={x € Q:dist(zx,F) < ]1€}

sa otwarte, stanowia ciag malejacy, o przecieciu rownym F. Ciag zbioréw Gy \ F
maleje do zbioru pustego i z ciaglosci miary, u(Gy \ F') zmierza do zera. Zatem dla
dowolnego ¢ dobierzemy dostatecznie duze k takie, ze u(Gy \ F') < €. To dowodzi
wtasnosci 1.
Aby udowodni¢ warunek 2 musimy udowodnié¢ wszystkie 3 warunki z definicji 1.5:
1. Zbiér pusty i €2 sa otwarto-domkniete, wiec F' i G réwne A w tym przypadku
spetniaja warunek.
2. Dopetnienie zbioru A spetniajacego 2.2 tez speklia 2.2; majac F,G dobrane
dla A, tworzymy ich dopetnienia:

(Q\G) C(2\A) C(Q\ F)

Roéznica skrajnych zbioréw jest taka sama jak (G '\ A), wiec ma miare mniejsza niz
e. Rodzina M jest wiec zamknieta na dopetnienia.

3. Pozostaje nam udowodnic¢:

Vo: A, e M = [JA, €M

Dobieramy dla A,, podzbiory domkniete F}, i nadzbiory otwarte (5,, tak, by

u(Go \ Fu) < o (2.3)

Dla Fy .= UFn, G = U G, mamy

G\ Fyc UG\ F,)

Dzieki przeliczalnej subaddytywnosci odnoszac sie do 2.3 dostajemy
G\ Fy) <e

tyle, ze Fy nie musi by¢ domkniety. Dzieki ciagtosci miary p, Fy mozna zastapic¢
przez jego domkniety podzbior F' := Fy U Fy U --- U Fy, dla k dostatecznie duzego,
co daje nam

p(G\ F) < 2¢

co z dowolnosci € konczy dowdéd. m



Twierdzenie 2.2
Dodatkowo w przestrzeni R mozna uzyskaé zwartosé takiego F.

Dowdd. Rzeczywiscie, domkniete podzbiory ograniczone sa tu zwarte, zbiér F' jest
wiec sumag ciggu rosnacego zbioréw zwartych

F, = Fn{x:|z|| <n}

ktérych miary zmierzaja do miary F, za$ ze skoficzonosci miary p, miary u(G \ F),)
zmierzaja do p(G \ F) i dla pewnego n sa mniejsze niz . ®

Twierdzenie 2.3 H® jest miarg zewnetrzng, dla ktorej wszystkie zbiory borelow-
skie sq mierzalne. Zawezenie jej do tego sigma-ciata jest wiec miarg borelowskq.
Ponadto ta miara zewnetrzna jest reqularna zewnetrznie (czyli wzgledem otwartych
nadzbioréw):

ACR"= H(A) =inf{H*(G) : A C G, G-otwarty}
oraz wewnetrznie reqularna wzgledem zwartych podzbiorow dowolnego zbioru otwar-
tego G C R":
H(G) = sup{}CS(K) . KcdaG zwarty}
Ponadto gdy A jest zbiorem mierzalnym i H*(A) < oo, oraz e > 0, to istnieje zwarty
podzbior K C A taki, ze H*(A\ K) < e.

Dowéd. Dla utatwienia podzielimy ten dowdd na 3 etapy.
Etap 1.

Udowodnimy, ze H3 i H?® to miary zewnetrzne.

Jak ) C {x}

dla kazdego z € R diam({z}) = 0, zatem dla kazdej § > 0

H;(0) =0
skoro zachodzi dla kazdej delty to w szczegdlnosci
H* (D) =0

Nastepnie wezmy A C U A;, chcemy pokazaé, ze
J
3G(A) < 3 9G(A) (2.4

Jj=0

Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze Hj(A;) < oo.

Z definicji infimum dla dowolnego, ¢ > 0 istniejg zbiory C,Z, spetniajace
A; clJCl) i diam(CY) < 6 takie, ze zachodzi nieréwnosé:
k

T(A,) + 23] >3 diam(CY)
k



zatem

STHE(A) +e =3 diam(CL) =Y diam(CY) > HG(A)
J Jj k Jk
Ostatnia nieréwnogé wynika z faktu, ze A C | JCY
gk
przy € — 0 otrzymujemy nier6wnosé (2.1),

nastepnie podstawiajac § — 07 otrzymujemy:

<2 IC(4)
j=0

Krok 2

Bedziemy chcieli udowodnié, ze H* jest miara borelowska (czyli, zbiory borelowskie
sa mierzalne, a zawezenie H® do ich o-ciata jest miara).

Zatem niech A, B C R", d(A, B) = dp > 0 chcemy pokazaé, ze

H (AU B) = H*(A) + H*(B) (2.5)
oczywiscie z przeliczalnej subaddytywnosci zachodzi

H (AU B) < H*(A) + H*(B)
zatem zostaje udowodnié¢ nieréwnos¢ w druga strone.

Niech C} bedzie rodzing zbioréw pokrywajacych AU B ze Srednicami diam(C;) <
§<
Kazde C; moze przecig¢ A lub B ale nie moze przecig¢ obu na raz, poniewaz $rednica
C; jest mniejsza niz odlegto$¢ miedzy tymi zbiorami (§ < %0). Zatem rodzine C}
mozna podzieli¢ na dwie klasy C% oraz C] takie, ze A C U Cii B CU;Cf. Wtedy
J

Z diam(C' Z diam(C5)" + Z diam(C})* > H5(A) + H;5(B) (2.6)

Ostatnia nieréwnos¢ wnika z 2.1, gdyz JH§ to jest infimum tych sum.
Biorac infimum po wszystkich C'], wnioskujemy, ze dla kazdej ¢ € (0; 50)

H;(AU B) > H5(A) + H;5(B) (2.7)

Przyjmujac 6 — 07 otrzymujemy réwnosé 2.5.

Krok 3

Udowodnimy zewnetrzng regularno$¢. Wynika ona stad, ze gdy dla zbioru £ C R"
oraz dla € > 0 zdefiniujemy otoczke:

Ef:={PeR":d(P,E) <c¢}.

Poniewaz z nieréwnosci tréjkata tatwo wynika ciggtosé d( P, F'), jako funkcji zmiennej
P (spelia ona warunek Lipschitza za stala 1), wiec zbiory E° sa otwarte. Réwniez
z nieréwnosci trojkata ich érednica jest nie wieksza, niz diam(F) + 2. Z ciaglosci



funkcji [0, M] > t — t° wynika, ze dla dostatecznie matych € réwniez réznica miedzy
srednicami zbiorow podniesionych do s-tej potegi C' oraz C¢ bedzie dowolnie mata.

W przypadku, gdy H*(A) = +oo, za G mozna wzia¢ dowolny otwarty nadzbiér
zbioru A. W przeciwnym przypadku H?*(A) dla § > 0 dostatecznie matego rézni sie
od H3(A) o mniej, niz 5. Dla pewnych zbioréw C; o $rednicach mierniejszych niz
0 , pokrywajacych A zachodz1

Hi(A > (diam(C
j

Przy dostatecznie matym e; > 0 bedzie (diam(C;’))* < (diam(Cy))* + 7, suma
ostatnich utamkow nie przekroczy % Wowczas:

H;(A)+ — > Z(diam(()’jj))s

J

> o

Wrtedy dla zbioru otwartego Gy := U; C’;:j zawierajacego A, mamy nastepujacy ciag
nieréwnosci: 5 )
IO(A) > 9G(A) > H(Ge) — 7 > H3s(B) — -

gdzie B := () Gy. Biorac granice przy § — 07, k — oo, otrzymamy H*(A) >

k=1
n

H?*(B). Ciag malejacy zbioréw otwartych ﬂ (G}, o miarach skonczonych ma prze-
k=1
ciecie G, wiec z ciaglosci miary, dla n — oo miary H*(() Gx) przyblizaja miare

k=1
n

H*(B) = H*(A). Ponadto zbiory (| Gk sa otwarte i zawieraja zbiér A, co koriczy
k=1
dowodd zewnetrznej regularnosci.

7 ciggltosci miar od dotu, poniewaz ”wewnetrzne otoczki”

K; ={x € G : dist(x,G") > 1/j, |x| < j} sa zbiorami zawartymi w G i rosna
gdy 7 — 00, o sumie réwnej GG, wynika stad wewnetrzna regularnosé¢ na zbiorach
otwartych G.

Gdy A jest borelowski, o mierze skonczonej, mozemy rozwazy¢ zawezenie miary
H* do tego zbioru, czyli miare u(E) := H*(A N E), ktéra jest juz skoniczong miarg
borelowska w R™ i dla niej zastosowa¢ twierdzenie o regularnosci wewnetrznej tego
typu miar. =
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3 Wymiar Hausdorffa zbioru

W tym rozdziale zajmiemy si¢ konstrukcja wymiaru Hausdorffa. Lecz zanim to zro-
bimy, musimy udowodni¢ trzy twierdzenia niezbedne do wytlumaczenia czym jest
6w wymiar. Pamietajmy, ze wciaz bedziemy w przestrzeni R" ze zwykta metryka
euklidesowa.

Twierdzenie 3.1 WeZmy dowolny zbior A C R"™, szczegolng uwage zwréémy na n
czyli wymiar przestrzeni, w ktorej sie poruszamy.

Vs>n H(A)=0

Dowdéd. Wezmy kostke jednostkowa (kostka o boku 1) @@ C R™ o wymiarze n. Kostke
ta mozemy podzieli¢ na podkostki ); o bokach réwnych %, gdzie k € R. Istnieje k"
takich matych kostek o $rednicach % Pamietajac, ze s > n suma Srednic tych
kostek podniesiona do s-tej potegi jest réwna:

S diom(@,)° = (M) = v

ks—n

Zatem teraz mozemy oszacowaé funkcje (2.1) przy pomocy , ktérej skonstruowalismy
miare Hausdorffa w sposéb nastepujacy:

0< 94 (Q) < X diam(Q,) = (V) 1

ks—n

Pierwsza nieréwno$¢ wynika z definicji miary zewnetrznej jako funkcji o nieujemnych

wartosciach (F(%; jest miarg zewnetrzna patrz etap 1 dowodu twierdzenia 2.3), a
k

druga nieréwnos¢ wynika z definicji infimum.

Przy k — oo nasza funkcja pomocnicza H°/; (@) zamienia si¢ na miar¢ Hausdorffa

k
H*, a nasza suma Srednic réwna (/n)*== dazy do 0 (bo s —n > 0). Zatem z
twierdzenia o 3 ciggach

0<H(Q) <0 = H(Q) =0

Udowodnilismy, w takim razie ze dla kazdego s wiekszego niz wymiar przestrzeni
miara Hausdorffa kostki jednostkowej jest réwna 0. Cala przestrzen R™ mozemy ”wy-
peti¢”’ przeliczalng iloscig takich kostek to znaczy oznaczajac K; kostke jednostkowa
mamy:

E@n:: LJl(i
Co z przeliczalnej addytywnosci miary (1.8 podpunkt 2.) H*® oznacza, ze:
H(R") =0 Vs>n

Ostatnia réwnos$¢ konczy dowod poniewaz z definicji miary (1.8) wiemy, ze jest
monotoniczna co daje nam teze dla kazdego A C R".
]

Teraz odméwimy i udowodnimy kluczowe twierdzenie do zdefiniowania wymiaru
Hausdorffa zbioru.
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Twierdzenie 3.2 WeZmy dowolny zbior A C R™, taki ze H*(A) < oo dla pewnego
s € [0; 00) wtedy:
Vt>s HUA) =0

Aby udowodni¢ to twierdzenie na poczatku zrobimy przygotowanie, a pozniej przej-
dziemy do meritum tego dowodu.

Dowéd. Poniewaz H?®(A) jest skoniczony dla kazdej § > 0, to istnieje przeliczalne

pokrycie zbioru A zbiorami o érednicach mniejszych niz d. To pokrycie oznaczymy

{C;}. Wprowadzajac matematyczne oznaczenia mamy A C | JC}, gdzie diam(C;) <
J

0, dla kazdego j € N. Korzystajac z definicji infimum mamy nastepujaca nierownosc:

Z diam(C;)* < H*(A) + 1 (3.1)

Teraz rozpisujac $rednice pojedynczego zbioru C; poniesiong do s-tej potegi mamy:
diam(C;)* = diam(C;)'diam(C;)*~" > diam(C;)'6*~*
Ostatnia nieréwnos¢ wynika z tego, ze diam(C;) < dis—1t <O0.
Dzielac obie strony ostatniej nieréwnosci przez diam(C;)" i potegujac do potegi -1
otrzymujemy:
diam(C;)"° < §° (3.2)

Nastepnie rozpisujac z wtasnosci poteg i korzystajac z nieréwnosci 3.2 mamy osza-
cowanie:

Z diam(C Z diam(C;)'*diam(C Z 6" diam/(C;)° = 6'° Y diam(C;)*
J

(3.3)

Przechodzac do meritum tego dowodu wezmy nastepujacy ciag nierownosci:
Zdzam Zdzam Vediam(C;)'° < (3.4)
< 5t *> diam(Cy)* < (3.5)

J

< OTHHE(A) + 1) (3.6)

Pierwsza nieréwnos¢ wynika w prost z definicji infimum, za$ nieréwnos¢ z wzoru
3.4 do 3.5 wynika z nier6wnosci 3.3. Analizujac dalej ten cigg nieréwnosci przejscie
z wzoru 3.5 do 3.6 jest konsekwencja nieréwnosci 3.1. Biorac skrajne wyrazenia to
Znaczy

HE(A) < O5(H(A) + 1)
przy 0 — 0 otrzymujemy
H'(A) =0
co konczy dowdd.

Twierdzenie 3.3 WeZmy dowolny zbior A C R", taki ze H*(A) € (0;00] dla pew-
nego s € [0;00) wtedy:
Vt<s: H'Y(A)=o0
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Tego twierdzenia nie bedziemy udowadnia¢ poniewaz wynika ono z twierdzenia 3.2.
Doktadniej, jest ono kontrapozycja twierdzenia 3.2

Majac wszystkie 3 twierdzenia udowodnione w tym rozdziale mozna zdefiniowaé
wymiar Hausdorffa zbioru.

7 twierdzenia 3.1 wiemy ze dla kazdego zbioru A C R" dla kazdego s > n miara
Hausdorffa zbioru A jest réwna 0 (H*(A) = 0). Przechodzac s-em po liczbach od 0
do n natrafimy na takie sq, ze

Vs > sy HH(A) =0

jednoczesnie

Vs <sg H(A) =00

Co wiemy odpowiednio z twierdzen 3.2 1 3.1. W naturalny spos6b punkt ten mozemy
scharakteryzowaé jako:
sp =1inf{s: H*(A) =0}

I wtasnie ten punkt sy nazywac¢ bedziemy wymiarem Hausdorffa zbioru A.
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4 Wtlasnosci Miary Hausdorffa

W tym rozdziale zajmiemy si¢ podstawowymi wlasno$ciami miary Hausdorffa. Pierw-
sze dwa twierdzenia beda oczywiste, jednakze bardzo wazne dlatego je przytoczymy.

Pierwszg z nich nie bedzie wymagata nawet formalnego ani technicznego dowodu.

Twierdzenie 4.1
Niech A C R™, T- przesuniecie euklidesowe

T(TA) = H(A) (4.1)

Jest to oczywista wlasnosé, poniewaz wida¢, we wzorze 2.3 ze miara Hausdorffa
jest niezmiennicza wzgledem przesuni¢c¢, bo Srednice zbiorow przesunictych sg takie
same, a pokrycie zbioru dla zbioru przesunietego jest przesunietym pokryciem.

Nastepna wtasnos¢ bedzie rownie prosta i oczywista
Twierdzenie 4.2 WeZmy dowolny zbior A C R™ oraz A € R, takqg Ze A > 0 wtedy:
HI(AA) = N*H*(A) (4.2)

Dowéd.
Mozemy pokry¢ zbior (AA) zbiorami (AC;). Pamietajac, ze:

> diam(A\C))* = XY diam(C))
J J
otrzymujemy nastepujace réwnosci:
H5(NA) = inf { > diam(AC;)* . AA € |JAC;, diam(M\C;) < A, Cj € R”} =
J J

J

= NFH5(A)

= inf {)\S Zdzam(C])s . A€ UC]', dmm(C]) < 0, Cj € Rn} =
j J

przy 6 — 07 wszystkie réwnosci sie zachowuja co koriczy dowdd. m

Przy nastepnej wlasnosci odwotamy sie definicji miary liczacej (1.10). Okazuje
sie ze miara Hausdorffa dla s = 0 bedzie wtasnie zachowywac si¢ jak miara liczaca.
Zatem sformutujmy twierdzenie i przeanalizujmy prosty dowod.

Twierdzenie 4.3
Mira Hausdorffa H?® dla s =0 jest miarg liczgcg w przestrzeni R™

Dowéd. dowdd podzielimy na dwa przypadki, pierwszym bedzie zbior o skonczone;j
liczbie elementéw, a w drugim przypadku bedziemy rozwazaé zbiory o nieskonczonej
liczbie elementow.
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1. Zatézmy, ze zbior A ma n elementéow oznaczmy je v; ...v,. Niech zbiér D
sktada sie z wszystkich odlegtoéci miedzy parami réznych elementéw z A,
wtedy zbor D jest skonczony, czyli posiada element najmniejszy m > 0 (jako
odlegto$¢ miedzy elementami). H3(A) (s = 0) przyjmuje wartoéci co najmniej
n dla delt mniejszych od 7. Wynika to z tego, ze kazdy element jest pokry-
wany roznymi zbiorami z pokrycia. Z drugiej strony rodzina kul o $rodkach
w elementach z A i promieniach ¢ < % jest pokryciem zbioru A, co oznacza,
ze HY(A) < n . Zatem dla wszystkich § < 2 zachodzi HJ(A) = n, czyli
zbiegajac z delta do 01, dostajemy teze.

2. W przypadku zbioru nieskonczonego A rozwazmy skoniczony podzbiér B o
licznosci k.

HO(A) > HO(B) = k

z monotonicznosci miary.
7Z dowolnoéci k wynika, ze H°(A) = oo

Do nastepnego twierdzenia bedzie nam potrzebna Wtasnos¢ Holdera.

Definicja 4.1 Niech f : I — R bedzie funkcja, do ktorej istniejg state L > 0 oraz
a € (0;1] takie, Ze:
|f(x) = f(y)| < Llz —y|*

Wtedy méowimy ze funkcja f spetnia warunek Holdera ze stalg réowng L i wyktadni-
kiem . Gdy o = 1, warunek ten nazywamy warunkiem Lipschitza.

Twierdzenie 4.4 Niech f : A C R — R™ bedzie funkcjq spetniajgca warunek
Lipschitza lub Holdera mamy nastepujgcg wiasnosé:

FE(f(A)) < M35 (A)

Dowé6d. Wezmy A C | JCj, diam(C;) < 6 takie, ze spetiony jest warunek
J
H(A) +e > diam(C}) (4.3)
J

z warunku Holdera mamy:
diam(f(C;)) < Mdiam(C;)*

wtedy

idiam(f(C’j))é < diam/(C})

@

nastepnie korzystajac z 4.3, otrzymujemy

H(A)+e>

1 , s
vt 2 diam((C;):
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jako, ze f(A) C |J f(C;) i diam(f(C))) < p := M4§*, mamy nastepujaca nier6wnosé:
J

M= (H(A) + ) > K5 (f(A))

Przy 6 — 0% nasze p — 07, co daje nam teze. m
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5 Miara Hausdorffa zbioru Cantora

Celem tego rozdziatu bedzie policzenie miary Hausdorffa zbioru Cantora, ale zanim
to zrobimy, potrzebujemy zdefiniowaé kilka podstawowych poje¢ takich jak zbior
Cantora czy funkcja Cantora.

Definicja 5.1

Zbior Cantora to podzbidr jednostkowego odcinka (odcinka o diugosci 1) powstaly
poprzez dokonanie:

1. podziatu odcinka na 3 rowne czesci
2. usuniecie Srodkowej czeSci
3. powtorzenie procedury dla powstatych tak odcinkow

Zbior Cantora to zbior stworzony, poprzez przeciecie powstatych tak odcinkow przy
nieskonczeniu wielu powtorzeniach tej procedury.

Krok 0. I

Krok 1. ___ I
Krok 2: — R o
frokz 0 W M '“ - - C
krok#NR'AR A0 NE i 1

i i1 i (NI

Rysunek 1: Zbiér Cantora

Dalej pokazemy konstrukcje iteracyjng funkcji Cantora. Bedzie nam ona potrzebna
przy badaniu miary Hausdorffa zbioru Cantora

Definicja 5.2 (Funkcja Cantora)

Zdefiniugmy ciqg funkcji {c,} na przedziale jednostkowym.

Niech co(x) = x

Nastepnie dla kazdego naturalnego n > 0, bedziemy definiowaé kolejng funkcje c,1q
przy pomocy ¢, w nastepujocy sposob:

5¢n(32) gdy 0<z<

W=

<

8

gy 3<x<3

N =

Crt1(T) =
s+ic(Br—2) gdy :<z<1

Granicg jednostajng c(x) takiego, ciggu funkcyjnego jest wilasnie funkcja Cantora.
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Rysunek 2: Funkcja Cantora

Ta konstrukcje dobrze obrazuje powyzszy rysunek.
Po tych przygotowaniach mozemy ptynnie przejs¢ do najwazniejszej czesci tego roz-
dziatu, to znaczy do nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 5.1

Wymiarem Hausdorffa zbioru Cantora jest v = %, gdzie In to logarytm naturalny.
[n2
H(C) € (0;1] =3

Dowdéd. Na poczatku zauwazmy, ze C' = ﬂC’n, gdzie kazde C), sktada sie z 2"

1

odcinkéw o dtugosci =. Zatem biorac to pod uwage, otrzymujemy nastepujaca nie-

3n
rOwnos¢: 1 5
HY <Y diam(C)" =2"(=)"=(=)"=1
< Y diam(C) = 2'(3,)7 = ()
Ostatnig réwnosé otrzymaliSmy poprzez wstawienie naszej v = 52—?,} Jest to bardzo

istotny fakt, gdyz moéwi nam on, ze dla tak dobranej v wartos¢ miary Hausdorffa
na zbiorze Cantora jest skonczona. Oznacza to, ze aby dowie$¢, ze tak dobrana
v jest wymiarem zbioru Cantora, wystarczy dowies¢ niezerowos$¢ naszej miary na
tym zbiorze. Zrobimy to dowodzac, ze funkcja Cantora spelnia warunki Holdera i
uzywajac twierdzenia 4.4.

Zgodnie z definicja 5.2 mamy, ze funkcjg Cantora jest granica jednostajng wczesniej
zdefiniowanego ciggu funkcyjnego {c,}. Jednoczesénie dla kazdego x mamy:

1
Vaew lena(s) = (@) < 3 (5.1

zatem dla dowolnego [ € N i dowolnego x € R, otrzymujemy nastepujace oszacowa-

nie: .
—n 1 x
la(z) — epl(z)] <D 7 < 3 7 =

Jj=0 J=0
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Z drugiej strony kazde ¢, jest funkcja sklejona z funkeji liniowych (co $wietnie widaé¢

3

5)" co za tym idzie

na rysunku 2) o maksymalnym nachyleniu (

3 n
Vaper lenle) = eali)l < (5) o=y

W rezultacie uzywajac nieréwnosci trojkata i wezesniejszych wnioskow, dostajemy

dla kazdego n € N nastepujacy ciag nieréwnosci:

|e(z) = c()] < len(@) = c(@)] + |en(@) = en(y)] + lenly) = c(y)] <

< 1 n <3>”| I+ 1
So—*tl35) lv— =
2n—1 2 Yy 2n—1

1
= @ =g+ 4

2n
Teraz dla kazdego x,y € [0; 1], mozemy dobraé takie n € N, ze
1 1

nastepnie stosujac proste przeksztalcenia, otrzymujemy
1<3"z—y[ <3

korzystajac z tego oraz ze wzoru (5.5), otrzymujemy

1 .. 7 7
le(z) — ()l < 5 B"le —yl+4) < 57 = o
Z kolei uzywajac 5.7 mamy
1 < 3"z —y
1
3 S |z =yl
Zatem funkcja Cantora c(z) spelnia wszystkie warunki Holdera bo:

1
g Sle—ylm A o) —cly)l < Tlo =yl

(5.2)
(5.3)

(5.4)

(5.5)

Pamietajac, ze ¢(C') = [0;1] i korzystajac z twierdzenia 4.4 finalnie otrzymujemy:

1= H(c(C)) < T7H(C)

(5.9)

Reasumujac udowodnili$my, ze miara Hausdorffa wymiaru ~ jest skonczona i nieze-
rowa zatem na podstawie twierdzenia 3.3 i 3.2 otrzymujemy, ze wymiarem zbioru

Cantora jest v = % |
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