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ROZDZIAL 1

Kraty Banacha

1. Kraty wektorowe

Zmakiem > bedziemy oznaczaé relacje czesciowego porzadku tzn. relacje spetniajaca

nastepujace warunki:

(1) (Refleksywnosé¢) z > x V.

(2) (Antysymetria) z>y, y>or — z=y.

(3) (Tranzytywnosé) z >y, y>z — x> 2.
Oznaczenia:

(1) z<y Ay >

(2) a:>y<d:f>y<a:<d:f>x>y, xFY
Rzeczywista przestrzen wektorowa X nazywamy przestrzenia wektorowa z porzad-
kiem lub przestrzenia liniowa cze$ciowo uporzadkowang (w skrocie l.c.u.), jezeli
jest w niej okreslona relacja czesciowego porzadku > kompatybilna z jej strukturg alge-
braiczng t.j. spetniajaca warunki:

() x>y = z+z2y+2z Ve X.

(b) 2>y, = ax >ay Va>0.

STWIERDZENIE 1.1. Wtedy
(@) r<y = —x>—y.
b)z<y, a<0 = ax > ay.
(c)z>20, a<f = ax < fz.

DOWOD. 2 <y = —y=as—y—zs<y—y—aov=—-x = (a);(a),(2) = (b);
(a),(b) = (). U

Jezeli X lc.au., to zbior Xt :={x € X : z > 0} nazywamy stozkiem dodatnim. Ma on
nastepujace wtasnosci:
i) XT+X+cC X .
(i) aXt Cc Xt Va>0.
(iil) XN (—X*) = {0}.

DowOp. (a) = (i); (b) = (ii); (2) = (iii);. O

Podzbior K rzeczywistej przestrzeni wektorowej X jest stozkiem, jezeli

(j)) K+ K C K.
(jj) aK ¢ K Ya > 0.

(i) K n(=K) ={0}.
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STWIERDZENIE 1.2. Wtedy X z relacjg x <y LN y—x € K jest przestrzenig l.c.u.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

Jezeli K jest stozkiem w X, to Lin K = K — K. Stozek K nazywa si¢ reprodukujacy,
jezeli X = K — K.

STWIERDZENIE 1.3. Stozek K jest reprodukujgcy w X w.t.w., gdy dla dowolnych x,y €
X istnieje z € K takie, Ze z > x i 2z > y.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

DEFINICJA 1.4. L.c.u. przestrzen FE jest krata wektorowa (inaczej przestrzenia
Riesza) jezeli

Ve,ye B JazVy:=sup{z,y}, JzxAy:=inf{z, y}.
DEFINICJA 1.5.
T i=2Vv0, 27 :=(-x)V0, |z|]:=2"+2".
Elementy x,y sa rozlaczne, jezeli |z| A |y| = 0.

WNIOSEK 1.6. Jezeli E jest kratqg wektorowaq, to dla x,y,x1,y1 € E oraz A € R
zachodzi

2) [e] =0 =z =0; |dzf=lz[, |o+yl <|z]+]y],

2| Ayl = 31|z +yl = = —y|)l,

Wzor (1) jest jedyng reprezentacjg x jako rézZnicy dwéch dodatnich roztgcznych
elementow F.

2) Elementy x,y sq rozlgczne wtedy i tylko wtedy, gdy |z +y| = | — y|.

3) r<y <= (2" <y*, y <a7).

4) x rozlgezne zy = |z|V|y| = |z|+ |yl =z +y|, (x+y)" =2t +y .

5) {ZTataca C E, {yslpep C E, v = sup, xo, y = infgys 2 € E = ANz =
sup, (za A 2), yV z =infg(ys V 2).

(2)

B)x+y=xzVy+zAy,

(4) |[r—yl=zVy—aAy,

(5) [z Vy —a1 V| <o =]+ ly —wl,
(6) [x Ay —x1 Ay| < o — 21| + |y — w1
(M aVy=3iz+y+|z—yl).

8) zAy =3z +y—|z—yl),

9) |z V Iyl = 5=+ y| + |z — y]),

10)

11)

Dowo6D. - Cwiczenie. O
STWIERDZENIE 1.7. Elementy ™, x~ sq rozlgezne oraz |x| =z V (—x).

DowOD. Korzystamy ze wzoru zAy = z+ (y— z) A0, ktéry wynika z niezmienniczosci
relacji > wzgledem translacji (a). Stad dla z =27,y = 2" mamy 2" Az” =2~ +2 A0 =
- —(—z)VO=a" —x =0, azatem x¥,z~ sa rozlaczne.
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Korzystajac teraz z punktu (3) poprzedniego wniosku i roztacznosei z, 2~ mamy
|z =2t +a2~ =aTVa +aT Az =atVar =2VOV(—2)V0=2zV(—z) V0. Poniewaz
xV(—z) > xzixzV (—x) > —z, wiec z niezmienniczodci relacji > wzgledem translacji
(a) mamy 2V (—z) —x > 0izV (—z)+ 2 > 0, skad po dodaniu nier6wnosci stronami
otrzymujemy = V (—z) > 0. Zatem |z| = z V (—z). O

DEeriNICJA 1.8. Krata wektorowa jest
e zupelna w sensie Dedekinda (inaczej porzadkowo zupelna) jezeli jej kazdy
niepusty podzbiér ograniczony z goéry ma kres gorny,
e o-zupelna w sensie Dedekinda (inaczej o-porzadkowo zupelna) jezeli jej
kazdy niepusty przeliczalny podzbior ograniczony z géry ma kres gérny.

2. Operatory dodatnie

DEFINICJA 2.1. Operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u.
nazywamny
(1) dodatnim (ozn. T' > 0), gdy Tz > 0 Vo > 0;
(2) Scisle dodatnim, gdy Tz > 0 Va > 0;
(3) regularnym, gdy T jest r6znica dwoch operatoréw dodatnich.

Podzbiér A C X l.c.u. nazywamy porzadkowo ograniczonym, jezeli istniejg x,y €
X takie, ze < a < y dla kazdego a € A.

DEFINICJA 2.2. Operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u.
nazywamy porzadkowo ograniczonym jezeli T(A) jest porzadkowo ograniczony dla
kazdego porzadkowo ograniczonego zbioru A.

L:(X,Y) - przestrzen operatoréw regularnych
Ly (X,Y) - przestrzen operatoréw porzadkowo ograniczonych

STWIERDZENIE 2.3. L£,.(X,Y) C Ly(X,Y).

DEFINICJA 2.4. przestrzen l.c.u. Y nazywamy archimedesows, jezeli dla x € Y
spetniona jest implikacja nx <yVn = z <0.

TWIERDZENIE 2.5. (Kantorowicz) Niech X,Y bedg przestrzeniami l.c.u. i niech T :
Xt — YT bedzie odwzorowaniem addytywnym tzn. T(x +y) = T(x) + T(y) dla z,y €
XT. Jezeli stozek dodatni X jest generujgcy, a'Y jest archimedesowa, to T rozszerza sie
jednoznacznie do operatora dodatniego z X do Y. Oznaczajgc to rozszerzenie przez T,
otrzymujemy:

(2.1) Tx =Tx, — T,
gdzie v = x1—xo jest dowolng reprezentacjq x w postaci roznicy dwoch dodatnich wektorow.

DowOD. Zaobserwujmy, ze jezeli x = x1 — 19 = y; — yo dla 21,29, y1,y2 € X, to
1+ Yo = y1 + T, a wiec z addytywnosci T dostajemy

Ty +Tys =T (21 +y2) =T (y1 + x2) = Tyr + Txs.
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Stad T'wxy —Txy = Ty, — Ty, a wiec T jest dobrze okreslony. Z (2.1) wynika bezposrednio,
ze Tx =Tz > 0dlaz e Xt oraz T(—x) = Tz dlaze X. Nastepnie zweryfikujemy
liniowosé 7.

Dla dowodu addytywnosci T niech z = 21 — x5 oraz Y = y1 — Yo, gdzie x1,29,Y1,Ys €
XT. Wtedy

~ A

T(x+y) =T +y1— (v2+y2) = T(21 + 1) — T2+ y2)
= T.’L"l + Tyl — T$2 — Tyg = (T.fEl — T.Z'Q) -+ (Tyl — Ty2)
= Tx + Ty

Z addytywnosci w szczegdlnosei wynika réwnosé T'(rz) = rT(z) dlar wymiernychiz € X.
Dla homogeniczno$ci T potrzebujemy dwédch wiasnosci:

(i) T jest monotoniczny na X, tzn. zachodzi nastepujaca implikacja 0 < x <y =
Ty <Ty.

(ii) Niech Z bedzie archimedesows przestrzenig l.c.u. i niech z € Z* oraz y € Z.
Niech {a,,} C R oraz oy, — a. Jezeli a,z < y (odp. y < ay,x) dla kazdego n, to
azr <y (odp. y < ax).

Dla dowodu (i) zauwazmy, ze gdy 0 < z < y, to Ty = T(z+(y—=x)) = Te+T(y—x) >
Tx.

Dla dowodu (ii) ustalmy k. Wtedy dla wszystkich dostatecznie duzych n mamy o —
a, < %, a wiec (o —ay)r < %x dla dostatecznie duzych n. Stad axr —y < ar — a,x < %x,
czyli k(ax —y) < = dla kazdego k. Poniewaz X jest archimedesowa, wiec ax —y < 0 czyli
ar < Y.

Niech teraz © € X' i a > 0. Wybierzmy teraz dwa ciagi liczb wymiernych {r,} i {s,}
takie, ze r, T a1 s, | a. Korzystajac z (i) oraz homogenicznosci T dla liczb wymiernych,
dostajemy

roTe =T(r,z) < T(ax) < T(spx) = s, Tx.
Stad, na mocy (ii), a7z < T(az) < aT'x czyli oTx = T(ax).
Na koniec ustalmy oo > 012 = 21 — 29 € X, gdzie x1, 25 € XT. Wtedy

T(ax) = T(oa, — axs) = T(oxy) — Taxs) = a(Txy — Tay) = oTx,
T(—ax) = T(oxs — axy) = T(oas) — T(ax,) = a(Tzy — Tay) = (—a)Tz.
Czyli T jest homogeniczny, a wiec rowniez liniowy. U
LEMAT 2.6. Krata wektorowa porzgdkowo zupeina jest archimedesowa.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

LEMAT 2.7. Jezeli X jest kratqg wektorowq, u,v,y € X oraz 0 <y < u+wv, to istniejg
y1,Y2 € X takie, ze y =y1 +ys oraz 0 < y; < u, 0 <y < v.
DowoOD. Poltézmy vy :=y Au, y2 :=y —y Au. Wtedy 0 < y; < u, 0 < yo oraz
y<u+v = y—v<u

X
0> 0 y—v<y:>y VLSYNU = Yo=Y —YANUKSV
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TWIERDZENIE 2.8. (F. Riesz - Kantorowicz) Jezeli E, F' sq kratami wektorowymi, przy
czym F' jest porzgdkowo zupetna, to L.(E, F) jest porzqdkowo zupelng kratq wektorowq
oraz L.(E, F) = Ly(E, F). Ponadto

(1) Ttz =sup{Ty : 0 <y < z},

(2) Tz =sup{-Ty : 0 <y < z},

(3) |T|z =sup{Ty: —z <y <z}
dlaT € L.(E,F), z € E*.

DowOD. Zdefiniujmy odwzorowanie R : ET — F nastepujaco:

Rx = sup Tv.
0<y<a
Poniewaz F' jest porzadkowo zupetna, a T' porzadkowo ograniczony, wiec R jest dobrze
okreslone. Wykazemy, ze R jest addytywne.

Niech u,v € ET, 0 < y < uil0<z2<v Wtedy 0 < y+ 2z < u+ v, skad Ty +
Tz =T(y+ z) < R(u+ v). Po przejéciu do supreméw po lewej stronie otrzymujemy
Ru + Rv < R(u + v). Aby wykazaé¢ przeciwna nieréwnos¢ zatézmy 0 < y < u + v. Z
lematu (2.7) wynika, ze istnieja 0 < y; < u, 0 < yo < v takie, ze y = y; + y2 oraz
Ty =Ty, + Ty, < Ru+ Rv. Stad R(u+v) < Ru+ Rv, a zatem R(u + v) = Ru + Ruv,
co oznacza, ze R jest addytywne.

Na mocy twierdzenia 2.5 (Kantorowicza) odwzorowanie R posiada jedyne liniowe,
dodatnie rozszerzenie R:E —F. Aby zakonczy¢ dowdd powinnismy wykazaé réwnosé
R=T".

Zauwazmy najpierw, ze Txr < Rx dlaz € Et, a wiec T' < R. WezZmy teraz dowolny
operator Q € L,(E, F) spelniajacy nieréwnosci Q > 01 Q > T. Jezeli x € ET| to dla
kazdego 0 < y < x mamy Ty < Qy < Qz, a wiec Rz = SUPg<y<r 1Y < Qz. Stad Q > R.
Zatem R jest réwny supremum elementéw T i 0 w Ly(E, F). Czyli Tt =T Vv 0 = R.
Wykazaliémy rownoczesnie istnienie w L,(F, F') supremum dowolnego elementu i zera.

Réwnosé (2) wynika z réwnosci T~ = (=T)7F, a réwnosé (3) z (1) i (2). Z istnienia T
i T~ dla kazdego T' € Ly(FE, F') wynika istnienie supremum i infimum dwd6ch dowolnych
elementéw L,(E, F), a zatem Ly(E, F) jest krata wektorowa. Z réwnosci T'= T+ — T~
dla kazdego T' € Ly(E, F') wynika réwno$¢ L, (E, F) = Ly(E, F).

Dowdd porzadkowej zupetnosci £, (E, F') - éwiczenie. O

WNIOSEK 2.9. Jezeli E/, F' sq porzgdkowo zupeinymi kratami wektorowyms, to

(1) (SVvT)x=sup{Sy+Tz: y,z€ ET, y+ 2z =ux},
(2) (SAT)r=if{Sy+Tz: y,z€ ET, y+z=ux}

dla S, T € L.(E,F), x € ET.

Stosujac punkt (3) Twierdzenia 2.8 Riesza-Kantorowicza oraz Stwierdzenie 1.7 otrzy-
mujemy:

STWIERDZENIE 2.10. |T| =TV (=T) oraz |T||z| > |Txz| dlax € E, T € Ly(E, F).

Dowo6D. Na mocy punktu (3) Twierdzenia 2.8, |T'||x| = sup{Ty : —|z| < y < |z|}.
Stad |T||z| > Tz i |T||x| > T(—x) = —Tx. O
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TWIERDZENIE 2.11. (Abramowicz) Jezeli E, F' sq porzgdkowo zupelnymi kratami wek-
torowyms, to
(1) THz =sup{Ty: y€ E, yA(z —y) =0},
(2) T"e=sup{-Ty: y€ E, y(x—y) =0},
3) [Tz =sup{Ty—T(x—y): ye E, yN(z—y) =0}
dlaT e L.(E,F), z € E*.

3. Granice i cigglo$¢ w sensie porzadku

DEFINICJA 3.1. Ciag uogdlniony {x,}aca zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest
malejacy - ozn. x | (rosnacy- ozn. x 1), jezeli dla a1 < ap mamy x4, = Zo, (Ta, < Tay)-
Oznaczamy

To l @ PN To | oraz x = inf{z,}

To T X <& 2 1 oraz x = sup{z,}

DEFINICJA 3.2. Ciag uogdlniony {xs}aca W zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest
porzadkowo zbiezny (zbiezny w sensie porzadku) do elementu z, ozn. z, —— =,
jezeli istnieja dwa ciagi uogélnione {ys}sen, {2} er takie, ze

(1) yg Tz, 2y | =,

2)VBeBVYyel3dage A : ys<z4 <2, Va>a.
Element z nazywamy granica porzadkowa (granica w sensie porzadku) ciagu uogdl-
nionego {4 }aca-

W definicji zbieznosci porzadkowej mozemy przyjaé, ze zbiér indeksow B réwna sie I'.
W tym celu wystarczy przyja¢ A := B x I' i zdefiniowa¢ nowe ciagi uogélnione {uy}en
{vx}rea W nastepujacy sposob:

uy =Yg, Uy =2, VA= (0,7) €A
Wtedy w definicji zbieznodci porzadkowej mozna zastapi¢ ciagi {ys}gen, {2y }yer Przez

{ur}rea {vr}aea- - Cwiczenie
Jak jest wtedy okreslony czesciowy porzadek w B x I'?

CWICZENIE 3.3.
(1) Ciag uogdlniony w zbiorze czesciowo uporzadkowanym moze mieé¢ conajwyzej
jedng granice porzadkowa.
(2) Jezeli v, T 2 lub 2, | 2, to 7, — .
(3) Jezeli o T (odp. 24 |) i 24 —= z, t0 24 T 2 (odp. 24 | 7).

LEMAT 3.4. Niech E bedzie kratg wektorowq, a {xs}aca ciggiem uwogdlnionym w E.
Witedy
(a) Jezeli istnieje cigg uogolniony {uataca (z tym samym indeksem) taki, Ze u, | 0
i|Tq — x| <ug ¥V a €A, tox, > .
(b) Jezeli E jest porzgdkowo zupeina i {xs}taca jest porzgdkowo ograniczony, to
T, — x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg wogdlniony {uq Yaca (# tym samym
indeksem) taki, ze ug | 07 |zq — 2| < us ¥V a € A.
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DowOD. (a) Zatézmy, ze istnieje ciag uogdlniony {ue }aca taki, ze uy | 01 |z, — 2| <
Ug Vo € A. Niech 4y, i =2 — Ug 1 24 := T+ Uy. Wtedy yo T 2, 20 | T 0raz y, < 4 < 24
Vae A Stad v, - x.

(b) Z zalozenia E jest porzadkowo zupelna i {z,}aca jest porzadkowo ograniczony,
to T4 — x. Wezmy dwa ciagi uogdlnione {ys}sep i {2y }yer dla ktorych ys T 2, 2, |z i
takie, ze dla kazdego 8 € B, v € I' istnieje a(f3,y) € A spelniajace warunek yz < z, < z,
YV a > a(f,7). Dla kazdego a € A zdefiniujmy

Vo := Inf x4, Wy = sup zy.
a'za a'>a

Powyzsze kresy istnieja, gdyz {xa}aca jest porzadkowo ograniczony, a E porzadkowo
zupetna. Z tego samego powodu istnieja v := supwv, i w = infw, oraz v, T v, w, | w.
Poniewaz yg < zo < 2z, dla &' > «o(f,7), wiec yg < vy < 2, dla a > a(8,7). Stad
ys < v < 2y dla 8 € B, v € I'. Stad, poniewaz yg | x i z, | x, wiec v = 2. Podobnie
ws | x. Dla dokonczenia dowodu zauwazmy, ze r > v,, poniewaz v, | x, a z definicji
Wo = Ty, zatem r, — r < W, — Uo. Podobnie w, > x, poniewaz w, | x, a z definicji
Vo < Tq, zatem £ —x, < Wq — Vo. Stad na mocy Stwierdzenia 1.7, |z, — 2] < wo —v,. O

WNIOSEK 3.5. Jezeli E jest o-porzadkowo zupelng kratg wektorowq, a {x,}nen ciggiem
w E, to x, — x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciqg {un}neny € E taki, ze u, | 0 i
|z, — 2| <u, VneN.

Dowop. - Cwiczenie. O

LEMAT 3.6. Niech E bedzie kratg wektorowq, a {xs}aca ciggiem uwogdlnionym w E.
Ciag 4 jest porzgdkowo zbieiny do x € E wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg uogdlniony
{ur}ren taki, Ze uy | 0 i dla kazdego A € A istnieje o takie, ze |x, — x| < uy V a > «ap.

DowdD. - Cwiczenie. O

W ogélnym przypadku zbieznosé porzadkowa ciagéw definiujemy w nastepujacy spo-
s6b (definicja ta nie jest na ogél szczegblnym przypadkiem Definicji 3.2):

DEFINICIA 3.7. Ciag {x;, }neny W zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest porzadkowo
zbiezny (zbiezny w sensie porzadku) do elementu x, ozn. z,, — x, jezeli istnieja dwa
ciagi {yn tnen, {2n}nen takie, ze y, Tz, 2z, | iy, <z, < 2z, Vn.

LEMAT 3.8. Jezeli E jest kratq wektorowq, a {z, hnen ciggiem w E, to x, —— x wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje cigg {u, fnen € E taki, Ze u, | 0 i |z, — x| <u, ¥VneN.
DEFINICJA 3.9. Podzbiér D zbioru czesciowo uporzadkowanego nazywamy porzad-
kowo domknigtym (odp. o-porzadkowo domknietym), jezeli ({z,} C D, z, —
v = x€D),odp. {x,} C D, z, 1 = x€ D).
DEFINICJA 3.10. Odwzorowanie f : X — Y pomiedzy cze$ciowo uporzadkowanymi
zbiorami XY jest
(1) o-porzadkowo ciagte jezeli dla {z,},ey mamy implikacje z, —— = =—
fzn) = f(2).
(2) porzadkowo ciagte jezeli dla {4 }ae4 mamy implikacje 2o, —— * = f(24) —

f ().
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STWIERDZENIE 3.11. W kratach wektorowych operacje kratowe sqg porzgdkowo ciggle.
Dow6D. - Cwiczenie w oparciu o Lemat 3.6. O

LEMAT 3.12. Operator dodatni T : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u. jest
porzadkowo ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy dla {x,} C X mamy x, | 0 = Tz, | 0.

Operator dodatni T : X —'Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u. jest o-porzgdkowo
ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy dla {z,} C X mamy x, | 0 = Tz, | 0.

DowdD. - Cwiczenie. O

TWIERDZENIE 3.13. Zaktadamy, ze E, F sq kratami wektorowymai, przy czym F' jest
porzgdkowo zupetna oraz, ze T : . — F' jest porzgdkowo ograniczony. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) T jest porzadkowo ciggly.

(2) 24 | 0 = Ta4 - 0.

(3) o | 0 = inf, |Tz,| = 0.

(4) T* i T~ sq porzqgdkowo ciggle.
(5) |T| jest porzadkowo ciggly.

DoOwoOD. (1) = (2) 2, | 0 = 2, >0 = Tz, = 0.

(2) = (3) Zalézmy x, | 0 i ze istnieje y € F takie, ze y < |Tz,| dla kazdego o.
Poniewaz Tz, — 0, zatem od pewnego miejsca poczawszy jest porzadkowo ograniczony,
a wiec na mocy Lematu 3.4 istnieje ciag uogélniony {uq}taca taki, ze uy | 01 |Taq| <
ue ¥V oa. Stad y < |Txs| < g, a zatem y < u, dla kazdego o € A. Z warunku u, | 0
dostajemy y < 0. Stad inf, |T'z,| = 0.

(3) = (4) Wystarczy dowiesé, ze T jest porzadkowo ciagly. W tym celu zalézmy,
7e To | 0w E. Niech 0 < u < Tz, dla kazdego a. Poniewaz T'" jest dodatni, wiec ciag
T*x, jest malejacy. Zatem na mocy Lematu 3.12 wystarczy wykazaé, ze u = 0.

Ustalmy indeks ag i przyjmijmy = := z,,. Wezmy dowolny y taki, ze 0 < y < x oraz
ay > atakie,zey >z, dlaa > ap. Wtedy dlaa > oy mamy 0 <y — 2z, =y Ax — 24 <
T — Ty Stad

Ty —T(xe) =Ty —x4) KT (x —24) =T 2 — T 2y,
a w konsekwencji
(3.1) 0<u<T 2wy Tz +|Ta, — Ty

dla a > «;. Poniewaz z, | 0, wiec na mocy (3), inf,>qa, |Txs| = 0. Z nieréwnosci (3.1)
wynika zatem nieréwnosé 0 < u < Tz — Ty dla 0 < y < z. Ale z Twierdzenia 2.8
Riesza-Kantorowicza mamy rownosé¢ Tz = SUPp<y<z 1Y, skad u = 0.

(4) = (5) - oczywiste.

(5) => (1) Niech z, —— 0 w E. Wybierzmy dwa ciagi uogélnione {ys}secn, {2, }er
takie, ze yg 1 0, 2, | O oraz takie, ze dla kazdego § € B,v € I istnieje a(f,7) € A
speliajace warunek yg < z, < z, dla a > a(f8,7). Wtedy z} < zfyr =zylx, <y =
—yg, skad o7 + x5 = [za| < 2y —yg dla a > a(f,7).

Jezeli przyjmiemy A := B x I' i dla kazdego A = (3, v) zdefiniujemy uy := 2z, —yz > 0,
to na mocy Stwierdzenia 2.10, nieréwnos¢ |Tx,| < |T'|(uy) zachodzi dla a > «(fB,v) =
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a(A). Poniewaz uy, | 0, wigc ciagto$é porzadkowa |T'| implikuje |T'|(uy) | 0, astad Tx, —
0, co koneczy dowod. O

Analogiczny wynik dla o-porzadkowo cigglych operatoréw jest nastepujacy:

TWIERDZENIE 3.14. Zaktadamy, ze E, F sq kratami wektorowyma, przy czym F' jest
porzgdkowo zupelna oraz, ze T : E — F' jest porzgdkowo ograniczony. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) T o-jest porzgdkowo ciggly.

(2) ©, | 0 = Tz, 0.

(3) x, | 0 = inf, |Tx,| =0.

(4) T+ i T~ sq o-porzedkowo ciggle.
(5) |T'| jest o-porzadkowo ciggly.

DEFINICJA 3.15. Operator dodatni 7' : E — F pomiedzy kratami wektorowymi na-
zywamy homomorfizmem kratowym, jezeli T'(x V y) = T'(z) V T'(y).

TWIERDZENIE 3.16. Jezeli T : E — F' jest operatorem dodatnim pomiedzy kratams
wektorowymi, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) T jest homomorfizmem kratowym.
(2) T(at) = (Tz)t VzxeE.

B) T(xAy)=T(x)ANT(y) Yz,yek.

(4) [Tz| =T|z| YzekE.

BG)Vae,ye E: xzANy=0 = TxATy=0.

4. Idealy porzadkowe

DEFINICJA 4.1. Méwimy, ze podzbior A kraty wektorowej E jest solidny, gdy zacho-
dzi implikacja
reE yeA |z|<|y = ze€A
Podprzestrzen kraty wektorowej, ktéra jest solidna nazywamy ideatem porzadkowym.
Najmniejszy (ze wzgledu na inkluzje) ideal zawierajacy niepusty zbiér A nazywamy ide-
alem generowanym przez A i oznaczamy F 4.

STWIERDZENIE 4.2. Ideal porzqdkowy jest podkratg wektorowq.

STWIERDZENIE 4.3.

Ey={z€F:3x,...,5, €A, M,.... N, € RV [z <D Nl }-
i1
DEFINICIA 4.4. Jezeli A = {z}, to E, := Ep,; nazywamy idealem gtéwnym gene-
rowanym przez x.

STWIERDZENIE 4.5.
E,={yeE:3IX>0:yl <Az|}.
DEFINICJA 4.6. Wektor e > 0 nazywamy jedynka porzadkowa (lub silng jedynka

lub po prostu jedynka, jezeli £, = F, tzn. jesli dla kazdego x € FE istnieje A > 0 takie,
ze |x| < e



14 1. KRATY BANACHA

Niech E bedzie krata wektorowa, [ idealem porzadkowym w E, a q : F — E/I
rzutowaniem kanonicznym na przestrzen ilorazowa E/I. W E/I wprowadzamy relacje
czesciowego porzadku w nastepujacy sposob:

glz) <qly) <= 3Trycax+1, Iy ey+1:2 <y

STWIERDZENIE 4.7. Przestrzen E/I jest kratg wektorowq, a odwzorowanie q dodatnim
homomorfizmem kratowym.

DowoOD. Relacja”<” zdefiniowana w przestrzeni E /I spelnia w sposob oczywisty (1),
(3) oraz (a) i (b). Aby wykaza¢ aksjomat antysymetrii (2) wykorzystamy fakt, ze I jest
ideatem porzadkowym. Jezeli ¢(x) < 01 ¢(z) > 0 dla z € E, to istnieja x1, 2 € E takie,
e 0<xri€x+1Toraz 0 < a9 € —x+ I. Stad 1 + x5 € I, a poniewaz 0 < 1 < x1 + Zo,
wigc réwniez x; € I czyli ¢(x) = 0.

Dodatniosé ¢ wynika bezposrednio z definicji relacji czesciowego porzadku W E/I.
Aby dowie$¢, ze E/I jest krata, a ¢ jest homomorfizmem kratowym wykazemy, ze dla
dowolnych z,y € E mamy réwnos$é q(x Vy) = q(z) V q(y). Poniewaz ¢ jest dodatnie, wiec
q(z Vy) jest majoranta q(z) i q(y). Niech z € E bedzie takie, ze q(2) > q(x) 1 q¢(z) > q(y).
Wtedy istniejg elementy 21, 20 € 2 + I takie, ze 21 > x 1 29 > y. Ponadto 2y — 25 € [ i,
poniewaz [ jest podkrata wektorowa, |27 — 23| € I. Stad w := 29 + |21 — 23| € 2z + I oraz
wZaVy,bow >z 2yiw=20+|21—22| =20+ (21— 22) V(2o —21) =21V (220 — 21) >
21 2> x. A wiee q(2) = q(w) > q(z Vy). Zatem gz V y) = q(z) V q(y).

U

DEFINICJA 4.8. Ideal porzadkowy domkniety w sensie porzadku bedziemy nazywaé
idealem zamknietym. (Po angielsku band.)

STWIERDZENIE 4.9.

(1) Solidny podzbiér D kraty wektorowej E jest porzgdkowo domkniety wtedy i tylko
wtedy, gdy {x,} CDNEY, o1z € E = x € D.

(2) Ideal porzqdkowy A jest idealem zamknietym wtedy i tylko wtedy, gdy {x.} C
A 0Lz, TreFE = z€ A

Dowo6D. - Cwiczenie (skorzystaé z Lematu 3.4 lub 3.6). O

DEFINICJA 4.10. Idealem zamknietym generowanym przez niepusty podzbior D kraty
wektorowej £ nazywamy najmniejszy (w sensie inkluzji) ideal zamkniety Bp zawierajacy
D. Jezeli D = {z}, to B, := B{;) nazywamy zamknietym ideatem gléwnym genero-
wanym przez wektor x.

TWIERDZENIE 4.11. Jezeli J jest idealem porzqdkowym w kracie wektorowej E, to
ideat zamkniety By generowany przez J spetnia réwnosé

By={zeFE:3{z,} CJ:0< 2,7 |2]}.
Ponadto ¥V x € E zamkniety ideal gtowny B, generowany przez x spetnia réwnosé
B.={y e E:ly[Anlz| T |y[}
DowOD. (Nie obowigzuje do egzaminu.) Niech
B:={zeFE:3{z,tCJ:0<z,7 |2|}
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Jest oczywiste, ze kazdy ideal zamkniety zawierajacy J musi zawiera¢ B. Zatem, zeby
dowie$¢ rownosci B = By, wystarczy pokazaé, ze B jest idealem zamknietym. Niech
z,y € B. Wezmy dwa ciagi uogélnione {zq}aca, {y,}1er spelniajace zaleznosci 0 < z, 1
|z], 0 <y, T |y|. Z warunku

2+ y| A (Ta +yy) Tle+yl A (2] + |y]) = |z +y|

opartego o punkt (15) wniosku 1.6 oraz |u|lz, T |p||z] = |ux| dla kazdego skalara p
wynika, ze B jest podprzestrzenia wektorows. 7 faktu, ze J jest idealem porzadkowym
oraz z nieréwnosci |z| A o < Za, o > 0 wynika inkluzja {|z| A z,} C J. Zatem, jezeli
|z| < |z|, to na mocy punktu (15) wniosku 1.6 mamy |z| Az, T |2] A |z| = |2, a stad
z € B czyli B jest ideatem.

Zalézmy teraz, ze ciag uogdlniony {u,},er C B spelnia warunek 0 < w., T u. Niech

D={veJ:3yel:v<u}.

Zbior D mozna interpretowaé¢ jako cigg uogdélniony taki, ze D T u. A wiec, na mocy
stwierdzenia 4.9, B jest ideatlem zamknietym.

Aby wykaza¢ druga cze$¢ tezy zauwazmy, ze B, = Bpg,. Niech y € B,. na mocy
poprzednio wykazanego przypadku istnieje ciag uogélniony {z,}aca C FE, speliajacy
warunek 0 < z, T |y|. Dla kazdego « istnieje zatem n takie, ze z, < |y| An|z| < |y|. Stad
ly| Anlz| T |y|, co konezy dowdd.

DEerINICJA 4.12. Wektor e > 0 nazywamy stabg jedynka jezeli B, = E tzn. jezeli
xAnel zVxe ET. Gdy E jest archimedesowa, to e > 0 jest stabg jedynkg wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi implikacja |z| Ae =0 = z = 0. (Cwiczenie.) W oczywisty sposéb
kazda jedynka porzadkowa jest stabag jedynka.

DEeFINICIA 4.13. Rozlaczne dopelnienie niepustego zbioru A definiujemy nastepu-
jaco:
At ={x c E:|z|N|a| =0V ac A}.

TWIERDZENIE 4.14. Jezeli A jest niepustym podzbiorem kraty wektorowej E, to A? jest
ideatem zamknictym. Gdy E jest archimedesowa, to By = A% := (A4, W szczegdlnosci
kazdy ideal zamkniety B spetnia réwnosé B = B,

DowOD. Fakt, ze A? jest idealem zamknictym wynika z porzadkowej cigglodci operacii
kratowych.

Zawsze A C A% a stad By C A%. Aby zakoniczyé dowdd dla E archimedesowej
wystarczy dowiesé, ze A% C Ba. Niech 0 < z € A% i D := {2 € By :0< 2 < z}.
Musimy wykazaé, ze istnieje sup D = .

Niech z € E bedzie wektorem spetniajacym nieréwnosé¢ a < z V a € D. Wtedy réwniez

(4.1) a<zAzVaeD.

Nalezy dowie$¢, ze x < z czyli, ze x = z A z. Dla dowodu nie wprost zaté6zmy u :=
x—x Az>0. W oczywisty sposéb u € A% oraz u ¢ A¢ poniewaz A? N A% = 0. Zatem
istnieje y € A taki, ze v := |y| Au > 0, skad v € By4. Poniewaz v < u < z, wiec v € D i
na mocy (4.1)

=v4+v<rAz+(x—axANz)=1
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Stosujac indukcje, otrzymujemy nv < x Vn. Z archimedesowosci £ mamy v = 0, co
prowadzi do sprzecznosci. Stad © = 0, a zatem x = x A z < 2.

Wykazalismy wiec, ze sup D = x. Poniewaz D C By, a By jest idealem zamknietym,
otrzymujemy x € By, skad B4 = D%, O

DEFINICJA 4.15. Ideal zamkniety B w kracie wektorowej E jest projekcyjny (pro-
jection band), jezeli E = B @ B%.

STWIERDZENIE 4.16. Projekcja na ideal projekcyiny jest dodatnia.

DowoOD. Niech B bedzie idealem projekcyjnym w E, a P projekcja na ten ideal.
Wtedy £ = B @ BY. Niech x = y + z bedzie rozkladem dowolnego elementu z € E
wzgledem tej sumy prostej. Jezeliz > 0, to 0 <yt + 27— (y~+27) ezyli0 <y~ +2~ <
yT + 27, Element y~ jest roztagczny z y™ + 21, gdyz yT Ay~ =01y~ Azt = 0. Poniewaz
réwnoczesnie y~ <y~ + 27 <yT + 2T, wiecy” =0, czyli P =y =y" > 0. O

TWIERDZENIE 4.17. Jezeli E jest porzgdkowo zupeina, to kazdy ideat zamkniety jest
projekeyiny, tzn. ¥ A C E mamy B, ® A? = E.

Dowo6D. Idealty By i A? sg roztaczne, gdyz A C A% = B,. Poniewaz E jest porzad-
kowo zupeta, wiec dla kazdego x € E™ istnieje y := sup[0,x] N Ba oraz y € B. Niech
2 := x —y. Dowdd bedzie zakonczony, jezeli wykazemy, ze z € A?. Niech v € A bedzie
dowolne i niech w := z A |u|. Poniewaz w € Bpiw+y < z+y = x oraz z > 0 a wiec
rowniez w > 0, zatem z definicji y i warunku y € B4 mamy w + vy < y, a stad w = 0.
Rozktad dowolnego wektora otrzymujemy z rozktadu jego czesci dodatniej i ujemnej. [

TWIERDZENIE 4.18. Jezeli A jest podzbiorem kraty wektorowej E, to Ba jest projek-
cyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
za=sup(z An ) |yl),
n,H yeH

istnieje dla kazdego x € E*, gdzien € N, a H jest dowolnym skonczonym podzbiorem A.
W takim przypadku odwzorowanie E > x — (x7)4 — (x7)a jest projekcjg na Ba.

DowOD. (Nie obowigzuje do egzaminu.) Z dowodu poprzedniego twierdzenia wynika,
ze By jest projekeyjny wtedy i tylko wtedy, gdy Paz := sup[0, x] N B, istnieje dla kazdego
r € Et. Wtedy tez odwzorowanie E 3> © — Pa(xt) — Pa(z7) jest projekcja na Ba.
Ideal porzadkowy E4 generowany przez A sktada sie dokladnie z w € E spelniajacych
nier6wnosé |w| < n Y,y |y| dla pewnego n € N i pewnego skonczonego H C A.

Oznaczmy przez J podprzestrzen wektorows generowang przez wszystkie takie z € E™,
ktoére sa postaci z = sup C, gdzie C' jest skierowanym podzbiorem (E4)*. Chcemy dowie$é
rownosci J = By.

Kazdy z elementéw z € J jest postaci z = sup C7 — sup Cs dla odpowiednich skiero-
wanych podzbioréw C1,Cy C (E4)T, zatem na mocy punktéw (13) i (15) wniosku 1.6,
J jest idealem porzadkowym. Ponadto, jezeli D C J* jest zbiorem skierowanym i w F
istnieje w := sup D, to dla kazdego z € D istnieje zbior skierowany C, C (E4)* taki, ze
z =supC,. Stad w = supU,ep €., a zatem w € J. Czyli J jest ideatem zamknietym i
poniewaz A C J C By otrzymujemy J = Ba. A wiec Paz, o ile istnieje, musi si¢ rownaé
sup|0, x] N E4 i na odwrot, jezeli istnieje sup|0, x] N E4, to musi sie réwnaé Pax. O
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WNIOSEK 4.19. Zamkniety ideal gtowny B, jest projekcyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego x € EV istnieje sup,,(x A nlul).

DowoD. - Cwiczenie. O

WNIOSEK 4.20. Kazdy zamkniety ideal glowny w E jest projekcyjny wtedy ¢ tylko
wtedy, gdy dla kazdej pary wektoréw x,y € ET istnieje sup,(x A ny). W szczegdlnosci
kazda o-porzgdkowo zupetna krata wektorowa ma te wltasnosc.

DowoD. - Cwiczenie. O

DEerINICIA 4.21. X, Y - kraty wektorowe
L,(X,Y) g {T € L.(X,Y) : T — porzadkowo ciagly}
L(X,Y) & {T € L.(X,Y): T — o — porzadkowo ciaglty}

TWIERDZENIE 4.22. (Ogasawara). Jezeli E i F sq kratami wektorowymi i F' jest po-
rzgdkowo zupeina, to L,,(E, F) i L.(E, F) sq ideatami zamknietymi w L,.(E, F') oraz

LB, F)=L,(E,F)®L,(E,F)=L(E,F)® LE, F)".
DowOD. - bez dowodu. U

DEFINICJA 4.23. Jezeli E jest krata wektorowa, to porzadkowo zupelng krate wek-
torowa E™:= L,.(F,R) nazywamy porzadkowo dualng do E. Ideal zamkniety E, :=
L, (E,R) nazywamy porzadkowo sprzezona. Jezeli £, rozdziela punkty F, to E nazy-
wamy normalng kratg wektorowsq.

5. Unormowane kraty wektorowe

DEFINICJA 5.1. Seminorme p okre$long na kracie wektorowej E nazywamy seminor-
ma kratowa, jezeli dla z,y € E zachodzi implikacja: |z| < |y| = p(x) < p(y). Krata
unormowang nazywamy krate wektorowa z okre$long w niej normag kratowa. Kratg
Banacha nazywamy krate unormowang zupetna w normie.

STWIERDZENIE 5.2. W kracie unormowanej £

(a) Operacje kratowe sq ciggle w normie.

(b) Stozek E* jest domkniety w normie i w stabej topologii, E jest archimedesowa.
(¢) Przedzialy porzqdkowe sq domkniete w normie i w stabej topologii.

(d) Jezeli {4 }aca jest ciggiem uvogdlnionym w E i x4 T oraz ||z, —z|| — 0, toz, T 2.
(e) Domkniecie zbioru solidnego jest zbiorem solidnym.

(f) Kazdy ideal zamkniety jest domkniety w E.

(g) Projekcja na zamkniety ideal projekcyjny jest ciggta i ma norme 1.

DowoOD. (a) Ciaglosé x — |z| wynika bezposrednio z definicji, a stad ciggto$é z — x™*
iz— a7, boat =1(z|+2), 27 =L(z] —2).

(b) Et ={z € E: 2z~ = 0}, a wiec jest przeciwobrazem zera przez odwzorowanie
x — x~. Staba domknieto$¢ wynika z wypuktosci. Gdy z,y € Finx <y dlan € N, to
r—nlye —EtdlaneNix—nly — z zatem x € —E* z domknictosci £, czyli
x < 0. A wiec E jest archimedesowa.
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(¢) Gdy = < y, to [z,y] = (z + ET) N (y — ET), a wiec [z,y] jest domkniety i jako
wypuktly réwniez stabo domkniety.

(d) Przy ustalonym « ciag uogdlniony {xs — 4 }s>a jest zawarty w ET i spelnia
warunek rg—x, ? T—2T4. Zatemrx—x, € ET, astad x > 1,V a. A wiec x jest majoranty

{x}. Zalozmy, ze y > x, V . Zatem y — x, € ET V a, a poniewaz y — x, — y — x, wiec
y—1x € ET czyliy > x. Stad x = sup{x,}.

(e) Niech A bedzie zbiorem solidnym w FE i zalézmy, ze |y| < |z| dla pewnego x €
A, y € E. Istnieje zatem ciag {z,} C A zbiezny do z. Zdefiniujmy vy = y™ A |z,],
Yo =y Alza|. Wtedy yy +y, = yy Vy, <lza| € A, a wiee y, = yy —y, € 4, bo
[Yn| ==y + v < |za|- Na mocy (a), y = lim, .o yn, a zatem y € A.

(f) Niech B bedzie ideatem zamknietym w E, {z,} C B i z, — z. Zdefiniujmy y, :=
20| A\ |2]. Wtedy yn € B, Do [y,| < |z,| 1 na mocy (a), y, — |2|. Clag zn 1= Sup1 ey Ym
(n € N) jest rosnacy w B i spelnia nieréwnos¢ y,, < x,, < |z|. Stad

[zn = 12 < llyn = 121 1],

a wiec x, — |z|. Na mocy (d) |z| = sup,, z,, a zatem |z| € B, poniewaz B jest zamkniety.

(g) Niech P bedzie projekcja na ideat projekcyjny. Na mocy stwierdzenia 4.16, P jest
operatorem dodatnim. Zatem, korzystajac ze stwierdzenia 1.7, mamy |Pz| < P|z| < |z,
astad [|[Pz|| < ||z|| dlaz € E.

LEMAT 5.3. JeZeli w kracie Banacha x, — x, to istnieje podciqg {yn}tnen C {Tn}nen
oraz u > 0 takie, Ze |y, — x| < tu.

DowOD. Wybieramy podciag {yn nen W taki sposob, ze ||n |y, —z| || < 5= dla kazdego
n. Na mocy zupelnosci kraty Banacha, szereg >-°° | n |y, —z| jest zbiezny w normie. Niech
u = Y00 n|y, — x|. Ze stwierdzenia 5.2 (b) wynika dodatnio$¢ u, skad n|y, — z| < u
czyli [y, — x| < 2u dla kazdego n. d

TWIERDZENIE 5.4. Jezeli E/ jest kratqg Banacha, F' unormowang kratg wektorowg, a
T : E — F porzgdkowo ograniczonym operatorem liniowym, to T jest ciggly. (Zatem
rowniez operatory dodatnie lub reqularne miedzy tymi przestrzeniami sq ciggle.)

DowoOD. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze T jest nieciggly. Zatem istnieje cigg
{zp}nen C E taki, ze z, — 0 a Tx, - 0. To oznacza, ze istnieje podciag {yn}nen C
{Zn}nen oraz € > 0 takie, ze ||Ty,|| > € dla kazdego n. Na mocy lematu 5.3, podciag
{yn }nen moze by¢ tak wybrany, ze |y,| < Lu dla pewnego u € E* oraz V n € N. Poniewaz
T jest porzadkowo ograniczony, wiec istnieje w € F takie, ze T([—u,u]) C [—w,w]. Z
nieréwnosci |ny,| < u wynika zaleznos¢ n|Ty,| = |T(ny,)| < w czyli [Ty,| < tw dla
kazdego n. Ale wtedy mamy

1
0<e<|Tyall < —flwl -0,
co prowadzi do sprzecznosci. Il

DEFINICJA 5.5. Jezeli F/| F sa kratami Banacha, przy czym F' jest porzadkowo zupeina
oraz operator liniowy T : £ — F' jest regularny, to jego r-norme definiujemy nastepujaco:

[T[l == [[1TT]]-
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Mamy przy tym zalezno$¢
[T} = inf{|[S]| - £T" < S},

ktorag mozemy wykorzystaé jako definicje r-normy operatora regularnego o wartosciach w
przestrzenie niekoniecznie porzadkowo zupetne;.

TWIERDZENIE 5.6. Krata unormowana E jest kratqg Banacha wtedy 1 tylko wtedy, gdy
kazdy rosngcy cigg Cauchy’eqgo w E* jest zbiezny w normie.

DowoOD. Niech {x, },en bedzie ciagiem Cauchy’ego w E. Wybierzmy podciag {u,} C
{.} spetiajacy dla kazdego n nieréwno$¢ |[un1 — u,|| < 57 1 rozwazmy ciagi {yn fnen,
{zZn}nen C ET zdefiniowane nastepujaco

Yn = > (g1 —w) T,z =) (Ui —wi) "
i=1 i=1
Wtedy 0 < y,, | oraz

n+p—1 n+p—1
Ynrp = yall =1 D2 (i —ud) "I < D0 N(ir —wi) 7|
i=n i=n
n+p—1 n+p—1 1 1
<Y N -w)l < Y 5 <5
1=n =n

skad wynika, ze {y,} jest ciagiem Cauchy’ego w normie. Podobnie dowodzimy, Ze rosnacy
ciag {z,} jest ciagiem Cauchy’ego. Z zalozenia wynika zatem istnienie y, z € E™ takich,
7€ Yp — Y, Zn — 2.

Poniewaz v, — 2, = Upye1 —up ¥V n, Wiec 4, = Yp_1 — Zpn_1 + U — Y — 2 + uy. Ze
zbieznosci podciggu ciggu Cauchy’ego wynika zbieznos¢é samego ciggu.

Dowod w drugg strone jest oczywisty. U

TWIERDZENIE 5.7. Jezeli E, F sq kratami Banacha, przy czym F' jest porzgdkowo
zupetna, to porzgdkowo zupelna krata wektorowa L,.(E,F) zaopatrzona w r-norme jest
kratg Banacha.

DowoOD. Fakt, ze r-norma jest rzeczywiscie normg jest oczywisty.

Jezeli T jest operatorem dodatnim, to ||T||, = || |T]|| = ||T||. Jezeli dwa operatory
S,T € L,.(E, F) spelniaja nier6wnos¢ 0 < S < T'i ||z]| < 1, to |Sz| < S|z| < Tz|, a stad
[Sz|l =[Sz | < Sl | < 1Tz < [I71-

Zatem ||S]| = supy, <1 [|5z]| < ||T|. W szczegolnodci, jezeli S, T € L,(E, F) spelniaja
nieréwnos¢ |S| < |7, to

1S = (ST < [T = 1Tl
co dowodzi, ze || - || jest norma kratowa w L,.(E, F').
Aby udowodnié¢ zupetnosé normy || - ||, wystarczy na mocy twierdzenia 5.6 wykazac,

ze kazdy rosnacy ciag operatorow dodatnich, spetniajacy warunek Cauchy’ego wzgledem
normy | - || jest zbiezny w L,.(E, F'). Niech {T,,} bedzie takim ciagiem. Z nieréwnosci
T — Tl < || 10— Tl wynika, ze {T,} jest ciagiem Cauchy’ego w normie operatorowe;.
Istnieje wiec operator T' € L(FE, F') spetniajacy warunek ||7,, — T'|| — 0.
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Dla kazdego x € E* mamy 0 < T,z 11 ||T,x — Tx|| — 0, a stad na mocy stwierdzenia
5.2 (d), Tyz 1 Tz dla kazdego x € ET. Zatem T spelia dla kazdego n nieréwnosé
0 < T, <T,skad wynika, ze jest dodatni, a wiec nalezy do £,(E, F'). na mocy ostatniej
nieréwnosci otrzymujemy ponadto

[T =Tl = 17w = T[ | = |T = Tall — 0,
co dowodzi, ze L,(E, F') z r-norma jest krata Banacha. O

Przez E* bedziemy oznaczaé przestrzen rzeczywistych funkcjonatéw liniowych, cig-
glych na przestrzeni liniowo-topologicznej F.

STWIERDZENIE 5.8. E* C E".
DowdD. - Cwiczenie. O

TWIERDZENIE 5.9. jezeli E jest kratg unormowang, to E* jest kratq Banacha oraz
dla x* € E* ix € ET mamy

(5.1) (z*)" () = sup{z*(y) : 0 <y <z},
(5.2) (z%)" () = sup{—2"(y) : 0 < y < x},
(5.3) |2%|(2) = sup{a™(y) : |y| < x},
(5.4) 2] = [Ja* |l = || [2*] [|

Ponadto E* jest ideatem porzgdkowym w E~ 1 jezeli E jest kratg Banacha, to E* = E".

DowOD. Pierwsze trzy réwnosci wynikaja bezposrednio z twierdzenia 2.8. Dla dowodu
czwartej rozwazmy nastepujaca nieréwnos¢ wynikajaca ze stwierdzenia 1.7:

" ()| < [27[(le]) < [H2"[ - ]

Jej konsekwencja jest nier6wnosé ||z*|| < || |z*|||. Z drugiej strony, jezeli ||z| < 11 wez-
miemy dowolne ustalone € > 0, to to z réwnosci (5.3) wynika istnienie y € E' takiego, ze
ly <] 1 [27|(Jz]) —e < [z"(y)] < [[27]. Zatem

™[ | = sup{|™[(|]) - [[«]] <1} <[la"[[+& Ve>0.
Stad || |z*|[| < [z, a wiec || [z*] [| = [lz*].

Aby wykazaé, ze E* jest idealem porzadkowym w E~ zauwazmy, ze gdy z* € E*,

y* € E”oraz |y*| < |z*|, to na mocy stwierdzenia 1.7,

()] <y () < f27[(e]) < [} - fle]] - dla 2 € E.

co oznacza ciaglosé y*.
W przypadku, gdy E jest krata Banacha, rownos¢ E* = E~ wynika z twierdzenia 5.4
i ze stwierdzenia 5.8. U

DEFINICJA 5.10. Homomorfizm kratowy miedzy dwiema unormowanymi kratami wek-
torowymi E, F jest izometrig kratowsq jezeli | Tx|| = ||z|| dla = € E.

DEFINICJA 5.11. Operator T' : E — F pomiedzy dwiema kratami wektorowymi za-
chowuje przedziaty jezeli T[0,z] = [0,Tz| dla z € E*.

TWIERDZENIE 5.12. Niech E, F' bedg kratami Banacha, a T : E — F operatorem
dodatnim. Wtedy
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(1) Jezeli T' zachowuje przedzialy, to T* : F* — E* jest homomorfizmem kratowym.
(2) T jest homomorfizmem kratowym wtedy i tylko wtedy, gdy T* zachowuje prze-
dziaty.

DowOD. - bez dowodu. O

TWIERDZENIE 5.13. (Luzemburg-de Pagter) Niech E bedzie archimedesowq kratg wek-
torowq, F' porzgdkowo zupelng kratqg wektorowq, aT' : E'— F operatorem dodatnim. Wte-
dy istnieje porzadkowo zupeina krata wektorowa L D E i porzgdkowo ciggly, zachowujgcy
przedziaty operator T:L—>F bedgcy rozszerzeniem T'.

DowOD. - bez dowodu. ]

DEFINICJA 5.14. Porzadkowo zupelng krate wektorowa E nazywamy porzadkowym
uzupelnieniem kraty wektorowej E, jezeli istnieje izomorfizm kratowy 7 : E — 7(E) C
E taki, ze

T =sup{n(v):v € E,n(v) <z} =inf{r(w) :w e E,r(w) > &}
dla kazdego & € E.

CWICZENIE 5.15. Tylko archimedesowa krata wektorowa moze mieé¢ porzadkowe uzu-
pehienie. Uzupetnienie takie jest jednoznaczne z doktadnoscig do izomorfizmu kratowego.

TWIERDZENIE 5.16. Zatéimy, ze E jest kratq Banacha, a E° jej porzqdkowym uzu-
petnieniem. Na E° definiujemy norme

8/l = inf{Jlo] : = € B, 3] < 2},
Wtedy (E°, ||| - |||) jest kratq Banacha.
DowOD. (Nie obowigzuje do egzaminu.) Sprawdzenie, ze ||| - ||| jest norma kratowa

jest natychmiastowe. Aby sprawdzi¢ jej zupelno$é¢ skorzystamy z twierdzenia 5.6.

Zalozmy, ze ciag {Z,} € E° spehia dla kazdego n warunck 0 < &, T, [|Zn41— & < 55-
Dla kazdego n wybierzmy y,, € E™ takie, ze 0 < Zp11 — T < Yy Oraz ||y,|| < 2% (istnienie
takiego y, wynika z wlasnosci porzadkowego uzupetnienia). Zdefiniujmy z,, := >0 ;.
Ciag x,, jest ciagiem Cauchy’ego, a zatem jest zbiezny do pewnego z = > 77, y, € E. Ze
stwierdzenia 5.2 (d) wnioskujemy, ze x, T . W szczegdlnosci, definiujac z, = >5°, v,
mamy ||z,|| — 0. Przyjmujac Zo := 0 i wybierajac yo € FE takie, ze yo > 2 (istnienie
takiego yo wynika z wtasnosci porzadkowego uzupetienia), otrzymujemy

En =Y (% — &1) <D Yim1 = Tno1 + Yo
i=1 i=1

Stad &, < x+yo V n, co oznacza, ze ciag {Z,} jest ograniczony. Z porzadkowej zupetnosci
E?% wynika wiec istnienie & € E° takiego, ze &, 1 2.

Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego n i p mamy

nt+p—1 n+p—1 0
i=n i=n i=n

Zmierzajac z p do nieskonczonosci dostajemy 0 < & — &, < z, ¥V n. Stad [|Z — Z,|| < ||z.]],
a zatem ||Z — Z,|| — 0, co konczy dowdd.
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6. Kraty Banacha z norma porzadkowo ciagla
UWAGA 6.1. Ten podrozdziat ma charakter informacyjny - nie obowigzuje do egzaminau.

DEFINICJA 6.2. Seminorma p w kracie wektorowej jest porzadkowo ciagta jezeli
spelniona jest implikacja z, | 0 = p(z,) | 0.

TWIERDZENIE 6.3. Naturalne zanurzenie unormowanej kraty wektorowej £ — E**
jest izometrig kratowg.

DowOD. - éwiczenie. O

TWIERDZENIE 6.4. Dla kraty Banacha nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) E ma porzgdkowo cigglq norme.

) Kazdy liniowy, ciggly funkcjonal na E jest porzadkowo ciggly.

) E jest ideatem porzqdkowym w E**.

) Przedzialy porzgdkowe w E sq stabo zwarte.

) Kazdy porzgdkowo ograniczony cigg elementéw rozlgeznych w E jest zbiezny w
normie do zera.

(
(2
(3
(4
(5

DoOwOD. - bez dowodu. O
WNIOSEK 6.5. Krata Banacha z porzgdkowo cigglq norma jest porzgdkowo zupetna.
DOwOD. - ¢éwiczenie. O

TWIERDZENIE 6.6. (Krengel-Synnatzschke) Jezeli E i F sq kratami Banacha, przy
czym F ma porzgdkowo ciggla norme, to odwzorowanie L,.(E, F)> T — T* € L.(F*, E¥)
jest izometrig kratowq, tzn.

=177 T = 1Tl ¥ T € £,(E, F).

DowoOD. (Szkic dowodu.) Twierdzenie zostanie wykazane przy dodatkowym zaloze-
niu, ze E jest porzadkowo zupetna.

Z nieréwnosci +7" < |T'| wynika wprost z definicji sprzezen nieréwnosé £7* < |T|*, a
stad
(6.1) T < [T
Aby wykaza¢ nierowno$¢ przeciwnag musimy dowies¢, ze

(T2, z) < {(|T*|2*,2) dlaz* € (F)', x € ET.

(Piszemy (z*, x) zamiast x*(x).)

Niech z* € (F*)" i x € E*. Poniewaz Tax € F C F* i F jest podkrata wektorowa
F** wiec z twierdzenia 5.9 dla kazdego z € ET otrzymujemy
(6.2) (x*,|Tz|) = sup (y*,Tz) = sup (T"y",2z) < sup {(|T7||y*|,z) = (|T"|z", 2).

ly*|<a* ly*|<z* ly*|<a*
Niech . .
C={) |Tay| :x; € EX Vi, ;; Aoy =0dlai#j, > x =z}
i=1 =1
Zbior C jest skierowany w gére (dw. w oparciu o tw. 2.11 - éwiczenie. Moze trzeba troche
poprawié jego definicje). Z nieréwnosci Y. |Tx;| < i, |T)z; = |T|x i twierdzenia 2.11



6. KRATY BANACHA Z NORMA PORZADKOWO CIAGLA 23

(Abramowicza) otrzymujemy warunek C T |T'|x. Zatem z porzadkowej ciaglosci normy
(tw. 6.4 (2)) mamy

(6.3) {z7(c) 1 c€ C} 1 (2", |T|z) = (|T["2", ).
Z (6.2) wynika dla kazdego ¢ = Y1 | |T'z;| € C nastepujaca zaleznosé:

= (@) | Tx) =) (@, |Tay]) <D (T ", 2;) = (|T"|2", le = (|T"|z", ).
i=1 i=1 i=1 i=1
Zatem, na mocy (6.3), otrzymujemy (|T|*z*,z) < (|T*|xz*,z), co tacznie z (6.1) daje
rownosé |7 = |T'|*. Ponadto

1T\ = 11T = 1T = T = 1T
co konczy dowdd twierdzenia. O

DEFINICJA 6.7. Wektor u > 0 w kracie wektorowe;j jest

(1) atomem, gdy 0 <z <u, 0<y<u, ctAy=0 = 2=0Iluby=0.
(2) wektorem dyskretnym, gdy v O0<z<udA>0:z=N, tzn. gdy [0,u] =
{Au:0< A<}

LEMAT 6.8. W archimedesowej kracie wektorowej E wektor dodatni jest atomem wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy jest wektorem dyskretnym. Ponadto w takim przypadku przestrzen
wektorowa {\u : X € R} generowana przez atom u jest ideatem projekcyjnym.

DowOD. Zalézmy, ze u > 0 jest atomem w E i niech 0 < x < u. Zdefiniujmy « :=
sup{ > 0 : Sz < u}. Z archimedesowosci E wynika nier6wnosé¢ 1 < a < oo. Ponadto
ar < u. Cheemy dowiesé réwnosci axr = u.

Dla dowodu nie wprost zatozmy v = u — ax > 0. Z archimedesowos’ci E mamy
(v — %x)J“ T, astad (v— ¢ ) > 0 dla pewnego k takiego, ze + < a. Poza tym

1 1
(v — Ex)Jr =(u—(a+ E)x)J“ <ut =wu < 2,
gdyz a > 1. Z drugiej strony (u — (o + ) )~ > 0, bo gdyby tak nie bylo, to mieliby$my
(o + £)z < w, co jest sprzeczne z deﬁmcy@ «. Zaobserwujmy, ze rowniez

I, 1 n
(u— (o + %)x) = ((a+ %)x —u)" < 20z < 2au.

Zatem dla y := o= (u — (a4 1)z)Tiz:= - (u— (a+ $)z)” mamy 0 <y <u, 0<z<u
oraz y A z = 0 co jest sprzeczne z zalozeniem, ze u jest atomem.

Wykazemy teraz druga cze$¢ lematu. Niech A := {\u : A € R}. Z pierwszej czesci
lematu wynika, ze A jest idealem porzadkowym. Aby wykazaé jego zamknietos¢ zatézmy
O0< \ulxreFE Wtedy 0 < A, T wR, astad A\, T A dla pewnego A € R, gdyz E jest
archimedesowa. Zatem \,u T Au, a wiec x = \u t.j., z € A, co konczy dowdd zamknietosci
A.

Dla dowodu projekcyjnosci A wezmy 0 < x € E i oznaczmy

a:=sup{f > 0: fu < x}.
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Stad au < x, a korzystajac z archimedesowosci ¥ mamy 0 < a < oo. Wobec rownosci
r = au+(r—au), wystarczy wykazaé roztacznos¢ elementéw x —au i au czyli roztacznosé
T —aulu.

W tym celu zauwazmy, ze z definicji o wynika zalezno$c¢

O<(:L‘—(a+:b)u):((a+i)u—x)+<(1+a)u v n.

Z oczywistych powodéw dla kazdego n mamy réwniez nieréwnosé 0 < (z— (a4 2)u)* Au <
(1+ @)u. Ponadto (14 a)u jest atomem oraz ((z — (a+ +)u)t Au) A((z— (a+2)u)") = 0.
Zatem (z — (a+ L)u)* Au =0 dla kazdego n. Poniewaz o + + | a i operacje kratowe sa
porzadkowo ciagte, wiec (z — au) Au = (z — au)™ Au = 0, a to oznacza, ze © — au € A%

U

DEFINICJA 6.9. Krata wektorowa jest bezatomowa jezeli nie ma w niej zadnych
atomow.

LEMAT 6.10. Dla kraty Banacha E zachodzq nastepujgce warunki:

(1) Jezeli E ma porzgdkowo ciggla norme i jest bezatomowa, to E* jest bezatomowgq
kratg Banacha.
(2) Jezeli E* jest bezatomowa, to E réwniez.

DowoOD. (1) Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze 0 < ¢ € E* jest atomem. Z poprzed-
niego lematu wynika zatem implikacja:

YEE, 0K < = TA>0:1 =M.

Poniewaz 1) jest dodatni, wigc zbiér Ny, := {x € E : ¢(|z|) = 0} jest ideatem porzadkowym
(nazywamy go idealem zerowym ¢). Porzadkowa ciagto$¢ normy w E pociaga za soba
porzadkowy ciaglos¢ ¢, a zatem Ny jest ideatem zamknietym. Na mocy wniosku 6.9,
E jest porzadkowo zupelna, skad w oparciu o twierdzenie 4.17 wnioskujemy, ze N, jest
projekcyjny. A wiec przyjmujac oznaczenie Cy := N, g, otrzymujemy réwno$¢ E = Ny ®Cy.
Z zalozenia ¢ > 0 wynika Cy # {0}, a zatem istnieje u > 0 takie, ze u € Cy. Wykazemy,
ze u jest atomem w F.

Niech 0 < z < u, 0 < y < u oraz x Ay = 0. Chcemy dowie$¢, ze y = 0. Niech P,
oznacza projekcje na ideal zamkniety B, generowany przez x. Wtedy ¢ o P, € E* (bo
|P:|| <1)i0 < ¢oP, < ¢. Zatem na mocy lematu 6.8 istnieje A > 0 taka, ze po P, = A¢.
Z warunku 0 < ¢(x) = (¢ o P,)(x) = Ap(x) otrzymujemy A\ = 1, skad ¢ = ¢po P,. W
konsekwencji ¢(y) = ¢ o P,(y) = ¢(0) = 0 i ze Scistej dodatnioéci ¢ na C, wnioskujemy,
ze y = 0. Zatem u jest atomem, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem.

(2) Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze 0 < u € E jest atomem. Wtedy przestrzen
B :={)\u: X € R} jest na mocy lematu 6.8 ideatem projekcyjnym. Oznaczajac A := B¢
otrzymujemy F = A @ B. To oznacza, ze E jest topologicznie i kratowo izomorficzna z
kratag Banacha A@GR. A wiec E* jest kratowo izomorficzna z A* &R, ktora posiada atomy.
Fakt ten prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem. U
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7. Zespolone kraty Banacha

Standardowa kompleksyfikacja przestrzeni unormowanych: Jezeli X jest rze-
czywista przestrzenig wektorows, to przez kompleksyfikacje X rozumiemy zespolong prze-
strzen wektorowsa zdefiniowana nastepujaco:

Xe=XoiX={x+1y:z,y € X}

ze standardowo zdefiniowanymi operacjami dodawania wektoréw i mnozenia przez skalary
zespolone. Wtedy X moze by¢ identyfikowana z rzeczywista podprzestrzenia X + {0} C
Xc.
Jezeli X jest przestrzenig unormowana, to jej norme mozemy rozszerzy¢ na cala prze-
strzen X¢ w nastepujacy sposob:
||| == sup |zcosf+ ysinb||

0e[0,2m]

dla z = x + 1y € X¢. Zauwazmy, ze

1
S Ul + iyl < =l < flfl + fly]

dla z =z 4+ 1y € X¢.

Kazdy operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwiema rzeczywistymi przestrzeniami
wektorowymi ma naturalne rozszerzenie do zespolonego operatora liniowego T : Xo —
Yo okreslone wzorem

(7.1) To(x +iy) =Tz +iTy.

LEMAT 7.1. Jezeli X,Y sq przestrzeniami unormowanymi, a T : X — Y operato-
rem lintowym ograniczonym, to operator To : Xo — Yo jest takze ograniczony i spetnia
rowno$¢ ||Tel| = |||

DowOD. - ¢wiczenie. O

Zespolone kraty Banacha - w przypadku kraty Banacha F na Eg definiujemy
rownowazng norme w inny niz opisany powyzej standardowy sposob.

Zatézmy najpierw, ze E = C(Q) dla pewnej przestrzeni zwartej €. (Przez C(Q)
rozumiemy przestrzen funkcji ciaglych na € o wartosdciach rzeczywistych.) Wtedy dla
f,g € C(Q) oraz w € Q mamy

sup (f(w) cos 0+ g(w) sin0) = sup(f(w) cos 0 + g(w) sin0) = /(f(@))* + (g(w))*.

0€[0,27) R

Stad

sup (fcos@+ gsinf) = sup(fcosf + gsinb) =/ f2+g> = |f + ig|,

0€[0,27] feR

gdzie supremum w C(€) jest rozumiane w zwyklym kratowym sensie.
Wréémy teraz do przypadku ogélnego rzeczywistej kraty Banacha E.

TWIERDZENIE 7.2. Dla kazdego elementu u € E ideal E,, jest kratowo izomorficzny z
C(Q2) dla pewnej przestrzeni zwartej €.

DowOD. Bez dowodu. O
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Niech z,y € E, niech u := |z|+]y|. Dla z := x+iy jego modutl definiujemy nastepujaco:

|z| ;== sup (zcosf+ ysinb).
0€[0,27]

Na mocy twierdzenia 7.2, powyzsza wartos¢ jest poprawnie okreslona. Zauwazmy, ze
(éwiczenie)
2l = |ty = | £lo] 2ilyl| = | £y +ia| = | £ |yl 2ilal | = /o> + 2.
STWIERDZENIE 7.3. Jezeli z1, 29,23 € Ec oraz X\ € C, to
(1) |z2| 20 oraz |z2| =0 <= 2z =0;
(2) [Az| = |A] - |=l;
(3) |21+ 22| < |z] + [22].

A wiec odwzorowanie || - ||¢ : Ec — R okreslone definicja
(7.2) Izlle = [[1=] 1l

jest norma. Ponadto z nieréwnosci |x|, |y| < |z| oraz (3) wynika warunek
1
SUll + Myl < llzlle <zl + Nyl

WNIOSEK 7.4.

(1) Norma || - || jest réwnowazna standardowej normie na E¢ zadanej wzorem
|z|| :== sup ||zcosf + ysind|.
0€[0,27]

(2) Jezelix € E, to ||z||c = ||z
(3) Jezeli z1, 29 € E¢ oraz |z1] < |22, to ||z1]lc < [|22]lc-

Poczawszy od teraz, przez kompleksyfikacje E bedziemy rozumieé¢ przestrzen Ego z
norma okreslona wzorem (7.2).

DEFINICJA 7.5. Przez zespolona krate Banacha rozumiemy zespolong przestrzen
Banacha postaci Ec = E @ 1 FE, gdzie F jest rzeczywista kratg Banacha.

Liniowa izometria T : Ec — Fo pomiedzy dwiema zespolonymi kratami Banacha jest
izometrig kratowa, jezeli |Tz| = T'|z| dla z € E¢.

Dwie zespolone kraty Banacha sa kratowo izometryczne, jezeli istnieje pomiedzy nimi
izometria kratowa.

LEMAT 7.6. Jezeli T : E — F jest suriektywnag izometrig kratowg, to Ty : Ec — Fe
zadane wzorem (7.1) jest tez suriektywng izometrig kratowg.

DowOD. WeZzmy z = x + iy € E¢. Zdefiniujmy

D :={\/(zcosb; +ysinb;): 6; €R, i =1,...,n}.
i=1
Wtedy D 1 |z|. Poniewaz T jest porzadkowo ciagly (stwierdzenie 3.11), wiec T/(D) 1
T|z|. Z drugiej strony dla w = V] (xcosb; + ysinb;) € D, T(w) = Vi, ((T'z) cos 0; +
(Ty)sinb;), a wiec T(D) 1 |Toz|. Zatem |Teoz| = T|z| dla z € Ec. W konsekwencji

[Toz| = [ Toz| [ = T2 | = T2l = =]l
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co oznacza, ze To jest suriektywng izometrig kratows. Il

DEFINICJA 7.7. Niech | F beda rzeczywistymi kratami Banacha. Dla operatora T €
L(X,Y) przez norme ||T||¢ rozumiemy operatorowa norme operatora T¢ : Ec — Fg, tzn.

TNl = sup |[Tozc.

l=los
WNIOSEK 7.8. Dla T : E — F mamy warunek |T|| < |T|lc < 2[|T].
LEMAT 7.9. Jezeli T : E — F jest operatorem dodatnim, to |Tcz| < T|z| dla z € Ec.
DowoOD. Niech z =z + iy € Eq. Wtedy Toz = Tx + iTy oraz
(Tz)cosO + (Ty)sinf = T'(xcosh + ysinb) < T|z|,
skad |Toz| = supgeg oq ((Tz) cos 0 + (Ty) sin ) < T'z|. O
WNIOSEK 7.10. Jezeli T' jest dodatni, to |T|| = ||T|c-
STWIERDZENIE 7.11. Jezeli £, F' sq kratami Banacha, to
(1) L(Ec, Fo) = L(E,F) & iL(E,F),

(2) kazdy element L(E¢, Fe) jest postaci T + 1S, gdzie T, S € L(E, F) przy czym
(3) (T+1iS)(x +1iy) = (Tx — Sy) +i(Sx+Ty) dla z =z +1iy € E¢.
DEFINICJA 7.12. Operator T'+iS € L(FE¢, F¢) jest regularny, jezeli T, S € L(E, F)

sg regularne.

STWIERDZENIE 7.13. L.(Ec, Fo) = L,.(E,F) ®iL,(E,F). Jezeli F jest porzadkowo
zupetna, to L,.(Ec, Fo) z r-normg jest zespolong kratq Banacha.

DowoOD. Fakt, ze £,.(E¢, F¢) z r-norma jest zespolona krata Banacha wynika z twier-
dzenia 5.7. U

TWIERDZENIE 7.14. Niech E,F bedq rzeczywistymi kratami Banacha, przy czym F
kratg porzgdkowo zupelng, niech T =T +iS € L,.(Ec, Fo). Wtedy |T| spelnia réwnanie
Riesza-Kantorowicza, tzn. dla kazdego uw € EY mamy

|7 |u=|T +iS|u=sup (T +iS)z| = sup [(T +1S)(x+ iy)|.

|z|<u |z+iy|<u
DowOD. Bez dowodu. O
WNIOSEK 7.15. Jezeli E, F' sq kratami Banacha, przy czym F' jest porzgdkowo zupelna
oraz T € L(E¢, Fr), to |[Tz| <|T|(|z|) dla z € E¢.
WNIOSEK 7.16. Jezeli E' jest kratg Banacha, to Ef. = E*@®1E*. Ponadto dla f € Ef,
u € ET mamy |f|(u) = supy, <, |f(2)].

WNIOSEK 7.17. Jezeli E jest porzqgdkowo zupelng kratq Banacha, to L,.(E¢) z r-normq
jest zespolong algebrq Banacha z jedynkq.

DowOD. Ze stwierdzenia 7.13 wynika réwnosé¢ L, (E¢) = L.(F) @ iL,(E) oraz fakt,
ze L,.(E¢) z r-norma jest zespolona krata Banacha. Niech S, 7 € L,(E¢) oraz |z| < u dla
pewnego u € ET. Wtedy korzystajac z lematu 7.9, otrzymujemy

((8T)2| = |S(T2)| < [S|I(IT 2] < [SI(IT|w)| = (IS[|T])u,
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skad na mocy twierdzenia 7.14 mamy |S7| < |S||7|. W konsekwencji
ISTIr = [NSTII = [SHTT < ST [T = 1Sz - 1]
Zatem L, (E¢) jest zespolona algebra Banacha z jedynka. U

DEFINICJA 7.18. Jezeli E, F sa kratami Banacha, to operator S : Ec — Fg jest
zdominowany przez dodatni operator 7' : £ — F', gdy |Sz| < T'|z| dla z € E¢.

Wtedy S automatycznie jest ciagty.

8. Rozszerzenia operatorow

DEFINICJA 8.1. Odwzorowanie p : X — Z pomiedzy dwiema rzeczywistymi przestrze-
niami wektorowymi jest subliniowe, gdy

(a) p(r +y) <p(x) +ply) dla z,yeX.
(b) p(Az) = Ap(x) dla A>0, ze€X.

TWIERDZENIE 8.2. (Hahn-Banach-Kantorowicz) Niech X bedzie przestrzeniq wekto-
rowg, Y jej podprzestrzenig, F' porzgdkowo zupeing kratq wektorowg, a p : X — F' od-
wzorowaniem subliniowym. Jezeli operator T 1Y — F spelnia nieréwnosé Ty < p(y) dla
y €Y, to istnieje operator S : X — F bedqgcy rozszerzeniem T i spelniajgcy nieréwnosc
Sz < p(x) dlax € X.

Dow6D. Cwiczenie w oparciu o dow6d klasycznego twiedzenia Hahna-Banacha. O

DEFINICJA 8.3. Mowimy, ze podprzestrzen wektorowa Y C X majoryzuje przestrzen
liniowa czesciowo uporzadkowana X, jezeli Vz € X Jy € Y takie, ze x < y.

TWIERDZENIE 8.4. Niech Y bedzie majoryzujgcq podprzestrzeniq wektorowq przestrze-
ni lintowej czeSciowo uporzgdkowane) X. Wtedy kazdy dodatni operator liniowy okreslony
w'Y o warto$ciach w porzgdkowo zupetnej kracie wektorowej F' ma dodatnie liniowe roz-
szerzenie do catej przestrzeni X.

DowoOD. Niech T : Y — F bedzie operatorem dodatnim. Okreslamy odwzorowanie
p: X — F jak nastepuje:

plx) =inf{Ty:yeY, y>x}.

Aby wykazaé istnienie powyzszego infimum, wezmy dowolny = € X. Poniewaz Y majo-
ryzuje X, wiec istnieje z € Y takie, ze 2 > —x czyli —2z < x. Podobnie istnieje y € YV
takie, ze y > x. Z dodatniosci T" wynika nieréwnos¢ —Tz = T(—z) < Ty. Zatem zbiér
{Ty:y €Y, y>x} jest niepusty i ograniczony z dotu. Na mocy porzadkowej zupeosci
F posiada wiec infimum.

Jak tatwo stwierdzi¢, p jest odwzorowaniem subliniowym spetlniajacym dla y € Y
réowno$¢ Ty = p(y). Z twierdzenia 8.2 wynika wiec istnienie operatora liniowego S : X —
F bedacego rozszerzeniem T i speliajacego nieréwnosé Sz < p(x) dla x € X. Jezeli
r € Xt to —x <0, skad =Sz = S(—z) < p(—z) < T(0) = 0 (ostatnia nieréwnosé
wynika z definicji p). Zatem Sz > 0, a wiec S jest dodatnim rozszerzeniem 7. O
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Algebry Banacha

Przez algebre Banacha rozumiemy zespolong przestrzen Banacha A, ktora jest rowno-
czesnie algebra, przy czym miedzy mnozeniem a norma zachodzi zwiazek

gl < IIf1llgll,  frg € A

Algebra Banacha jest przemienna, jezeli fg = ¢gf dla f,g € A, posiada jedynke, gdy
istnieje element 1 € A taki, ze ||1|| = 1 oraz 1f = f1 = f dla f € A. W dalszej
czesci wyktadu przez algebre Banacha bedziemy rozumiec¢ algebre Banacha z jedynka o
ile wyraznie nie zostanie powiedziane, ze jest inaczej.

1. Widmo i rezolwenta

Element f € A jest odwracalny, jezeli istnieje g € A takie, ze fg = 1. Taki element
jest zawsze jedyny. Oznaczamy go: f~! lub 1/f. Przez A~! oznaczamy zbiér wszystkich
elementow odwracalnych w A.

DEFINICJA 1.1. Rezolwentg elementu f € A nazywamy zbior
p(f) :={A € C: \— f jest odwracalny},
natomiast widmo f € A jest to zbior o(f) := C\ p(f).

DEFINICIA 1.2. Méwimy, ze funkcja g : C D V. — A jest silnie analityczna lub
analityczna (V- zbior otwarty), jezeli daje si¢ lokalnie przedstawié w postaci szeregu
potegowego zbieznego w normie. Funkcja g : C U {oo} — A jest silnie analityczna lub
analityczna w nieskonczonosci, jezeli dla A wigkszych na modut od pewnej statej dodatniej
daje sie przedstawi¢ w postaci szeregu potegowego zbieznego w normie.

Moéwimy, ze funkcja g : C DV — A jest stabo analityczna, jezeli pog: C DV — C
jest analityczna dla kazdego fukcjonatu ¢ liniowego i ciagtego na A.

TWIERDZENIE 1.3. Widmo kazdego elementu f € A jest niepustym, zwartym podzbio-
rem C. Odwzorowanie p(f) > X — (A — f)~! jest funkcjq analityczng.

DowoD. Gdy A > |[f]l, to g(A) = 0%, f*/A™! jest funkcja analityczna w nie-
skonczonosci. Z bezposredniego przeliczenia otrzymujemy g(A)(A — f) = 1, tzn. g(\) =
(A — f)7L. Zatem o(f) jest zawarte w kole domknigtym o promieniu || f].

Zatozmy, ze Ao nalezy do rezolwenty f. Wtedy h()) := 32 (Ao — A)"(Ag — f)~ D
jest analityczna w kole otwartym {A € C: |A — Xo| < 1/|[(Ao — f)7'||}. Z bezposredniego
przeliczenia otrzymujemy h(\) = (A— f)~!. Zatem p(f) jest zbiorem otwartym i (A— f)~!
jest analityczna w p(f). A wiec widmo f, jako zbiér domkniety i ograniczony jest zwarte.

Dla kazdego liniowego, ciagtego funkcjonatu ¢ odwzorowanie

p(f)oA— (A=) ecC
29



30 2. ALGEBRY BANACHA

jest funkcjag analityczng znikajacg w nieskonczonosci, a zatem ograniczong. Gdyby widmo
f bylo puste, to funkcja ta bylaby analityczna i ograniczona na calym C, a wiec na mocy
twierdzenia Liouville’a bytaby identycznie réwna zero. Z twierdzenia Hahna-Banacha wy-
nitoby wtedy, ze funkcja A — (A — f)7! jest identycznie réwna zero, co jest niemozliwe.
Zatem o(f) musi by¢ niepuste. O

Whioski z dowodu powyzszego twierdzenia:
WNIOSEK 1.4. A€ o(f) = [N < |/ f]|.
WNIOSEK 1.5. X € p(f) = dist(A\,o(f)) = 1/||(A = f)7Y.

TWIERDZENIE 1.6. Przemienna algebra Banacha z jedynkq, ktora jest ciatem jest izo-
metrycznie izomorficzna z ciatem liczb zespolonych.

DowOD. Wezmy dowolne f € A. Na mocy twierdzenia 1.3, widmo f jest niepuste, a
wiec istnieje A\ takie, ze A — f jest nieodwracalne. Poniewaz A jest ciatem, A — f = 0 czyli
A = f, co konczy dowdd izomorfizmu. Izometrycznosé wynika z faktu, ze jedynka w A ma
norme 1. U

2. Przestrzen idealéw maksymalnych

Ideal J algebry A jest z definicji maksymalny, gdy J # A oraz J nie jest zawarty
w zadnym ideale wia$ciwym (tzn. réznym od A) algebry A. Zbiér wszystkich idealow
maksymalnych A nazywamy przestrzeniq ideatéow maksymalnych A i oznaczamy symbolem

M.

LEMAT 2.1. Kazdy ideal wilaSciwy jest zawarty w pewnym ideale maksymalnym. Ideal
J jest maksymalny wtedy i tylko wtedy, gdy A/J jest cialem.

DowoOD. Dla ideatu J oraz g ¢ J zbiér J + Ag réwniez jest ideatem. Gdy J jest
maksymalny, to J + Ag = A, a to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja f € A oraz
h € J takie, ze h + fg = 1. Ostatni warunek jest réwnowazny istnieniu takich f € A,
held, ze (J+ f)(J+g)=J+ fg=J+1, azatem odwracalnosci kazdego niezerowego
elementu A/J. (Latwo sprawdzi¢, ze J + 1 jest jedynka w A/J.) O

Oznaczmy przez G zbioér elementéw odwracalnych algebry A.
TWIERDZENIE 2.2. G jest zbiorem otwartym w A.

DowoOD. Jezeli f € A oraz |1 — f|| < 1, to 1 nalezy do rezolwenty 1 — f na mocy
wniosku 1.4. A wiec f =1— (1 — f) jest odwracalny czyli f € G. Zatem

U={feA:|1-f|<1}cq.

Dla f € G odwzorowanie g — fg jest homeomorfizmem A na siebie, a U jest otwarty,
zatem zbiér fU jest réwniez otwarty. Poniewaz 1 € U, wiec f € fU C G, co oznacza, ze
fU jest otwartym otoczeniem f zawartym w G. Stad wnioskujemy, ze G jest otwarty. [J

WNIOSEK 2.3. Jezeli J jest ideatem wilasciwym, to jego domkniecie tez.

~ Dowop. Jezeli J jest whasciwy, to J NG = ). Poniewaz G jest otwarty, wigc réwniez
JNG =1, azatem J # A. O
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TWIERDZENIE 2.4. Jezeli J jest ideatem maksymalnym, to J jest domkniety oraz A/J
jest izometrycznie izomorficzne z ciatem C.

DowOD. Domknietosé J wynika z wniosku 2.3. Algebra A/J jest izomorficzna z C na
mocy twierdzenia 1.6 i lematu 2.1. Poniewaz J jest domkniety, wiec A/J jest przestrzenia
Banacha z norma ||f + J|| = inf{||f + ¢g|| : ¢ € J}. Z definicji normy ilorazowej wynika
nier6wnos¢
Ifg+JI <l fg+fT+gJ+J || = (f+)g+(f+ )T = [(f+I) g+ DI < [[f+Illg+7]-

Zatem A/J jest przemienng algebra Banacha z jedynka 1+ J. Jezeli g € J to z faktu,
ze zbior U zdefiniowany w dowodzie twierdzenia 2.2 jest zawarty w GG wynika nierownosé
Il +g| > 1, skad |1 + J|| = 1. To oznacza, ze A/J jest algebra Banacha z jedynka i
réwnoczesnie dowodzi izometrycznosci A/J z C (dlaczego - ¢wiczenie). O

Jezeli J jest idealem maksymalnym, to odwzorowanie
b, A—A/J~C

jest homomorfizmem algebr, a J jest jego jadrem. Homomorfizm ten jest ciagly, bo J jest
domkniety. Ze wzgledu na utozsamienie A/J z C jest to funcjonat liniowo-multyplikatywny.
7 drugiej strony, gdy ¢ : A — C jest funkcjonatem liniowo-multyplikatywnym, to
A/ ker ¢ jest izomorficzne z C, a zatem A/ ker ¢ jest ciatem, a wiec na mocy lematu 2.1,
ker ¢ jest ideatem maksymalnym.
Otrzymalismy w ten sposéb bijekcje ¢ «— ker ¢ miedzy zbiorem funkcjonatéw mul-
typlikatywnych a zbiorem ideatéw maksymalnych.

LEMAT 2.5. Jezeli ¢ jest roznym od zera funkcjonatem lintowo-multyplikatywnym, to
o jest ciagly oraz $(1) = 1 = ||g].

DowOD. Funkcjonal ¢ jest ciagly, bo ker p domknigte. Z réwnosci ¢(1)* = (1)
wnioskujemy, ze ¢(1) = 1 lub (1) = 0. Poniewaz (1) # 0, wiec p(1) = 1.

Niech f € A. Gdy || > || f|l, to A — f jest elementem odwracalnym. Wtedy

pA = Ne((A =) =e1) =1,

skad (A — f) # 0, a zatem p(f) # X\. Wynika stad, ze |¢(f)] < || f| dla kazdego elementu
f € A. Zatem ||¢|| < 1, a poniewaz ¢(1) = 1, wiec ||¢|| = 1. d

Przez M 4 oznaczaliSmy zbiér idealéw maksymalnych algebry A. Ze wzgledu na opi-
sane wczesniej utozsamienienie, symbolu tego bedziemy uzywaé rowniez na oznaczenie
zbioru funkcjonatéw liniowo-multyplikatywnych. Mozemy zatem napisaé¢ inkluzje

Ma C{pe A" ol =1}
Topologie na M 4 definiujemy jako zawezenie x-stabej topologii w A* do M 4.
TWIERDZENIE 2.6. M4 jest przestrzeniq zwartq.
DowoOD. Jezeli {p,} jest ciagiem uogélnionym w M, oraz ¢, — ¢ *-stabo, to z
elementarnych rachunkéw wynika, ze ¢ jest tez funkcjonatem liniowo-multyplikatywnym,
czyli p € My. Zatem My jest domknietym podzbiorem kuli jednostkowej w A*, ktora

jest zwarta w x-stabej topologii na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu. A wiec zbiér M 4
tez jest zwarty. U
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DEFINICJA 2.7. Transformata Gelfanda elementu f € A jest to funkcja f : M — C
okreslona w sposéb nastepujacy:

fle)=¢(f) veMa
Jezeli przez 1 : A — (A*)* okreslimy kanoniczne zanurzenie A w jej druga dualna, to
transformata Gelfanda elementu f € A okazuje sie zawezeniem ¢(f) do M. Oznaczmy

A:={f: f € A}. Dla dowolnej przestrzeni zwartej X przez C'(X) oznaczamy algebre
fukcji cigglych na X o wartosciach zespolonych.

TWIERDZENIE 2.8. Transformata Gelfanda jest homomorfizmem A — A C C(My).
Algebra A rozdziela punkty A, zawiera stale oraz

<, fea

Dowop. Wezmy ¢ € Ma. Weedy [ f(0)] = [¢(f)] < [If]l, bo [l¢]| = 1. Zatem || f]| <
|| f||. Poniewaz transformata Gelfanda jedynki w A jest funkcja identycznie réwna jeden
na M, wiec A zawiera state. Niech ¢; € My, po € My, Jezeli f(p1) = f(p2) dla

wszystkich f € A, to réwniez v1(f) = f(p1) = f(p2) = @o(f) dla wszystkich f € A, skad
©1 = po. Zatem dla o1 # o istnieje f € A takie, ze f(¢1) # f(p2). O

~

TWIERDZENIE 2.9. Dla f € A zachodzi réwnosé o(f) = f(Ma).

DowoOD. Niech A € o(f). Wtedy A — f jest elementem nieodwracalnym w A, a zatem
(A= f)A jest ideatem wlasciwym w A. Zawarty jest wiec w pewnym ideale maksymalnym
J, skad w szczegolnosci wynika, ze A— f € J. Poniewaz J jest jadrem pewnego funkcjonatu
liniowo multyplikatywnego ¢, wiec (A — f) = 0, skad f () = @(f) = A. Otrzymalismy
zatem inkluzje o(f) C f(My).

Niech A € f(My). Wtedy istnicje ¢ € M, takie, ze o(f) = f(¢) = A. Zatem
©(A— f) =0, co oznacza, ze element X\ — f jest nieodwracalny, czyli A € o(f). O

3. Przyklady algebr Banacha

PrzyKrAD 3.1. Algebra C'(X) funkcji ciagtych na zbiorze zwartym X o wartosciach
zespolonych jest algebra Banacha z norma

||f||=§gg|f(iv)|, f e CX).

Kazdy punkt # € X okresla funkcjonal liniowo-multyplikatywny ¢, € Mcx) w sposéb

nastepujacy
pa(f) = f(x),  feC(X).

TWIERDZENIE 3.2. Kazdy funkcjonal p € Mcx) jest ewaluacjq p, w pewnym punkcie
reX.

DowoOD. Zatbézmy, ze ¢ € Mcx) jest 16zny od kazdego ¢, dla x € X. Wtedy dla
kazdego x € istnieje f, € C(X) taka, ze f,(x) # 0 oraz p(f,) = 0. Zatem funkcja | f,|? jest
dodatnia w pewnym otoczeniu x, a o(|f.|?) = ©(f.)e(f.) = 0. Korzystajac ze zwartosci
zbioru X mozemy znalezé punkty z1, ..., z, € X takie, ze funkcja g := | fo, >+ -+ | fu, |?
jest dodatnia na X. A wiec g jest odwracalna w C(X), co jest sprzeczne z rownoscia

©(g) = 0. O
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Powyzsze twierdzenie dowodzi homeomorficznosci zbiorow X i M¢(x).

W dalszej czesci wyktadu przez OF bedziemy oznacza¢ brzeg topologiczny podzbioru
E przestrzeni topologicznej. Przez A bedziemy oznacza¢ domkniete koto jednostkowe na
plaszczyznie zespolone;j.

PrzyYKrAD 3.3. Niech P(0A) bedzie podalgebra C(0A) ztozona z funkcji bedacymi
jednostajnymi granicami wielomianéw na 0A. Jezeli ciag wielomianéw w,, zmierza jedno-
stajnie do f € P(0A), to z zasady maksimum wynika, ze jest on zbiezny jednostajnie na
A do pewnej funkcji f ciaglej na A i analitycznej we wnetrzu A. Z oczywistych powodéw
zawezenie f do OA jest réwne f.

Kazdy punkt A € A wyznacza jednoznacznie funkcjonal liniowo-multyplikatywny oy
na P(OA) zadany wzorem oy(f) = f(\), gdzie f € P(DA), a f jest rozszerzeniem f
opisanym powyzej.

Zalozmy teraz, ze ¢ € Mpa). Niech A = ¢(z2), gdzie z oznacza funkcje z — 2.
Poniewaz ||z|| = 1, na mocy wniosku 1.4 i twierdzenia 2.9, |A| < 1, tzn. A € A. Réwniez
dla dowolnego wielomianu w mamy @(w(\)) = w(A) = p,(w). Poniewaz wielomiany sa
geste w P(OA), wiec ¢ = p). Zatem A mozemy identyfikowa¢ z Mp(ga).

CWICZENIE 3.4. Wykazaé¢ réwnowazno$é ponizszych warunkéw:

(1) f € P(oA)
(2) f posiada rozszerzenie ciagle na A i analityczne w intA
(3) ujemne wspotezynniki Fouriera funkcji f zeruja sie

Wskazowka: skorzysta¢ z twierdzenia Fejera.
PrzYKrAD 3.5. Podobnie jak w poprzednim przykladzie, niech P(OA x 0A) bedzie
podalgebra C'(0Ax0A) ztozona z funkcji bedacymi jednostajnymi granicami wielomiandw

dwoch zmiennych na 0A x 0A. Wykazaé jako ¢wiczenie, ze widmem tej algebry jest zbior
A x A.

PRZYKEAD 3.6. Algebra operatoréw ograniczonych na przestrzeni Banacha z normg
operatorowa jest algebra Banacha z jedynka (operator identycznosciowy), ale nie jest
przemienna.

4. Pewne wlasnosci analityczne i spektralne

TWIERDZENIE 4.1. Niech f bedzie elementem algebry Banacha A, a h funkcjg zespo-
long analityczng w otoczeniu o(f). Wtedy istnieje g € A takie, ze g = ho f.

DowOD. Ze wzoru Cauchy’ego otrzymujemy

o) = g [ e e

:ﬁ zZ— 20

dla dowolnego konturu I" zawierajacego o(f). Okreslamy

g:= ;m/rh(z)(z — ) tdz.
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Powyzsza catka istnieje jako catka Riemanna. Poprzez aproksymacje skonczonymi sumami
Riemanna otrzymujemy

A

3(0) = p(9) = 1= [ Bz — o)) d= = b)) = h(F(),

skad g = ho f. U
DEFINICJA 4.2. Promieniem spektralnym elementu f € A nazywamy wartosé
r(f) == sup{[Al: A € o (f)}.
Na mocy twierdzenia 2.9 promien spektralny jest réwny || f||.

TWIERDZENIE 4.3. 7(f) = lim, oo || /77

1

DowOD. Niech 0 € My, n € N. Wtedy |f(90)| — |fn(90)|5 < anH%’ skad
r(f) = 1]l < liminf || f]|7.

n—oo

Niech L € A*. Dla A ¢ o(f) okreslamy h(\) := L((A — f)~!). Na mocy Twierdzenia
1.3, h jest funkcja analityczna poza widmem f oraz

py =3 AL

n+1
n=0 A

dla dostatecznie duzych |A|. Poniewaz h jest analityczna dla || > || f||, wiec szereg musi
by¢ zbiezny dla takich \. Stad

sup U

w dla |\ > [

Ustalmy A takie, ze |A| > ||f||. Z dowolnosci L wynika, ze powyzszy kres gérny jest
skonczony dla wszystkich L € A*. Z twierdzenia Banacha-Steinhausa (o jednostajnej
ograniczonosci) wnioskujemy, ze

1]
su

P =M < .
no A

Stad
lim sup I < lim sup M A7 =)L
Nieréwnosé powyzsza jest prawdziwa, gdy |A| > || f||, a zatem
limsup || ][ < [If]] = r(f).
co konczy dowdd twierdzenia. U
WNIOSEK 4.4. Transformata Gelfanda jest izometrig wtedy @ tylko wtedy, gdy
120 = 1LA1

DowéD. Gdy transformata Gelfanda jest izometria, to ||f2]| = || /2 = |If]I? = || £]I>-
Implikacja przeciwna wynika z twierdzenia 4.3.



4. PEWNE WELASNOSCI ANALITYCZNE I SPEKTRALNE 35

LEMAT 4.5. Niech f : C — C bedzie funkcjg catkowitq takq, zZe f(0) =1, f/(0) =0

oraz
0<|fN]<ed  dia)eC.

Wtedy f(X\) =1 dla wszystkich A € C.

DowOD. Poniewaz f nie ma zer, wiec istnieje funkcja catkowita g taka, ze f = exp(g),
g(0) = ¢'(0) = 0irelg(N)] < |A|. Wtedy dla r > || otrzymujemy

lgN[* < 4r? — dre g(\) + [g(V)* = [2r — g(V) %,
skad wnioskujemy, ze funkcja
r2g(A)

4.1 hy(\) = ——22
-y W= i — g0
jest holomorficzna w zbiorze {\A : |\| < 2r}. Ponadto |h.(\)] < 1 dla |A| = r. Z zasady
maksimum wynika wiec, ze
(4.2) |h(N)] <1 dla |\ <.
Ustalmy A i niech  — oo. Wéwcezas (4.1) i (4.2) implikuja g(A) = 0. O

TWIERDZENIE 4.6. (Gelfand, Kahane, Zelazko) Jezeli ¢ jest funkcjonatem liniowym

na algebrze Banacha A (niekoniecznie przemiennej) takim, Ze (1) =1 oraz o(f) # 0 dla
kazdego elementu odwracalnego f € A, to ¢ jest multyplikatywny.

Uwaga: cigglo$¢ ¢ nie jest zakladana.

DowOD. (Nie obowigzuje do egzaminu). Niech f, g € A. Z faktu, ze ker ¢ ma kowymiar
rowny 1 wynika, ze
f=a+o(HL,  g=b+e(gl
dla pewnych elementéw a, b € ker ¢. Zatem

(4.3) p(fg) = elab) + (a)p(g) + o(f)e(b) + o(f)e(g) = ¢lab) + ©(f)e(g)-
A wiec ¢ jest multyplikatywny wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi implikacja:

(4.4) a,b € kero = ab € ker ¢.
Przypusémy, ze powyzsza implikacja zachodzi dla a = b tzn.
(4.5) a € kerop = a’ € ker .
Wtedy (4.3) dla f = g implikuje

(4.6) o) = (p(f)?  dlafeA

Zastepujac f przez f+ g w (4.6), dla f,g € A otrzymujemy rownosé¢ ¢(fg + gf) =
20(f)e(g), skad wynika implikacja

(4.7) fe€kerp,ge A = fg+gf € ker .
Rozwazmy tozsamosc¢

(4.8) (fa—agf) +(fg+af)>=2(f(af9)+ (9f9)[)

Jesli f € ker @, to prawa strona (4.8) jest na mocy (4.7) elementem ker ¢ i jest nim réwniez
(fg + gf)? na mocy (4.7) i (4.6). Zatem (fg — gf)? € ker ¢ i kolejne zastosowanie (4.6)
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daje warunek fg—gf € kerp dla f € kerp, g € A, ktéry potaczony z (4.7) daje (4.4), co
oznacza multyplikatywnosé ¢. Wystarczy wiec dowiesé (4.5).

7 zatozenia, ker ¢ nie zawiera zadnych elementéw odwracalnych algebry A. Zatem, na
mocy wniosku 1.4, |1 — f|| > 1 dla f € ker ¢. Zatem

(4.9) A =D=M =leA=f)  dlafeckerpreC.

Whioskujemy stad, ze ¢ jest ciaglym funkcjonatem liniowym na A o normie 1.
Aby udowodnié¢ (4.5), ustalmy a € kery, zatézmy bez straty ogdlnosci |ja| = 1 i
zdefiniujmy

(4.10) h(\) = i Sog‘f)v AeC.

Poniewaz |p(a™)| < ||a™]] < ||la]|™ = 1, wiec funkcja h jest catkowita i spelnia nieréwnosé
|h(A)] < exp |A| dla wszystkich A € C. Ponadto h(0) = ¢(1) =11 A'(0) = p(a) = 0.

Jesli udowodnimy, ze h(\) # 0 dla wszystkich A € C, to z lematu 4.5 wynika¢ bedzie
R"(0) = 0. Zatem o(a?) = 0, co dowodzi (4.5).

Szereg
(4.11) EQN)=> A—a”
n=0 nl

jest zbiezny w normie na A dla wszystkich A € C. Z cigglosci ¢ mamy
(4.12) h(A\) = p(E(N)) AeC.

Réwnanie funkeyjne F(\ + ) = E(N)E(u) wynika z (4.11) doktadnie w taki sam sposdb,
jak w przypadku skalarnym. W szczegélnosci

ENE(-\)=E(0)=1 daxeC.

Zatem E()) jest elementem odwracalnym w A dla wszystkich A € C. Na mocy zalozenia
mamy wiec @(E(X)) # 01 wobec (4.12), réwniez h(\) # 0, co konczy dowdd.
U

5. Brzeg Szylowa
DEFINICJA 5.1. Zbior £ C M 4 nazywamy zbiorem maksymizujacym, gdy
sup | f(¢)| = [l 1
pel
Brzeg Szytowa jest to minimalny domkniety zbiér maksymizujacy.

TWIERDZENIE 5.2. Algebra Banacha (przemienna, z jedynkq) ma jednoznacznie wy-
znaczony brzeg Szytowa.

DowOD. Niech F bedzie rodzing domknietych zbioréw maksymizujacych. F jest nie-
pusta, bo M4 € F. Ponadto F jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym przez relacje
inkluzji. Jezeli {E,} jest tancuchem w F, to N, Es jest jego kresem dolnym. Rzeczywi-
Scie, poniewaz kazdy F, jest domkniety, wiec dla kazdego f € A i dla kazdego o mamy

Eon{p e Ma:|f(@) = IIfI} #0.
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Ze zwarto$ci M 4 wnioskujemy, ze
NEan{p e Ma:|fe) =1} #0,

co oznacza, ze rowniez (), E, € F. Zatem, na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna, w F
istnieje element minimalny I'.

Wystarczy teraz wykaza¢ jedynosé I'.

Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze istnieja dwa rézne brzegi Szylowa 'y, I'5. Niech
wo € I'1, a V niech bedzie dowolnym elementem z bazy otoczen ¢q, tzn.

V={peMa:lfilp)l < filpo) =0,i=1,....,n}.
7 minimalnosci I'y wynika istnienie g € A takie, ze

G g = 1.
max |5()] < 191

Zatem istnieje m € N takie, ze

maXi=i..n ||ﬁ||

dla ¢ € I'y \ V, skad dla kazdego i otrzymujemy
(5.1) max g™ (@) fi(@) = g fill <e.

Poniewaz I'y jest brzegiem Szylowa, wiec istnieje p; € D'y takie, ze [§™(p1)| = 1. Z
ostatniej nieréwnosci w 5.1 dla kazdego i mamy |§™ (1) fi(p1)] < ¢, skad |fi(¢1)| < e,
a zatem @1 € V. WykazaliSmy wiec, ze kazde otoczenie py ma niepuste przecigcie z I's.
Na mocy domknigtosci I'y oznacza to, ze ¢y nalezy do I's. Zatem I'y C I's i analogicznie
'y CTIy. O

WNIOSEK 5.3. Zbior I jest brzegiem Szylowa wtedy i tylko wtedy, gdy I" jest przecie-
ciem wszystkich domknietych zbiorow maksymizujgcych.

PRZYKEAD 5.4. 7 okreslenia algebry A = P(0A) wynika, ze jej brzeg Szytowa I 4 jest
zawarty w OA. Niech |A\| = 1, f(2) = 1+ Az. Mamy f € A oraz max.ea |f(2)] = f(N).
St@d FA = 0A.

PrzYKrAD 5.5. Podobnie brzeg Szytowa algebry A = P(OA x 0A) jest zawarty w
OA x OA. Niech |M\i],[Ae] = 1, f(21,22) = (1 + Mz1)(1 + Ma2zp). Mamy f € A oraz
maxX,eaxa |f(2)] = f(A1, A2). Stad T'y = 0A x 0A.

Przez I' 4 bedziemy oznacza¢ brzeg Szytowa algebry A, a przez OF brzeg topologiczny
zbioru F.

TWIERDZENIE 5.6. Dla dowolnego elementu f € A mamy f(FA) D 8f(/\/lA).

DowdDp. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze istnicje ¢ € My takie, ze f(p) €
Of(Ma) oraz 6 = dist(f(p), f(I'a)) > 0, zatem istnieje A € C takie, ze |\ — f(p)| <
§/2 oraz A ¢ f(Mya) = o(f). A wiec A — f jest elementem odwracalnym. Potézmy

g:=(A—f)"! Stad g = ﬁ Wtedy dla ¢ € I'y mamy

o
—
<
=
I
>
I
>
>
N
STl
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Stad [|g]| < 2, ale g(¢) > 2, co prowadzi do sprzecznosci. O

6. Algebry funkcyjne

DEFINICJA 6.1. Zbiorem stanow algebry A nazywamy zbior
S(A) :={p e A" ol =1,¢(1) = 1}.

Prosta obserwacja jest réwnosé S(A) = {p € A* : [|¢|| < 1,¢(1) = 1}. Z twierdzenia
Kreina-Milmana wnioskujemy, ze S(A) jest réwny domknietej powtoce wypuktej swoich
punktéw ekstremalnych Q(A).

DEFINICJA 6.2. Algebre Banacha A nazywamy algebra funkcyjng, gdy A jest izome-
tryczna z A. Na mocy wniosku 4.4 zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego f € A
zachodzi réwnosé || 2| = || f]|*.

DEFINICIJA 6.3. Realizacjg algebry funkcyjnej A nazywamy dowolng izometrycznie
izomorficzna z A podalgebre domknieta Ax C C(X) zawierajaca stale i rozdzielajaca
punkty X, gdzie X jest pewnym zbiorem zwartym.

A wiec realizacja algebry A jest A, jak réwniez zawezenie Ado dowolnego domknietego
zbioru maksymizujacego E, m. in. do brzegu Szytowa I'.

TWIERDZENIE 6.4.
Q(A) C My.

DowOD. Niech Ax bedzie pewng realizacja algebry A i niech ¢ € Q(A). Zdefiniujmy
Zy, ={F € S(C(X)): Fla= ¢}

Z twierdzenia Hahna-Banacha wynika, ze Z, jest niepusty. Ponadto jest on *-stabo zwarty
(dlaczego? - ¢wiczenie). Zaldzmy, ze Fy jest punktem ekstremalnym Z,. Wykazemy, ze
jest réwniez punktem ekstremalnym S(C(X)).

Niech Fy = 1(Fy + F»), gdzie Fy, F € S(C(X)). Niech ¢; := Fi|4 dla i = 1,2. Wtedy

1 1
o= Fyla= §(F1\A + Fla) = 5(801 + 2).

Poniewaz ¢ jest punktem ekstremalnym, wiec ¢ = ¢ = 9, skad otrzymujemy Fi, 5 €
Z,. Poniewaz Fy jest punktem ekstremalnym w Z,, wigc Iy = Iy = Fj, co oznacza, zZe
Fy jest punktem ekstremalnym w S(C(X)). Z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatu
wynika, ze istnieje miara zespolona p na zbiorze X (borelowska, regularna) taka, ze

Fo(f) = [ fdu  diafeC(X)

oraz ||p]| = ||Fol| = 1. Poniewaz u(X) = Fy(1) = 1, wiec p > 0. Jezeli nosnik p nie bytby
zbiorem jednopunktowym, to Fy nie bylby punktem ekstremalnym w S(C(X)). Zatem
istnieje ¢ € X taki, ze

(6.1) Fo(f) = f(zo),
skad wynika, ze Fy jest funkcjonalem liniowo-multyplikatywnym. A wiec ¢ = Fy|a jest
rowniez liniowo-multyplikatywny:. O

Z 6.1 otrzymujemy ponadto
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WNIOSEK 6.5. Zbior Q(A) C X dla kazdej realizacji Ax C C(X).
DEFINICJA 6.6. Zbior Q(A) nazywamy brzegiem Choqueta algebry A.

TWIERDZENIE 6.7.

O(A) =T
DowOD. Z twierdzenia 6.4 mamy Q(A) C M4 C S(A). Zatem dla dowolnego f € A

sup [f(z)] < sup [f(z)| =|[f| < sup [o(f)l < sup |o(f)l= sup |o(f)],
zeQ(A) zeEMa pES(A) peconv(Q(A)) pEQ(A)

gdzie conv(€(A)) oznacza otoczke wypukla zbioru Q(A). Wykazaliémy wiec, ze Q(A)
jest domknietym zbiorem maksymizujgcym zawartym w M 4. Zawiera wiec najmniejszy
domkniety zbiér maksymizujacy, czyli ' 4. Z drugiej strony, na mocy wniosku 6.5, Q(A) C
X dla kazdej realizacji Ax. A wiec Q(A) C I'y, bo Ar, tez jest pewna realizacja A. O

TWIERDZENIE 6.8. Jezeli Ay, As sq algebrami funkcyjnymi, to Ay, As sq izomorficzne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy sq izometryczne.

DowOD. Zaloézmy, ze Ay, A sg izomorficzne. Poniewaz izomorfizm zachowuje widmo,
wiec zachowuje tez norme spektralng, ktéra w przypadku algebr funkcyjnych jest rowna
normie wyjsciowej.

Implikacja w drugg strone bez dowodu. O

7. Przemienne C*-algebry

DEFINICJA 7.1. W zespolonej algebrze (niekoniecznie przemiennej) inwolucja nazy-
wamy odwzorowanie

Asf—-feA

speliajace dla f,g € Ai A € C warunki:

(1) f==f

2) (f+g) ="+yg

(3) (Af)Af*

4) (f9)y =g [

PRzYKEAD 7.2. W algebrze C(X), gdzie X jest pewnym zbiorem zwartym inwolucja

jest odwzorowanie C'(X) 3> f — f € C(X) (f oznacza funkcje f(z) := f(x)).

DEFINICJA 7.3. Algebre Banacha z inwolucjg spetniajaca dodatkowo warunek

L1 = 111
nazywamy C*-algebra.

DEFINICJA 7.4. Niech A, B beda dwiema algebrami z inwolucja. Méwimy, ze odwzo-
rowanie ® : A — B jezeli ®(f*) = ®(f)* dla f € A. Przez *-izometrie bedziemy rozumie¢
izometrie zachowujaca inwolucje.

TWIERDZENIE 7.5. (Gelfand-Najmark) Dla dowolnej przemiennej C*-algebry A trans-
formacja Gelfanda jest x-izometrycznym izomorfizmem A na C(M4).

Uwaga: Zachowanie inwolucji oznacza w tym przypadku spelianie réwnosci f* = f.
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LEMAT 7.6.
1* =1.

DowoOD. Korzystajac z przemiennosei oraz punktéw (1) i (4) definicji inwolucji otrzy-
mujemy
=11 =1"1" = 1"1" = (I"1])" = 1" = 1.

LEMAT 7.7.

L= A1 WA =11 dla f € A

DowoOD. Korzystajac dwukrotnie z warunku w definicji C*-algebry oraz punktu (4)
definicji inwolucji, dla f € A otrzymujemy

L2 =1 2 = 1D DO = 1L F17 = 1A
skad || f2|| = || f||*>. Podobnie
LA =LAl = 1 1= LI
skad ||| = [/l -
WNIOSEK 7.8. Przemienna C*-algebra jest algebrg funkcyjng.

LEMAT 7.9.
a(f)={ :xea(f)}

DowoOp. Element A — f jest odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g € A
takie, ze g(A — f) = (A — f)g = 1, a to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (A — f*)g* =
g (A — f*) =1, tzn. gdy A — f* jest odwracalny. O

LEMAT 7.10.
(1) Jezeli f € Ai f*=f~1, to|f| =1.
(2) Jezelig € A i g* =g, to g jest rzeczywista.

DoOwOD. (1) Z zalozenia f* = f~1 otrzymujemy 1 = || f*f|| = || f||* oraz (f~1)* = f,
skad 1= ||(f~H*f7Y] = ||f7||>. Zatem widmo f i widmo f~! zawiera si¢ w domknietym
kole jednostkowym (wniosek 1.4). Ponadto na mocy twierdzenia 2.9 oraz lematu 7.9,
o) = fFMA) = FIMA) = o(f 1) = o(f*) = {X: A € o(f)}, co jest mozliwe
tylko wtedy, gdy widmo f jest zawarte w okregu jednostkowym. A wiec | f | = 1.

oo h"

(2) Dla h € A mamy e" = 30° - przy czym szereg jest zbiezny w normie. Zatem
1

eh = e, skad wynika, ze e jest odwracalny i (eM~! = e Z lematu 7.7 wynika, ze
inwolucja jest ciggla, a zatem
S YU

*
' : eh
n=0 n. n=0 L

dla h € A. Z zalozenia g = ¢*. Zdefiniujmy f := €¥9. Wtedy f* = e =¢7 ¥ = 1. 7Z
punktu (1) wynika, ze widmo f zawiera sie w okregu jednostkowym, co oznacza, ze widmo
g jest rzeczywiste, a poniewaz §(M,) = o(g), wiec g jest funkcja rzeczywista. O
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DOwWOD. (TWIERDZENIA GELFANDA-NAJMARKA) Na mocy wniosku 7.8, A jest al-

gebra funkeyjna, a zatem transformacja Gelfanda A — A c C (M 4) jest izometria.
Niech f € A. Zdefiniujmy g := (f+ f*)/2, h == (f — f*)/2i. Wtedy f = g+ih, g = g%,

h = h*, skad f* = ¢g* — ih*. Na mocy lematu 7.10, elementy g i h sa rzeczywiste, skad

fr=g —ilt=g—ih=f,

co oznacza zachowanie inwolucji przez transformacje Gelfanda. Algebra A zawiera stale,

rozdziela punkty M 4 1 jest symetryczna, a wigc na mocy twierdzenia Stone’a-Weierstrassa

mamy A = C(My). O

Niech S bedzie przestrzenia topologiczna. Przez C'B(S) oznaczamy algebre funkcji
ciagtych i ograniczonych na S o wartosciach zespolonych. Jest to przemienna C*-algebra
7z normga supremows i inwolucjg f* = f. Z twierdzenia Gelfanda-Najmarka wynika, ze
CB(S) jest *-izometrycznie izomorficzna z algebrg C(Mcp(s)). Dla s € S zdefiniujmy

)= ) )
feCB(S)
Kazdy 7(s) jest funkcjonatem liniowo-multyplikatywnym na C'B(S). Odwzorowanie
S35 —1(s) € Meps)
jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy C'B (S) rozdziela punkty S. Ponadto 7(S) jest geste
w Meps), bo f=0gdy f=0na7(S5).

STWIERDZENIE 7.11. Odwzorowanie T jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy
S jest przestrzeniq Tichonowa.

Dowop. - Cwiczenie. O
7 powyzszego otrzymujemy nastepujace twierdzenie o kompaktyfikacji:
TWIERDZENIE 7.12. (C’ech—Stone} Jezeli S jest przestrzenig Tichonowa, to istnieje

przestrzen zwarta X taka, Ze S jest homeomorficzna z gestym podzbiorem X. Ponadto
kazda funkcja ciggla i ograniczona na S ma ciggle rozszerzenie na catg X.

8. Operatory normalne w przestrzeni Hilberta

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Oznaczmy przez B(H) algebre operatoréw li-
niowych i ograniczonych z H w H ze sktadaniem operatoréw jako dziataniem mnozenia.

CWICZENIE 8.1. Sprawdzi¢, ze B(H) spelnia wszystkie aksjomaty algebry Banacha.

Dla dowolnego operatora T' € B(H) oraz y € H odwzorowanie
p:H >3y — (x,Ty)

jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na H, gdyz |(z, T'y)| < ||z||||T]|||y||- Z ostatniej
nier6wnoséci wynika réwniez zaleznosé ||¢|| < ||T']|||z||. Z twierdzenia Riesza o postaci
funkcjonatu w przestrzeni Hilberta wnioskujemy, ze istnieje jedyny wektor T*x € H taki,
ze p(y) = (T"z,y) dlay € H oraz ||[T"z|| = [[¢|| < ||T|[|z]|. Zatem (T"z,y) = (z,Ty) dla
x,y € H. Nietrudno sprawdzi¢, ze odwzorowanie T* : H > x — T*xz € H jest liniowe, co
wobec nieréwnosci ||T7*x|| < ||T||||z||, implikuje T* € B(H) oraz ||[T*| < |||
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CwiczeNIE 8.2. Udowodnié, ze | T = ||T||.

CWICZENIE 8.3. Sprawdzi¢, ze odwzorowanie B(H) > T — T* € B(H) spehia
aksjomaty involucji.

DEFINICJA 8.4. Operator T* nazywamy operatorem sprzezonym do T

LEMAT 8.5. Jezeli T € B(H), to |T*T|| = || T|J?.

Dowob.
Il < T NTh < 17)1* = (||81H1£>1 1T()?
= sup ||Tz||* = sup (Tz,Tz) = sup (I"Tx,z) < ||T*T||.
llzll<1 ll=ll<1 llzll<1

]
DEFINICJA 8.6. Operator N € B(H) jest operatorem normalnym, gdy NN* = N*N.

Dla operatora normalnego N € B(H) domknieta algebra A generowana przez N, N*
i operator identycznosciowy jest przemienng algebra Banacha z jedynka i z inwolucja. Z
lematu 8.5 wynika, ze jest to C*-algebra.

Na mocy twierdzenia 7.5 (Gelfanda-Najmarka), A jest #-izometrycznie izomorficzna z
C'(M ). Kazdy funkcjonal ¢ € M4 jest catkowicie zdeterminowany przez wartosé (V).

W konsekwencji M 4 moze by¢ identyfikowane z widmem o4 (V) operatora N w algebrze
A.

LEMAT 8.7. 04(N) = o(N), gdzie o(N) oznacza widmo N w algebrze B(H ).

DowoOD. Jezeli A — N jest nieodwracalny w B(H), to jest nieodwracalny w A. Zatem
O'(N) C O'A(N).

Zalozmy teraz, ze T := A— N jest odwracalny w B(H ). Wtedy réwniez 7%, a wiec i T*T
jest odwracalny w B(H). Poniewaz T—! = (T*T)~'T*, wystarczy dowies¢, ze (T*T)~! €
A.

Poniewaz T°T = |T|? > 0, na M, wiee (t — T*T)"' € Adlat < 0, gdyz (t — T°T) =
t —|T)? <t < 0.7% faktu, ze (t — T*T)"" zmierza w normie B(H) do (=T*T)~! gdy
t — 0—, (dlaczego - ¢éwiczenie) otrzymujemy (T*T)~! € A, co koriczy dowdd lematu. O

A zatem A jest s-izometrycznie izomorficzna z C(o(N)). Dla funkcji f € C(o(N))
odpowiadajacy jej operator bedzie oznaczany przez f(N). Z rozwazan przed lematem 8.7
wynika, ze funkcja odpowiadajacg operatorowi N jest funkcja z — z.

DEerINICJA 8.8. Funkcje Baire’a na zbiorze zwartym X sg to funkcje wchodzace w
sktad najmniejszej klasy funkcji domknietej ze wzgledu na zbieznosé i zawierajacej wszyst-
kie funkcje ciagte.

TWIERDZENIE 8.9. Izometryczny x-izomorfizm f — f(N) algebry C(o(N)) na A roz-
szerza sie do x-homomorfizmu algebry B(o(N)) wszystkich ograniczonych funkcji Baire’a
na o(N) w algebre B(H) spetniajocy warunek ||g(N)|| < |lg|| dla g € B(o(N)), gdzie
lgll = {suplg(2)| : z € o(N)}.



8. OPERATORY NORMALNE W PRZESTRZENI HILBERTA 43

Rozszerzenie to jest jednoznaczne. Ponadto, gdy {gn}>2, jest ograniczonym ciggiem w
B(o(N)), zbieznym punktowo do g, to

(8.1) Jim (g, (N)z,y) = (g(N)z,y), =,y € H.

DowOD. (Do egzaminu obowigzuje szkic dowodu). Jednoznacznos$é rozszerzenia wyni-
ka ze wzoru (8.1).
Dla f € C(o(N)) i z,y € H okreslamy
L(f,x,y) == (f(N)z,y).

Funkcjonat L jest liniowy wzgledem f oraz x i antyliniowy wzgledem y. Ponadto

\LCF )l < A fIIfl Ayl

7 twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatu wynika, ze dla ustalonych x,y € H istnieje
miara zespolona i, na o(N) taka, ze

Lifiay) = [ fdumy.  f€Clo(V),

oraz ||fizy || < ||z|||ly]]. Powyzszy wzér pozwala nam rozszerzy¢ L do B(o(N)) w nastepu-
jacy sposob

(8.2 Lg.w.p) = [gdue,  f€B(N)).
Zachodzi przy tym oszacowanie

1L(g, z )| < lgllll=lllyll g € Ble(N)), xyeH.
Istnieje zatem operator g(N) € B(H) taki, ze

(8.3) L(g,z,y) = (9(N)z,y),  x,y€H.
Odwzorowanie g — g(N) jest liniowe, spelnia warunek

lg(NI < llgll,  g(N) = g(N)*
oraz rownos¢ (8.1). Dla f,g € C(c(N)) oraz X,y € H mamy

(8.4) (o) (N)z,y) = (f(N)g(N)z,y) = (g(N)z, f(N)"y).

Nier6wnosé powyzsza rozszerzamy na g € B(o(N)) ustalajac f € C(o(N)) i korzystajac
z przejscia granicznego w (8.1), a nastepnie w podobny sposéb na f € B(o(N)) ustalajac
g € B(o(N)). Zatem

(8.5) (fg)(N) = f(N)g(N)
dla f,g € B(c(N)), co koficzy dowdd. O

Przez zbiér Baire’a rozumiemy tutaj kazdy zbioér nalezacy do najmniejszej o-algebry
generowanej przez zbiory, ktorych funkcje charakterystyczne sa funkcjami Baire’a. Zatem
zbiorami Baire’a sa miedzy innymi podzbiory zwarte zbioru liczb zespolonych. Dla zbioru
Baire’a F mamy xg(N) = x%(N) = xg(N)xe(N) oraz xg(N)* = xg(N). Oznacza to, ze
operator P(E) := xg(N) jest projekcja ortogonalna. Ponadto, na mocy (8.2) oraz (8.3)
otrzymujemy

(8.6) (P(E)2,y) = pay(E).
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Odwzorowanie F — P(FE) spetniajace (8.6), ktérego wartodciami sa projekcje ortogonalne
nazywamy miara spektralng. Zauwazmy, ze wobec (8.5), spelnia ono réwniez rownosé
P(ENF) = P(E)P(F).

Niech g bedzie funkcja ciagta na o(N) (a wiec jednostajnie ciagla) i niech w bedzie
jej modutem ciggtosci, tzn. [g(\) — g(N)| < w(d) dla A — N'| < 4. Niech {Ej;}7_, bedzie
pokryciem o(N) zbiorami Baire’a o §rednicach mniejszych od d. Jezeli \; € E; sa ustalone,
to

\m—ﬁyunmm<wwy

Stad na mocy twierdzenia 8.9

n

lg(N) = 2_ 9(\) P(E))]| < w(d).

j=1

Zmierzajac z delta do zera otrzymujemy rownosé
o) = [ gdP g Co))
ktéra w Swietle (8.6) nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze dla dowolnych x,y € H mamy

gNw,y:/ gdP-x,y:/ gdpu, g€ C(a(N)).

Wa) = [ gdPO) = [ gdu, (o(V))

W szczegdlnosei dla g(A) = A otrzymujemy nastepujace twierdzenie spektralne
TWIERDZENIE 8.10. Jezeli N € B(H) jest operatorem normalnym, to istnieje miara

spektralna P na o(N) taka, Ze

N = AdP.

o(N)

TWIERDZENIE 8.11. (Gelfand-Najmark). Jezeli A jest C*-algebrq, to istnieje prze-
strzen Hilberta H taka, Ze A jest x-izometrycznie izomorficzna z pewng x-podalgebrg B(H ).

DowOD. Bez dowodu. O



ROZDZIAY, 3

Wtlasnosci kratowe i algebraiczne C'(X) i przestrzeni do niej
dualnej

1. Idealy algebraiczne i porzadkowe w Cg(X) i w przestrzeni do niej dualnej
Przypomnijmy wniosek 2.9 z rozdziatu 1:

WNIOSEK 1.1. Jezeli E, F' sq porzgdkowo zupelnymi kratami wektorowyms, to

(1) (SVT)z=sup{Sy+Tz: y,z€ ET, y+ 2z ==z},
(2) (SAT)x=inf{Sy+Tz: y,z€ ET, y+2z=1x}

dla S,T € L.(E,F), x € E*.
Wynika z niego nastepujacy

LEMAT 1.2. Jezeli E jest kratg Banacha, x*,y* € (E*)T, 2* Ay* =0, to dla kazdego
e > 0 istniejg x,y € EY takie, Ze ||z]| < 1, ly]| < 1, x Ay = 0 oraz ||z*|| < z*(x) + ¢,
1y [l < y*(y) +e.

DowOD. Niech § := ¢/3. Wezmy u,v € ET o normie 1 takie, ze ||z]|* < z*(u) + 4,
llyl* < y*(v) + 0. Poniewaz (z* A y*)(u) = (x* A y*)(v) = 0, wiec na mocy wniosku 1.1
= Uy, Ug € ET: Ul + U = U, x*(ul) + y*(u2) <0
= U1, Vg € ET: V1 + v =, LU*(U1> +y*<U2) <0

Zdefiniujmy z := ug — v1 A ug, y := v — v1 Aug. Wtedy ||z]] <1 ||y|| <1 oraz z Ay =0.
Zatem

¥ (x) = 2% (ug) — 2" (v1 Aug) > 2" (uz) — 2™ (v1) 2 2% (ug) — 2™ (v1) — 2 (ve) > 2" (uz) — 9§
=" (u) =" (u1) = 0 > ([[27[| = 0) — 2™ (ur) =6 > [|27] = 36 > [|l2*| — ¢
Analogicznie y*(y) > |ly*|| —e. O
WNIOSEK 1.3. Zatozmy, ze w kracie Banacha E dla kazdej pary roztgcznych elemen-
tow x,y zachodzi réwnosé ||x V y|| = max{||z|, ||y||}. Wtedy dla kazdej pary roztacznych

elementow x*,y* € E* zachodzi réwnosé ||x* + y*|| = ||z*|| + ||ly*]|.
Rowniez dla kazdego ciggu {z}} C E* parami roztgcznych elementow mamy

00 00
Il =2l
i=1 =1

DowOD. Niech z*, y* € E* oraz x* A y* = 0. Wezmy dowolne € > 0. Wtedy, na mocy
lematu 1.2, istniejg roztaczne elementy x,y € E' o normie niewigkszej od 1 takie, ze

45
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|z*]| < 2*(x) + e, ||y < y*(y) + €. Stad
|z + ™| < ||z + |y < z*(z +y) +y" (2 +y) +2e < (2" +y")(x +y) + 2
<l + y*([llz + yll + 2 < |2 +y*||[|a vV yl| + 2 < ||2" + 37| + 2.

A zatem mamy réwnos¢ ||z*+y*|| = ||z*||+]|y*||. Stosujac otrzymana réwnos¢ wielokrotnie
i przechodzac do granicy otrzymamy pozostaly czes¢ tezy. U

Niech X bedzie zbiorem zwartym. Rozwazmy algebre Cg(X) funkcji ciagltych na X o
wartosciach rzeczywistych. Jest to algebra Banacha nad ciatem liczb rzeczywistych.

TWIERDZENIE 1.4. Jezeli J jest domknictym idealem algebry A = Cgr(X) nad ciatem
liczb rzeczywistych lub algebry A = C(X) nad ciatem liczb zespolonych, to J = Jg, gdzie
E jest pewnym domknietym podzbiorem X, a Jp ={f € A: f|g = 0}.

DowoOD. Przyjmijmy E = ey f~'({0}). Oczywiscie J C Jg. Wykazemy inkluzje
przeciwna.

Niech f € Jg. Ustalmy € > 0 i niech U := {z € X : |f(z)| < }. Poniewaz f jest
ciagta, wiec U jest otwarty, a zatem K := X \ U jest domkniety w X, a wiec réwniez
zwarty. Ponadto U D f~1({0}) D E. Wynika stad, ze dla kazdego y € K istnieje funkcja
gy € J rézna od zera w pewnym otoczeniu V, punktu y. Rodzina {V} },cx stanowi otwarte
pokrycie zbioru K. Ze zwartosci zbioru K wynika istnienie podpokrycia skonczonego
{Vis. .., Vi, }. Zdefiniujmy funkcje g € J jak nastepuje:

9= 99yt 9y Gy, = ‘gy1‘2 +o Tt ‘gyn‘Q'
Zauwazmy, ze dla kazdego n naturalnego funkcja 1 + ng jest wszedzie silnie dodatnia, a
zatem 1/(1 4+ ng) € A. Stad f, := f% € J dla kazdego n, gdyz g € J. Wykazemy, ze
|f — fu| < 2e dla dostatecznie duzych n. Istotnie, gdy = €U, to |f(z) — f.(z)] < 2¢ dla

dowolnego n, gdyz wtedy |f(z)] < ei %4 < 1. Dlaz € K mamy [f(z) — fu(2)| < 2¢

dla dostatecznie duzych n, gdyz % zmierza jednostajnie do 1 na K. Zatem f, — f

jednostajnie na X. Poniewaz f,, € J dla kazdego n i J jest domkniety, wiec réwniez
fed. O

Algebra Cg(X) z naturalnym porzadkiem
(1) f€CalX), f<ge> flz)<gle) VeeX

jest krata Banacha. Rozwazmy jej przestrzen porzadkowo dualna Cg(X)~ Na mocy twier-
dzenia 5.9 z rozdziatu 1 jest réwna jej przestrzeni dualnej Cg(X)*, tzn. przestrzeni funk-
cjonaléw liniowych ciagtych na Cgr(X). Ponadto, na mocy twierdzenia 2.8 (rozdzial 1)
Riesza-Kantorowicza jest ona porzadkowo zupena.

DEFINICJA 1.5. Jezeli W jest podzbiorem przestrzeni unormowanej F', to zbiér
Wt ={peF:o(f)=0VYfeW}cCF*
nazywamy anihilatorem W. Jezeli U jest podzbiorem F*, to zbior
U ={fecF:o(f)=0YpecU}CF

nazywamy preanihilatorem U.
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TWIERDZENIE 1.6. Jezeli W jest podprzestrzeniq lintowg przestrzeni unormowanej F,
a U podprzestrzeniq liniowg F*, to (W) jest réwny domknicciu W, a (U)* x-stabemu
domknieciu U.

DowOD. Bez dowodu - twierdzenie to jest jednym z podstawowych twierdzen analizy
funkcjonalne;j. U

TWIERDZENIE 1.7. Jezeli J jest ideatem porzgdkowym w kracie Banacha F, to J+
jest zamknietym ideatem porzgdkowym w F* domknictym w x-stabej topologii. Jezeli J
jest ideatem porzgdkowym w F*, to ~J jest ideatem domknietym w F.

DoOwWOD. (Do egzaminu obowigzuje szkic dowodu). Niech ¢ € J+, ¢ € F* oraz || <
lo]. Niech f € J. Gdy —|f] < g < |f], to réwniez g € J. Z réwnosci (3) w twierdzeniu
Riesza-Kantorowicza mamy wiec |p[(|f]) = 0, skad |¢(f)| < |[¢|(]f]) = 0, co oznacza, ze
P € Jt. A wiec J* jest idealem porzadkowym.

Niech D C J* bedzie skierowanym zbiorem ograniczonym z géry przez 1. Dla po-
rzadkowej domknigtoéci J& musimy wykazaé, ze sup D € J4. Dla f € (F*)T definiujemy
r(f) := sup{e(f) : f € D}. Funkcjonat r jest addytywny bo D jest zbiorem skierowa-
nym i homogeniczny wzgledem dodatnich skalaréw. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia
2.5 (rozdzial 1) Kantorowicza definiujemy ¢o ktadac oo(f™ — f7) :=r(f*) —r(f7) dla
f € Cr(X) i dowodzimy, Ze g jest liniowy. Homogenicznosé wzgledem dodatnich skala-
réw wynika z takiej samej homogenicznosci . Dla A > 01 f € F mamy @o((—\)f) =
20 (A=) = Ago(—F) = A(=go()) = (—\)go(f), skad wynika homogenicznost g, wrgle-
dem ujemnych skalaréw. Zatem ¢y jest liniowy oraz @o(f) = r(f) = sup{p(f) : f € D}
dla dodatnich f.

Dla f € (F*)" ig € [0, f] mamy n(g) < sup,epp(9) < ¥(g9) < ¢(f) dla dowolnie
wybranego elementu n € D. A wigc ([0, f]) jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego
f € (F*)*. Stad wnioskujemy (¢éwiczenie), ze po([f,g]) jest zbiorem ograniczonym dla
dowolnych f, g € (F*), co oznacza porzadkows ogranicznosé funkcjonatu pg. Z twierdzenia
Riesza-Kantorowicza wynika, ze (g jest regularny czyli nalezy do F™ = F*. Zatem ¢y =
sup D. Poniewaz oo(f) = sup{p(f) : f € D} dla dodatnich f i D C J*, wiec réwniez
wo € J L

Ideat porzadkowy J* jest zatem ideatem zamknictym. Jest tez *-stabo domkniety, bo
kazdy anihilator jest x-stabo domkniety, co wynika natychmiast z definicji.

Jezeli J jest ideatem porzadkowym w £ to na mocy poprzedniej czeséci twierdzenia,
J* jest ideatem w (F*)*. Krate F' mozemy traktowaé jako podkrate (F™*)*. A wiec jezeli
fetdgcJtilgl <|fl,tog e Jt-NF =1J. Domknigtoé¢ +J wynika z domknigtoci
preanihilatora. U

TWIERDZENIE 1.8. Jezeli J jest domknietym ideatem w Cr(X), to jest réwniez ideatem
porzgdkowym, a J* jest zamknigtym ideatem porzedkowym w Cr(X)* domknigtym w *-
stabej topologii.

DowOD. Z twierdzenia 1.4 wynika J = Jg dla pewnego domknietego F C X. Zatem
dla f € J mamy réwniez |f| € J. Gdy g € Cr(X) i |g| < |f| to poniewaz |f| zeruje si¢
na F, to g réwniez, czyli g € J. Ta implikacja oznacza, ze J jest idealem porzadkowym.
7 twierdzenia 1.7 wynika teza. U
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2. M(X) jako dualna do algebry C(X)
Niech X bedzie zbiorem zwartym, a B o-algebra zbioréw borelowskich na X.

DEFINICJA 2.1. Odwzorowanie p : B — C nazywamy zespolong miarg borelowskq, gdy
(2.1) w(U En) =D u(En)
n=1 n=1

dla dowolnej rodziny przeliczalnej { £, } C B zlozonej ze zbioréw roztacznych.

DEFINICJA 2.2. Miarg rzeczywistqg nazywamy miare zespolong o wartosciach rzeczy-
wistych. Miarg nieujemng nazywamy odwzorowanie y : B — [0, 00| spelniajace warunek
(2.1).

UwaAcA 2.3. Kazda skonczona miara nieujemna jest szczegbélnym przypadkiem miary
zespolonej i rzeczywistej.

DEFINICJA 2.4. Borelowska, nieujemng miare p jest reqularna, gdy dla kazdego E € B
sup{u(K) : K C E, K zwarty} = u(E) = sup{u(V):V D E, V otwarty}.

LEMAT 2.5. KaZdy funkcjonal nieujemny ¢ na Cr(X) jest ograniczony, czyli ciggly.
Rowniez kazdy funkcjonal nieujemny ¢ na kracie unormowanej funkcji borelowskich na
X jest ograniczony, czyli ciggly.

DowOD. W obu przypadkach kula jednostkowa jest réwna przedzialowi porzadkowe-
mu [—1, 1], gdzie przez 1 rozumiemy funkcje identycznie réwna jeden. Stad dla kazdego
elementu f z kuli jednostkowej mamy |f| < 1, skad |o(f)| < ¢(|f]) < ¢(1). O

TWIERDZENIE 2.6. (Riesz) Jezeli ¢ : Cr(X) — R jest funkcjonalem liniowym nie-
ujemnym, to istnieje jedyna reqularna, skonczona, borelowska miara nieujemna p na X
taka, zZe

(2.2) o(f)= [ fdu  dia € Cx(X),

oraz ||l = p(z).

DowOD. (Do egzaminu obowigzuje szkic dowodu). Niech E bedzie dowolnym podzbio-
rem domknietym X (a wiec takze zwartym). Wtedy Jg jest ideatem domknietym algebry
Cr(X), a wiec na mocy twierdzenia 1.8, J& jest zamknietym ideatem porzadkowym. Zgod-
nie a twierdzeniem 4.17 rozdziatu 1 jest on ideatem projekcyjnym. Zatem ¢ = ¢p + @q,
gdzie pp € Ji, w4 € (J)? i oba funkcjonaty o, @4 sa dodatnie.

Na mocy twierdzenia 1.7, +((J3)9) jest ideatem porzadkowym i algebraicznym do-
mknietym w Cgr(X), a wiec jest réwny Jx dla pewnego zbioru zwartego K C X. Z
rownosci Jg @ (Jz)? = (Cr(X))* (twierdzenie 4.17 rozdzialu 1) wynika, ze Jp = +(J5)
i Jx = +((Jz)?) sa roztaczne, a zatem E U K = X. Poniewaz (Jz)? jest najmniejszym
ideatem porzadkowym dopetiajacym J&, wiec K musi byé najmniejszym zbiorem o tej
wlasnosci, czyli K = X \ E. Stad otrzymujemy

WNIOSEK 2.7. Dla podzbiorow zwartych Ky, Ko C X takich, ze X = K1 U Ky zachodzi
inkluzja (Ji,)* C Jg,.
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LEMAT 2.8. Jezeli E, F sq domknictymi podzbiorami X, to Jg p = Jg + J&.

DowoOD. Oczywista jest rownos$é Jpup = Jg N Jp. Poniewaz Jp N Jrp C Jg, wiec
Ji C (JgNJp)tiJg C (JgNJr)t, skad Ji + JiF C (JgNJr)t. Stosujac wniosek 2.7 do
zbioru F' U F zamiast zbioru X i traktujac (Jz)¢ jako dopelienie roztaczne Jz w Jg p,
otrzymujemy Ji = Jz + (Jz)? C Ji + J&. O

Dla kazdego K domknietego (czyli zwartego) w X potézmy p(K) := ||¢ T ||. Definicja
jest poprawna, poniewaz na mocy lematu 2.5, kazdy funkcjonal dodatni na Cg(X) jest
ograniczony. Stosujac lemat 2.8 do dowolnych zbioréow zwartych Ky, Ko C X mamy

it iy SCaE NV Oue S Pt + oL
skad
23)  wEIUKD) = o < llos [+ lon | = Ky + p(Ko)
1 2 1 2

Jezeli {K,} jest ciagiem parami roztacznych zbioréw zwartych w X, to stosujac wniosek
1.3 otrzymujemy

(2.4) p(EKG UKy U ) = p(Ky) + p(K) + ...
Dla dowolnego E € B zdefiniujmy
(2.5) p(E) :=sup{u(K): K C E, K zwarty}.

Niech {E,} C B bedzie przeliczalna rodzing parami roztacznych zbioréw. Wezmy dowolny
e > 0. Dla kazdego n mozemy znalezé zbior zwarty K,, C E, taki, ze u(K,) > u(E,) —
27"e. Wtedy, korzystajac z (2.4), dla dostatecznie duzych m mamy

ST B, <D pu(Ky) 426 < pu(K,) + 3 < p(l Ka) + 32 < p(| En) + 36
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
7 dowolnosci € wynika zatem nieréwnosé
(2.6) > ulEn) < p(lJ En).
n=1 n=1

Niech {V}, V4, ...} bedzie rodzina parami roztacznych zbioréw otwartych w X. Ponie-
waz > oo 1(Vy) < p(Use, Vi) na mocy (2.6), wiec szereg po lewej stronie nieréwnosci jest
zbiezny. Jest to szereg wyrazow nieujemnych, zatem dla kazdego € > 0 istnieje ng € N
takie, ze 302, u(V;,) <e.

Wezmy dowolny € > 0 i dowolny zbioér zwarty K zawarty w Up~, V,, taki, ze

u(K) > (U Vo) — 2.

n=1

Poniewaz V; N Uy Vi = 0, wige VN K = K\ Uy, Vi, Zatem V; N K jest dla kazdego i
zbiorem zwartym. Stad na mocy (2.4) otrzymujemy

p(U Vi) < (K +e < 3 plVu V) < 3 V).

n=1 n=1 n=1
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Wobec (2.6) mamy wiec

(2.7) (U Va) = D2 n(Va)
n=1 n=1
dla dowolnej rodziny {V;, V4, ...} parami roztacznych zbioréw otwartych w X.

Niech teraz Vi, V5 C X bedg zbiorami otwartymi a K C V; U V5 zbiorem zwartym.
Wtedy K \ V, jest podzbiorem zwartym V;. Dla kazdego x € K \ V, wybieramy otoczenie
otwarte V, takie, ze V, C V;. Korzystajac ze zwartosci zbioru K \ V3 mozemy znalezé
skonczony zbior {xy,...x,} taki, ze K\ Vo C UL, Vi, Wtedy

K\V,c |V, c UV, cW,

i=1 i=1

zbior zwarty K \ Ul Va, jest zawarty w Va oraz (U} l Ve )UK\ U, Ve,) D K. Zatem
na mocy (2.3), pu(K) < p(UlLy Vi) + (K \ Uiy Vi) < p(Vh) + ,u(Vg) Pomewaz K byt
dowolnym podzbiorem zwartym V1 U Vs, wiec Wobec (2.5), mamy

(2.8) p(ViU Vo) < p(Vi) + p(Va)

dla dowolnych otwartych podzbioréw X.
Niech S bedzie rodzina podzbioréw F C X speiajaca warunek (2.5) oraz

(2.9) inf{u(V\ E):V D E, V otwarty} = 0.
Wezmy dowolne zbiory Ey, Ey € §. Wtedy istnieja zbiory zwarte Ky, Ko C X oraz otwarte
Vi, Vo € X takie, ze K; C E; C Vi, u(Vi) < p(E;) + ¢, p(E;) < p(K;) +¢e dlai = 1,2.
Stosujac (2.6), mamy (Vi) = p((V; \ K;) U B) > (Vi \ Kz) + p(K), skad
n(Vi\ K;) < p(Vi) — p(KG) < (Vi) — p(Es) + p(Ey) — p(K;) < 2e.

Ponadto

(Vi \ K2) \ (K1 \ Vo) = Vi (X \ K2) N (X \ (KN (X \ V2))
ViN(X\Kp) N ((X\K)UVe) = (VN (X Kp) N (X N\ K))U(Vin (XA Kp)NVy) =

(N (K1 UKR)) U ((VinVa) \ K2) € (Vi \ K1) U (Vo \ K2)

skad na mocy (2.8)

p((Vi\ K2) \ (K1 \ Vo)) < p((Vi\ Ki) U (Vo \ K2)) = (Vi \ K1) + (Ve \ Ka) < de.
Mamy zatem Vi \ Ky D Ey \ Ey D K7\ V, oraz

p((Vi\ K2) \ (Br \ E2)) < pu((Vi\ K2) \ (K1 \ V2)) < de

co oznacza, ze Fy \ Ey € S.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy sprawdzenie domknietosci rodziny S wzgledem przeli-
czalnych sum i iloczynéw zbioréw. Wynika stad, ze S jest o-algebra zawierajaca zbiory
borelowskie. Z (2.6), (2.8) i (2.9) wynika przeliczalna addytywnos$é p, a wiec p jest miara
na B. Z warunkéw (2.5) i (2.9) wynika jej regularnosé.

Przestrzen B ograniczonych funkcji borelowskich okreslonych na X o wartosciach rze-
czywistych z relacja czesciowego porzadku okreslong jak w (1.1) i norma supremum jest
kratg unormowang zawierajaca Cgr (X ). Ponadto Cr(X) jest dla niej majoryzujaca. Zatem
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na mocy twierdzenia Kantorowicza 8.4 z rozdziatu 1, funkcjonal ¢ posiada rozszerzenie
do funkcjonatu dodatniego ® : B — R.

Z regularnosci miary wynika réwnosé ®(yg) = p(F) dla kazdego zbioru borelowskiego
E. Stad

D(s) = / sdp
dla kazdej borelowskiej funkcji prostej na X. Dla kazdej funkcji f € Cr(X) istnieje rosnacy

ciag borelowskich funkcji prostych s, zbiezny do f jednostajnie. Na mocy lematu 2.5,
O(s,) — @(f). Zbieznos¢ [ s, du — [ f du wynika z twierdzenia Lebesgue’a. Stad

o(f) = [ fdn
dla f € Cr(X). W szczegdlnosei ||¢|| = ¢(1) = u(X). O

Kazdy funkcjonal ¢ € Cg(X)* mozna roztozy¢ na roztaczng réznice ¢ = ¢t — ¢~
funkcjonaléw dodatnich. Jezeli ut jest miarg odpowiadajaca ™, a u~ jest miarg odpo-
wiadajaca ¢~ w twierdzeniu Riesza, to dla p := ™ — 4~ mamy

()= [fdp  dia f€Ca(X)

Przestrzen C(X) jest kompleksyfikacja kraty Cgr(X). Zatem, na mocy wnioskéw 7.16
i 7.17 z rozdziatu 1, kazdy funkcjonat ¢ € C'(X)* mozna przedstawi¢ w postaci

© = @1+ iy,
gdzie 1,y € Cr(X)*. Ponadto ||¢|| = |[|¢||l- Jezeli p; jest miara reprezentujaca funk-
cjonal ¢; dla j = 1,2, to
(2.10) ()= [ Fau.  1el() = [ flul

dla f € C(X), gdzie p = py + ip9, a || jest miara nieujemna reprezentujaca funkcjonat
lp]. Zatem ||| = |u|(X). Z drugiej strony, jezeli u jest zespolona miara borelowska na X
to definiujac ¢ jak w pierwszej réwnosci wzoru (2.10), otrzymujemy funkcjonal liniowy,
ciagly na C(X). Oznaczajac przez M(X) przestrzen Banacha wszystkich borelowskich,
regularnych miar zespolonych na X otrzymujemy:

TWIERDZENIE 2.9.
C(X)" = M(X)

CWICZENIE 2.10. Wykazaé, ze dla dowolnego zbioru borelowskiego E C X mamy

\u|(E) = sup{>_ |u(E,)| : E, borelowski Vn, B; N E; =0 dlai # j, | ] E, = E}.
n=1

n=1

DEFINICJA 2.11. Méwimy, ze miara p jest skoncentrowana na zbiorze borelowskim
E C X, jezeli u(F) = p(F N E) dla kazdego borelowskiego F' C X.

STWIERDZENIE 2.12. Dla dowolnej miary p istnieje jednoznacznie wyznaczony naj-
mniejszy zbior domkniety, na ktorym ta miara jest skoncentrowana. Nazywamy go do-
mknietym nosnikiem miary i oznaczamy przez supp(i).
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DowOD. Wystarczy przeprowadzi¢ dow6d dla miar rzeczywistych. Niech B, bedzie
zamknietym porzadkowym ideatem gtéwnym generowanym przez miare p. Na mocy twier-
dzenia 1.7, jego preanihilator jest domknietym ideatem algebraicznym w Cg(X), a wiec
zgodnie z twierdzeniem 1.4, jest postaci Jg dla pewnego domknietego £ C X. Mamy
zatem réwnosé [ f du = 0 dla wszystkich dodatnich funkeji f € Cgr(X) znikajacych na
E. Miara p jest wiec skoncentrowana na zbiorze E. Gdyby byta skoncentowana na ja-
kims zbiorze domknietym F' & E, to preanihilator B, bytby istotnie wigkszy od Jg, bo
musiatby zawiera¢ Jp. U

Dla dowolnej miary rzeczywistej p odwzorowanie ¢ : Cr(X) > f — [y fdu jest rze-
czywistym ciggtym funkcjonatem liniowym. Jak opisano wyzej, jego rozktad na roztaczna
réznice p = o — ¢~ powoduje rozklad miary p = put — p~, gdzie miara pt repre-
zentuje funkcjonal o™, a miara p~ funkcjonal ¢~. Z rozlgcznosci funkcjonatéw ot i o~
wynika roztacznosé miar u i p~. Oznacza to, ze istniejg roztaczne zbiory borelowskie
E.,E_ C X takie, ze u* jest skoncentrowana na E,, a ze u~ na E_ (éwiczenie). Jest to
tak zwany rozktad Hahna miary rzeczywistej.

3. Rozklad Lebesgue’a i twierdzenie Radona-Nikodyma

DEFINICJA 3.1. Dwie miary zespolone 1y, 12 sa wzajemnie osobliwe, jezeli istnieja dwa
roztacze zbiory borelowskie Ey, Fy takie, ze n; jest skoncentrowana na E; (i = 1,2).
Jezeli 1 jest miara nieujemng a v miara zespolona, to méwimy, ze v jest absolutnie
ciggla wzgledem p (zapisujemy to v < pu), gdy dla kazdego zbioru borelowskiego F
zachodzi implikacja
(W(E) =0) = (v(E) =0).

Nietrudno stwierdzi¢, ze dwie miary sa wzajemnie osobliwe wtedy i tylko wtedy, gdy
sa rozlaczne w sensie porzadkowym oraz ze gdy |v| < p, to v < u. Co wiecej, gdy v
nalezy do zamknigtego ideatu gléwnego B, generowanego przez u, to v jest absolutnie
ciagla wzgledem p. Istotnie, poniewaz M (X) jest porzadkowo zupetana jako dualna do
C(X), ideat B, jest projekcyjny, wiec na mocy twierdzenia 4.18 i wniosku 4.19 rozdziatu
1, [v| = sup,(Jv| A np).

Okazuje sie, ze zachodzi tez pewna odwrotna zaleznosé, tzn. gdy v < i, to v nalezy
do ideatu gtéwnego generowanego przez f.

TWIERDZENIE 3.2. (Rozklad Lebesgue’a i tw. Radona-Nikodyma) Jezeli pv i v sq mia-
rami borelowskimi na zbiorze zwartym X, przy czym p jest nieujemna skonczona, a v
zespolona, to

V =1Vg + Vs,

gdzie Vo, K 1, Vg € By, || = sup, (|| Anu) a vy jest osobliwa wzgledem v oraz istnieje
funkcja h € L*(u) taka, ze dla kazdego zbioru borelowskiego zachodzi réunosé

(3.1) Vo(E) = /E hdp.

DowOD. Rozkladamy miare v wzgledem ideatu B, i definiujemy v, jako cz¢s¢ v na-
lezaca do tego ideatu, a v, jako czes¢ rozigczng z tym ideatem. Poniewaz B, jest idealem
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projekcyjnym, rozktad ten jest dobrze okredlony i jednoznaczny. Z rozwazan przed wypo-
wiedzig twierdzenia wynika, ze v, jest absolutnie ciagta wzgledem p, a v, roztaczna z p,
czyli osobliwa wzledem niej. Ponadto mamy réwnosé |v,| = sup,, (|v| A nu), skad réwniez
dla kazdego k naturalnego otrzymujemy

n
(3.2) |Va| = Sgp(IVI A E“)

Oznaczajac jak w stwierdzeniu 2.12 przez supp(n) domkniety nosnik dowolnej miary 7
definiujemy

(3.3) = lim - Z Grn  8AZI€ Gk = Xsupp(lval)s Gk = Xsupp(|va|-v|AZp)-

Z (3.2), (3.3) dla dowolnego zbioru borelowskiego £ C X mamy
(3.4) |val(E / gdu.

(Dowdd wzoru (3.4) nie obowigzuje do egzaminu.) Rozktadajac miare v na cze$¢ rzeczywi-
sta i urojona, a nastepnie kazda z nich na czes¢ dodatnia i ujemna i stosujac do wszystkich
tych czesci procedure opisana wzorami (3.2), (3.3) i (3.4), otrzymujemy (3.1). O

WNIOSEK 3.3. Dla dowolnej borelowskiej, nieujemnej miary p skonczonej na X mamy
réwnosé (L*(p))* = L*®(u) rozumiang w sensie izometrycznego izomorfizmu tzn, Ze dla
kazdego o € (L'(u))* istnieje h € L>(u) taka, ze

:/fhdu dla f € L'(u)

oraz |[¢] = [[h|o-

Dowo6D. Niech ¢ € (LY(u))*. Na o-algebrze borelowskich podzbioréw X definiujemy

miare v w nastepujacy sposob:
v(E) == ¢(XE)-

Przeliczalna addytywno$¢ v wynika z faktu, ze xgur = x g+ X dla dowolnych roztacznych
zbioréw E, F C X. A wiec v jest zespolona miara borelowska na X. Gdy u(E) = 0, to
XE jest funkcja zerowa w L'(u), a zatem v(E) = ¢(xg) = 0. Miara v jest wiec absolutnie
ciggta wzgledem p. 7 twierdzenia 3.2 wynika, ze istnieje funkcja h € L'(u) taka, ze
v(E) = [z hdp dla dowolnego podzbioru borelowskiego £ C X. Mamy zatem

(3.5) o) = [ fav= [ rhdp

dla dowolnej borelowskiej funkcji prostej, a nastepnie dla dowolnej funkeji z L>°(u) poprzez
aproksymacje jednostajna funkcjami prostymi. Oznaczmy F := {x € X : |h(x)| > ||¢] }
Wtedy

Y

h h
o ("hee) = [ hldn > loln(E) = ol | My
h F h

co prowadzi do sprzecznodci. Zatem u(F) = 0, czyli |h| < ||¢|| prawie wszedzie wzgledem
miary p, co jest rownowazne nieréwnosci |||l < |||l
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Dla kazdej funkeji f € L'(u) i fo = f A (n-1) mamy f, € L®(u), f, 1 f oraz
| fo — flli — 0 (éwiczenie). Stad

o(f) = lim (f) = lim [ fodv = lim [ fuhdu= [ fhdp
Z drugiej strony dla f € L'(u)

e(F)| = [ fhdu| < [1flda < bl [ 1£1dp = Il
A wige gl = 1] 0

4. Wlasnosci kratowe C(X) a wlasnosci topologiczne zbioru X

TWIERDZENIE 4.1. Krata Banacha Cr(X) jest porzqgdkowo zupelna wtedy i tylko wte-
dy, gdy domkniecie kazdego zbioru otwartego w X jest rowniez otwarte.

DowoOD. Dla dowolnej ograniczonej funkcji rzeczywistej h na X oznaczmy

hy(x) : %i ?85 h(t) r € X,
gdzie i, oznacza baze otoczen punktu z.

Zalézmy, ze domkniecie kazdego zbioru otwartego w X jest otwarte. Niech A C Cg(X)
bedzie zbiorem ograniczonym w Cg(X)., tzn. takim, ze istnieje majoranta h € Cr(X) dla
ktorej zachodzi nierownosé f < h'V f € A. Mozemy przy tym zatozy¢, ze A jest zbiorem
skierowanym w gore, tzn. takim, ze dla dowolnych dwoch elementéw fi, fo € A istnieje
f3 € A spelniajacy nieréwnosci fi < f3, fo < f3 (dlaczego - éwiczenie). Niech

g(x) :=sup f(x) dla z € X.
feA

Jezeli k jest dowolng majorantg zbioru A, to f < g < koraz f < g, < kdla f € A
(ostatnia nierownos$¢ nalezy potraktowaé jako éwiczenie). A wiec, gdy wykazemy ciagtosé
Ju, to otrzymamy g, = sup A, bo g, jest mniejsza lub réwna od kazdej z majorant A.

Niech a € R i niech 2y € X bedzie takie, ze g,(z9) < a. Na mocy definicji g, istnieje
e > 0 oraz otoczenie U punktu z, takie, ze sup,cyy g(t) < gu(zo) + ¢ < a. Wynika stad
otwarto$¢ zbioru {z € X : g,(z) < a}. Oznacza to gérna pdlciagtos¢ funkeji g,. Dla
wykazania jej dolnej potciggtosci zauwazmy, ze dla a € R zbior

1
g ((a,400) = U f((a,+0)) = | f_1<|:a+,+00)>
feA feAneN n
jest otwarty. Ponadto z definicji g, dla o € R otrzymujemy

oo = Y ()

neN

)y e T

neN neN

7 zatozenia wynika, ze kazdy ze zbioréw g—! ((a + %, —i—oo)) jest otwarty, a wigc réwniez
zbiér g, ((a, +00)) jest otwarty. Zatem g, jako gornie i dolnie polciagta jest ciagla.
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Zalozmy teraz, ze Cr(X) jest porzadkowo zupetna. Niech V' ¢ X bedzie otwartym,
niepustym zbiorem. Z lematu Urysohna wynika, ze V' jest o-zwarty, tzn. V = U,en Kn
dla pewnej rodziny zbioréw zwartych { K, },en. Niech dla kazdego n € N, f,, : X — [0, 1]
bedzie funkcja znikajaca poza V oraz taka, ze f, = 1 na K,,. Wtedy A := {f, : n € N}
jest ograniczonym zbiorem w Cg(X). Na mocy porzadkowej zupetnosci Cr(X), istnieje
funkcja f := sup, i nalezy do Cr(X), a wiec jest ciagta. Dla kazdego z € X mamy
sup,, fn(z) < f(x), a zatem f = 1 na V oraz f = 0 na X \ V. Z cigglodci f wynika, ze
f=1naV, awiec f = xj. Jezeli funkcja charakterystyczna zbioru jest ciggla, to musi
on by¢ domknieto-otwarty. Zatem V jest otwarty. U

DEFINICJA 4.2. Przestrzen topologiczna, w ktorej domkniecie kazdego zbioru otwar-
tego jest rowniez otwarte nazywamy ekstremalnie niespojng lub stone’owskq.

WNIOSEK 4.3. Widmo algebry L>(u) jest ekstremalnie niespojne.

DowOD. Przestrzen L*°(u) z naturalnym mnozeniem funkcji jest przemienng C*-
algebra. Na mocy twierdzenia Gelfanda-Najmarka (tw. 7.5, rozdzial 2), jest ona *-izo-
metrycznie izomorficzna z algebra C(Y') dla pewnego zbioru zwartego Y, przy czym Y
jest widmem L°°(p). Z wniosku 3.3 wynika, ze jest ona dualna do przestrzeni L'(u). A
wigc jako krata Banacha jest porzadkowo zupetna. Stad, na mocy twierdzenia 4.1, zbiér
Y jest ekstremalnie niespojny. O

UWAGA 4.4. Ostatni wniosek dotyczy algebry zespolonej, natomiast twierdzenie 4.1
przestrzeni rzeczywistej - jako ¢wiczenie pozostaje wykazanie, ze wniosek mimo to jest
prawdziwy.
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