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Krzysztof Stempak (Wroctaw)

Analiza harmoniczna na przestrzeniach
typu jednorodnego i przestrzeniach
miarowo-metrycznych

1. Wprowadzenie

Teoria przestrzeni typu jednorodnego (ang. spaces of homogeneous
type) zostala stworzona przez Coifmana i Weissa na poczatku lat sie-
demdziesiatych ubieglego wieku —patrz ich znana monografie [7] oraz
réwnie znany artykul [8]. Po uplywie lat okazalo sie, ze pojecie prze-
strzeni typu jednorodnego jest niezwykle uzyteczne i znajduje szerokie
zastosowanie w wielu miejscach analizy. Z czasem pojecie to zacze-
to zyé swoim wlasnym zyciem, a analiza harmoniczna uprawiana na
przestrzeniach typu jednorodnego stata sie waznym podrozdziatem kla-
sycznej analizy harmonicznej. Co roku publikowanych jest naprawde
duzo prac z frazg spaces of homogeneous type w tytule. Ostatnio wydana
monografia na temat przestrzeni typu jednorodnego jest ksiazka [9)].

Chcac podaé konkretny i réwnoczesnie bardzo istotny przyktad
uzasadniajacy waznos¢ teorii przestrzeni typu jednorodnego wspomnij-
my, ze przy rozszerzaniu fundamentalnej teorii operatoréw Calderéna—
—Zygmunda z przestrzeni euklidesowych do bardziej ogdlnego kontekstu
okazalo sie, ze zasadnicze argumenty majg raczej charakter teoriomiaro-
wy niz analityczno-fourierowski. W rezultacie, wspomniane rozszerzenie
osadzone zostato wlasnie w kontekscie przestrzeni typu jednorodnego,
a wiec przestrzeni quasi-metrycznej wyposazonej dodatkowo w miare bo-
relowska, ktora wspoélgra z quasi-metryka w odpowiedni sposéb (spelnia
warunek podwajania).

Méwiac o klasycznej analizie harmonicznej zwyczajowo mySsli sie
o obiektach (na przyklad grupach Liego, przestrzeniach symetrycznych,
pewnych rozmaitosciach rézniczkowych), z wyréznionym operatorem
rozniczkowym drugiego rzedu, ,laplasjanem”, wokét ktorego koncentruja
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sie pojecia i teorie. Jezeli grupa Liego jest nieprzemienna, to czasa-
mi méwi sie o niekomutatywne; analizie harmonicznej. Wprowadzenie
pojecia przestrzeni typu jednorodnego pozwolilo w pewnym sensie na
rezygnacje ze struktur rézniczkowych, z zachowaniem bogatego zestawu
obiektéw do analizy. Okazalo si¢ bowiem, ze znaczaca wickszo$¢ wynikéw
i pojeé klasycznej analizy harmonicznej (lematy pokryciowe, operator
maksymalny Hardy’ego-Littlewooda, wagi A, Muckenhoupta, rozklad
Calder6na—Zygmunda, operator caltkowania utamkowego) ma swoje do-
brze umotywowane odpowiedniki w przestrzeniach typu jednorodnego.
Taka sama konkluzja obowiazuje dla wiekszosci teorii klasycznej analizy
harmonicznej (teorie: Paleya—Littlewooda, przestrzeni Hardy’ego i prze-
strzeni BM O, przestrzeni Triebela—Lizorkina, operatoréw Calderéna—
—Zygmunda).

W latach dziewieédziesiatych ubiegtego wieku, dzigki pionierskim
pracom Nazarowa, Treila i Volberga (patrz artykul [23]) oraz, niezaleznie,
Tolsy (praca [31]), okazalo sig, ze istotna czesé rezultatéw dotyczacych
fundamentalnych pojeé¢ analizy harmonicznej mozna udowodni¢ w nieco
innym kontekscie, bez warunku podwajania. Dokladniej, we wspomnia-
nych pracach rozwazano miare borelowska p okreslona na R"™ spelniajaca
warunek wzrostu p(B(z,r)) < D,r7, gdzie 0 < 7 < n, przy czym B(z,r)
oznacza kule euklidesowa o $rodku w z i promieniu r, a D, oznacza
uniwersalna stata niezalezng od x i r. OczywiScie naturalne stato si¢
dazenie do dalszego uogdlnienia nowej teorii poprzez ulokowanie jej
w ogdlnym konteksScie przestrzeni metrycznej z miara spelniajaca ana-
logiczny warunek wzrostu. Program ten byl (i w dalszym ciagu jest)
realizowany w pierwszej dekadzie biezacego stulecia — zobacz na przyktad
prace Hytonena [15].

Celem niniejszego artykutu jest omdowienie pewnych aspektéw roz-
woju analizy harmonicznej w jej nieco abstrakcyjnej formie, poczawszy
od przestrzeni typu jednorodnego, a skonczywszy na przestrzeniach
miarowo-metrycznych. Korzystajac z okazji pokazemy, ze w wielu sy-
tuacjach kontekst ,,jednorodny” moze byé zredukowany do sytuacii,
gdy rozpatrujemy przestrzen miarowo-metryczng spetniajaca warunek
podwajania.

Dygresje terminologiczne. Zamiast space of homogeneous type w angiel-
skojezycznej literaturze uzywa sie zamiennie terminu homogeneous space
in the sense of Coifman and Weiss; we francuskojezycznej literaturze
moéwi sie espace homogéne. W tym opracowaniu méwimy o przestrzeni
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typu jednorodnego. Uzywanie terminu przestrzen jednorodna byltoby my-
lace, gdyz przestrzen jednorodna to przede wszystkim obiekt G/H gdzie,
powiedzmy, G jest grupa Liego, a H jest jej podgrupa domknigta.

Jezeli quasi-metryka p wystepujaca w definicji przestrzeni typu jed-
norodnego jest po prostu metryka, to w angielskojezycznej literaturze
uzywa sie¢ wowczas terminu doubling metric space, lub krotko doubling
space. Natomiast analize na przestrzeniach metrycznych z miara, ktora
nie spelnia warunku podwajania, okresla sie mianem non-homogeneous
lub non-doubling.

Uwagi notacyjne. A = B oznacza, ze obiekt A jest z definicji réwny
obiektowi B; dx oznacza miare Lebesgue’a na R™ lub na jej mierzalnym
podzbiorze.

2. Przestrzenie quasi-metryczne

Quasi-metrykg na niepustym zbiorze X nazywamy odwzorowanie
p: X x X — [0,00) spelniajace nastepujace warunki:
1° dla kazdych z,y € X, p(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = y;
2° dla kazdych z,y € X, p(z,y) = p(y, z);
3° istnieje taka stata K > 1, ze dla kazdych x,y,z € X,

p(z,y) < K(p(x,2) + p(2,y)).
Pare (X, p) nazywamy wéwczas przestrzeniq quasi-metryczng; jezeli
K =1, to p jest metryka, a (X, p) jest przestrzenia metryczna. Dwie
quasi-metryki p i p/ na X nazywamy réwnowainymi, jedli ¢=1p'(z,y) <
p(x,y) < cp'(x,y) z pewna stala ¢ > 0 niezalezna od z,y € X.
Znaczaca rodzing przestrzeni quasi-metrycznych sa te, ktére po-

chodza od quasi-norm. Przypomnijmy, ze quasi-normg na przestrze-
ni liniowej X (rzeczywistej lub zespolonej) nazywamy odwzorowanie
|- |I: X x X — [0, 00) spelniajace warunki:

— dla kazdego = € X, ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0;

— dla kazdego x € X i kazdego skalara A, || Az|| = |A|||z|];

— istnieje taka stala K > 1, ze dla kazdych z,y € X,

I+ yll < K|zl + flyl)-

Pare (X, || - ||) nazywamy woéwczas przestrzenig quasi-unormowang; jesli
K =1, to -] jest norma, a (X, ||-||) jest przestrzenia unormowana. Dwie
quasi-normy || - || i || - || na X nazywamy réwnowaznymi, jesli ¢=|jz||" <
l|z|| < c||z||" z pewna stala ¢ > 0 niezalezna od x € X. Jezeli || - || jest
quasi-norma na X, to p(z,y) = ||z — y|| definiuje odpowiadajaca jej
quasi-metryke na X (niezmiennicza na przesuniecia, z ta sama stata K).
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Oczywiscie jesli || - || i || - ||’ sa réwnowazne, to odpowiadajace im quasi-
-metryki p i p’ sa takze réwnowazne.

Kanoniczny sposéb wprowadzenia topologii przy pomocy quasi-me-
tryki (a wiec w szczegblnosci przy pomocy quasi-normy) jest nastepujacy:
deklarujemy, ze G C X jest otwarty, tzn. G € F,, gdzie F, jest oznacze-
niem kanonicznej topologii, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € G
istnieje takie r > 0, ze B(x,r) :={y € X: p(z,y) <r} C G. W dalszym
ciagu B(z,r) nazywaé bedziemy kulg o $srodku w x i promieniu r, choé
oczywiscie nalezaloby raczej méwié o quasi-kulach; zauwazmy réwniez,
ze ogOlnie kula jako zbiér moze nie mieé¢ jednoznacznie wyznaczonego
ani Srodka, ani promienia. Jest jasne, ze jesli py jest quasi-metryka
rownowazng z p, to F,, = F,; ponadto, dla kazdego a > 0, p* jest
quasi-metryka oraz Fpa = F,,.

Zalety powyzszej definicji sg nastepujace:

— jest ona zgodna z definicja topologii metrycznej w sytuacji, gdy
quasi-metryka jest po prostu metryka;
— topologia F, jest metryzowalna.

Drugi fakt mozna uzasadni¢ przy pomocy argumentéw ogoélnotopolo-
gicznych albo konstruktywnie, przez uzycie tzw. metody p-tancucha do
skonstruowania metryki rownowaznej z pewng dodatnia potega quasi-
-metryki p. Dokladniej, majac quasi-metryke p, dla p € (0, 1] definiujemy

n
dy(x,y) = inf { Zp(xj_l,xj)p CX =LY, Ty Ty =Y, N2 1}. (1)
j=1
Oczywiscie d,, spetnia postulaty 2° oraz 3° definicji quasi-metryki, nie
ma jednak gwarancji, ze réwniez wtasnos$¢ 1° jest spelniona.
Okazuje sie jednak, ze dla pewnej szczegblnej wartosci p réwniez wa-
runek 1° moze by¢ spelniony. Ma miejsce nastepujacy, w pewnym sensie
fundamentalny dla teorii przestrzeni quasi-metrycznych, rezultat.

Twierdzenie 2.1. Niech (X, p) bedzie przestrzeniq quasi-metryczng ze
statg K > 1 w (quasi-)nierownosci trojkata i niech parametr p € (0, 1]
bedzie wyznaczony réwnoscig (2K)P = 2. Wowczas funkcja d, zadana
wzorem (1) jest metrykq; co wiecej, dy jest rownowazna z pP, a dokladniej,
dp < pP < 4dp.

Dowdéd twierdzenia 2.1 mozna znalezé w artykule [28], gdzie réwniez
znajduja sie liczne odniesienia bibliograficzne do tego tematu. Wobec
uwagi nastepujacej po (1) kluczowym punktem dowodu jest wykazanie
nieréwnosci pP < 4d,, co daje dp(z,y) > 0 dla = # y.
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Analogiczne twierdzenie dla przestrzeni quasi-unormowanych (z za-
miang terminu ,quasi-metryka” na termin ,quasi-norma”, a symbolu p
na symbol || - ||) nosi nazwe twierdzenia Aoki—Rolewicza. Jednak dowdd
twierdzenia ,quasi-metrycznego” jest niezalezny od dowodu twierdzenia
»quasi-normowego”.

Jezeli warunek 3° w definicji quasi-metryki zastapimy warunkiem

p(,y) < (px, 20" + p(z,9)") /P, w,y,2 € X, (2)
gdzie p € (0,1] jest pewna stala (zauwazmy natychmiast, ze nier6w-
nosé¢ (2) implikuje 3° ze stala K = 21/7’*1), to powiemy, ze quasi-metry-
ka p jest p-metryka.

Ogdlnie, dla quasi-metryki p moze si¢ zdarzyé¢ (gdy K > 1), ze sama
kula nie jest zbiorem otwartym w topologii F, (,najprostszy” przyklad:
X ={-1}U]0, 00) ze zwykla odlegloscia za wyjatkiem jednej pary punk-
téw, p(—1,0) := 1/2; wéwczas B(—1,1) = {—1,0} nie zawiera zadnej
kuli postaci B(0,¢), € > 0, wiec nie jest zbiorem otwartym). Co wiecej,
mozna nawet podaé¢ przyktad quasi-metryki, dla ktérej wszystkie kule
sg zbiorami nieborelowskimi wzgledem topologii F,.

Przyktad. Niech X = R? i niech E bedzie symetrycznym wzgledem
(0,0) podzbiorem okregu X' = {z € R? : ||z|; = 1}, nie bedacym
zbiorem borelowskim. Zdefiniujmy
S={lz:zeX'"\E}U{2z:2€ E}.

Wowezas S C {z € R? : § < |z|l2 < 2} oraz dla kazdego z € X \
{(0,0)}, przekréj {ax : a > 0} NS jest jednoelementowy. Jak latwo
sprawdzi¢, powyzsze wlasnosci implikuja, ze quasi-funkcjonal || - || s typu
Minkowskiego na X zadany wzorem

|zls=a>0 < alzes, (0,0) #x € X
i](0,0)]|s = 0, definiuje quasi-norme na X, a topologia generowana
przez || - ||s pokrywa sie z topologia euklidesowa.

7 zadeklarowanych wtasnosci zbioru S wynika, ze kula jednostko-
wa Bj.|4 o érodku w (0,0) odpowiadajaca quasi-normie || - [/ nie jest
zbiorem borelowskim; to samo mozna powiedzie¢ o kazdej kuli. Rzeczy-
wiscie, zalozenie, ze Bj.| 4 jest zbiorem borelowskim w R?, implikowatoby,
ze takze B4 N ¥ = F jest borelowski — sprzecznosc.

Jezeli jednak p jest p-metryka dla pewnego p € (0, 1], to—jak latwo
zobaczy¢ — kazda kula jest zbiorem otwartym w topologii F,. Poniewaz
— d;lg/p

dla zadanej quasi-metryki p, quasi-metryka p’ : z p wzietym

z twierdzenia 2.1 jest p-metryka réwnowazna z p, wigc topologia F, = Fy
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staje si¢ ,porzadna” po zamianie p na réwnowazng quasi-metryke p’
(,porzadna” w tym sensie, ze wszystkie kule pochodzace od p’ sa juz
zbiorami otwartymi, a wigc i borelowskimi).

3. Przestrzenie typu jednorodnego

Niech (X, p) bedzie taka przestrzenia quasi-metryczna, ze wszystkie
kule sg zbiorami borelowskimi wzgledem F,; od tej pory jest to obowig-
zujgcee zalozZenie. Miare borelowska p na X (nietrywialng w tym sensie,
ze (X)) > 0) i spelniajaca warunek podwajania

u(B(z,2r)) < Cup(B(z,r)), (3)
ze stalg C, > 1 uniwersalng dla wszystkich x € X i r > 0, nazywamy
miarq dublujgcg; o C,, mysli si¢ tu jako o minimalnej stalej speiniajacej
nieréwnosé (3). Oczywiscie nieréwnosé ta implikuje, ze pu(B(z,r)) > 0
dla kazdej kuli B(x,r).

Jak latwo sprawdzié¢, warunek podwajania (3) pociaga za soba
analogiczny warunek z zamiana parametru 2 na dowolny parametr
k > 1; dla kazdego k > 1 istnieje zatem taka stata C),  (mozna wziaé
ka _ C'iJrlog2 k), e

p(B(z, kr)) < Cp i p(B(z, 1)), ze X, r>0. (4)
Inna konsekwencja warunku (3) jest oszacowanie

w(B(z,r)) < Cureu(B(z, 1)), reX, r>1,
ze staly ¢, = logy O}, co oznacza podwielomianowy wzrost miar kul
wraz ze wzrostem promienia.

Definicja 3.1. Przestrzenig typu jednorodnego bedziemy nazywac tréjke
(X, p, ), gdzie (X, p) jest przestrzenia quasi-metryczna, a p jest miara
borelowska na X spelniajaca warunek podwajania oraz u(B(x,r)) < oo
dla kazdej kuli B(z, 7).

Zauwazmy, ze jakakolwiek regularno$¢ miary p nie jest tu wymagana.
Liczb¢ D = logy C), nazywa sie niekiedy wymiarem jednorodnym prze-
strzeni (X, p, ) (w sytuacji przestrzeni (R", dz) z metryka euklidesowa,
jej wymiarem jednorodnym jest n). Jest takze oczywiste, ze jesli miara
spelnia warunek Ahlforsa

a7 < p(B(x,7)) < ar’,
z pewnymi stalymi ¢ > 1 i 7 > 0 niezaleznymi od z € X i r > 0, to
pociaga to spelnianie warunku podwajania przez miare u.

Pewien komentarz dotyczacy warunku Ahlforsa wydaje sie by¢ w tym

miejscu wladciwy. Ot6z spelnianie tegoz warunku bez ograniczenia na r
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wymusza nieskonczono$é miary p, czyli réwnosé u(X) = oo (réwno-
waznie, nieskonczonos¢ srednicy diam X = sup, ,cx p(x,y); zauwazmy
bowiem, ze warunki p(X) < oo i diam X < oo sa réwnowazne dla
miary dublujacej). Tak wigc w sytuacji, gdy u(X) < oo, naturalne jest
ograniczenie 0 < r < A, gdzie A > 0 jest dowolnie ustalone.

Inng natychmiastowa konsekwencja warunku podwajania (3) jest na-
stepujaca wlasno$é geometryczna (patrz dowdd w ksiazce [7, str. 67-68]):

istnieje taka stala N € N, ze dowolna kula B(z, ), gdzie z € X
oraz r > 0, zawiera co najwyzej N takich punktéw {zi1,...,znN},
ze p(xi, ;) > 3.

Co ciekawe, wlasnos¢ ta zawarta byta w oryginalnej definicji przestrzeni
typu jednorodnego w ksiazce [7]. Jak latwo sprawdzié¢, powyzsza wia-
snoé¢ jest w kontekscie przestrzeni quasi-metrycznej (X, p) réwnowazna
nastepujacej:

istnieje taka stala N’ € N, ze dla dowolnej kuli B(z,r), gdzie
x € X oraz r > 0, istnieje co najwyzej N’ takich punktéw
{z1,..., 2N}, 2e kule B(x;, 1) pokrywaja B(z, 7).

Te wlasnos¢ nazywa sie geometrycznym warunkiem podwajania. Co
wiecej, w obu wlasnosciach wspoétczynnik % zastapi¢ mozna dowolnym
parametrem 6 € (0, 1), a istnienie stalych N = N () i N’ = N'(§) bedzie
w dalszym ciagu zagwarantowane (patrz praca [15]). Pozwala to uzasad-
nic¢ nastepujaca wlasnosé topologiczng przestrzeni typu jednorodnego.

Lemat 3.1. Przestrzen typu jednorodnego jest osrodkowa.

Dowdd. Przypomnijmy, ze istnienie miary dublujacej na przestrzeni
quasi-metrycznej (X, p) pociaga geometryczny warunek podwajania
z dowolnym parametrem § € (0,1). Ustalmy punkt odniesienia z9p € X
i dla kazdego j = 2,3,..., rozwazmy kule B(xo,j). Dla §; = 472 do-
bierzmy takie NJ’-, jak w geometrycznym warunku podwajania i niech

{z1,...,2 N} bedzie zbiorem $rodkéw kul o promieniu %, ktére pokry-
J

waja B(xg,7). Suma mnogosciowa tych zbioréw po j = 2,3,... tworzy

osrodek w X. O

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze przestrzen typu jednorodnego
nie musi by¢ lokalnie zwarta. Przykladem niech bedzie X = R\ Q ze
zwykla odlegtoscia punktéw i miarg dziedziczona z miary Lebesgue’a
na R. Dalsze informacje dotyczace strukturalnych wlasnosci przestrzeni
typu jednorodnego mozna znalezé w artykule [30].
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Bycie przestrzenia typu jednorodnego nie jest wlasnoscia dziedziczna:
jesli (X, p, p) jest przestrzenia typu jednorodnego oraz Y C X, u(Y) > 0,
to (Y, ply, p|y’) niekoniecznie taka byé musi. Dla przykladu rozwazmy
przestrzen (R?, dz) z metryka do, generowana przez norme || - ||s i niech
Y = {(z,9) €eR?: 0< 2 <1, 0 <y < e /?}. Poniewaz objetosé kuli
o $rodku w (0,0) maleje eksponencjalnie wraz z r — 07, wigc warunek
podwajania spelniony byé¢ nie moze.

Obszerne listy przyktadéw przestrzeni typu jednorodnego znajduja
sie w ksiazce [8, str. 588-590] oraz w monografii [6, str. 89-92]. Ko-
rzystajac z okazji podajemy kroétka liste roztaczna ze wspomnianymi,
ale zawierajacg przyktady istotne z punktu widzenia zastosowan teorii.
W kazdym z ponizszych przykladéw quasi-metryka jest tak naprawde
metryks wybrang na jeden z dwoch sposobdw: metryka euklidesowa do
generowang przez norme || - |2 lub metryka d., generowana przez || - || co-
Wybranie dy sprawia, ze kule w przykladach (1) i (4) sa zwyklymi kulami
euklidesowymi, natomiast wybor do, daje kostki ze Scianami réwnolegly-
mi do osi jako kule (w pozostalych przykladach kule sa przekrojami kul
o Srodkach w odpowiednim zbiorze z sama przestrzenia; oczywiscie, dla
n = 1 powyzsze rozréznienia nie maja znaczenia). Zauwazmy jeszcze, ze
sprawdzenie warunku podwajania (3) dla kazdej z ponizszych miar jest
zadaniem elementarnym, cho¢ niekiedy zmudnym.

Przyklady. 1. Niech X = R" z miara dus(x) = we(x)dz, gdzie
a = (aq,...,ap) € (—1,00)" jest ustalonym wielowskaznikiem, = =
(21, ..., Tn), @ we(w) =[]y |22+

lizie harmonicznej zwiazanej z teoria Dunkla dla grupy odbi¢ izomorficz-

taka przestrzen pojawia sie w ana-

nej z Ziy.

2. Niech X = (0,00)" z miara du} () = wZ (x)dz, gdzie « jest jak
wyzej, a w} () jest obcieciem w, do (0, 00)"; taka przestrzen pojawia sig
przy badaniu wielowymiarowych rozwinie¢ Laguerre’a typu splotowego
i przy badaniu wielowymiarowej zmodyfikowanej transformaty Hankela.

3. Niech X = (0,1)" z miara du} (z) = w}(z)dz, gdzie a jest jak
wyzej, a wl (x) jest obcigciem w, do (0,1)"; taka przestrzen pojawia sie
przy badaniu wielowymiarowych rozwinie¢ Fouriera—Bessla.

4. Niech X = R" z miarag du,(z) = wy(x) dz, gdzie

we(@) =TT [(v,2)[*,
YER4

Ry jest (skonczonym) ukladem pierwiastkéw dodatnich rzedu n (co
oznacza, ze dimlin Ry = n) ustalonej grupy odbi¢ G, k = (k) cr, jest
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funkcja krotnosciowg okreslong na R4 o wlasnosci ky > —1 dla v € Ry,
a (-,-) oznacza kanoniczny iloczyn skalarny na R"™; taka przestrzen
pojawia sie w analizie harmonicznej zwiazanej z teoriag Dunkla dla
dowolnej grupy odbié.

5. Niech X = (0,7)" z miarg dpag(0) = wa,s(0)dl, gdzie o =

(a1, ...,an), B=(B1,...,0n) € (—1,00)" sa ustalonymi wielowskazni-
kami, oraz
n
was(®) = T (sin %2+ fcos S0+ 6= (6y,...,6,) € (0,7)"s
i=1

taka przestrzen pojawia sie przy badaniu wielowymiarowych rozwinieé
Jacobiego. W nieco innej konfiguracji rozwaza sie X = (—1,1)" z miara
dfig p(x) = We g(x) dz, gdzie a, [ sa jak wyzej, zas
n
Wa p(z) = H(l —x)% (1 + ac,-)ﬁ", x=(x1,...,2y) € (—=1,1)".
i=1

Powyzsze obiekty znalazly wazne miejsce miedzy innymi w artyku-
tach [3,25,26].

4. Podstawowe narzedzia i pojecia

Operator maksymalny Hardy’ego—Littlewooda (w dalszej czesci uzy-
waé bedziemy skr6tu H-L) jest jednym z podstawowych narzedzi analizy
harmonicznej, stuzacym gléwnie do oszacowan innych waznych ope-
rator6w. W kontekscie przestrzeni typu jednorodnego (X, p,u) jego
definicja jest nastepujaca: dla funkeji lokalnie catkowalnej f € L (X, u)
(lokalno$é nie ma tu nic wspélnego ze zwartoscia i oznacza wylacznie
catkowalnosé po kazdej kuli) definiujemy

Mf@) = s —— [ |fldn, weX, (5)

B>z M(B ) B

gdzie supremum brane jest po wszystkich kulach B zawierajacych x.
Moéwiac $cislej, wzor (5) jest definicja niescentrowanego operatora mak-
symalnego H-L. Jesli bedziemy w nim bra¢ supremum tylko po ku-
lach o srodku w z, to otrzymany operator —oznaczmy go M€ — jest
nazywany scentrowanym operatorem maksymalnym H-L. Oczywiscie
CMf < M¢f < Mf dla kazdej f € L (X, u), przy czym pierwsza
z nier6wnosci (C' jest tutaj uniwersalng stala niezalezna od f) jest kon-
sekwencja warunku podwajania. Jak tatwo sprawdzié, dla f € Llloc(X )
funkcje M f i M€ f sa dolnie polciggle, a wiec borelowsko mierzalne. Tak
naprawde, okreslenie M f wzorem (5) ma sens dla funkcji f nie tylko
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z L (X, u); mozemy mysleé, ze f jest jakakolwiek funkcja borelowska

loc
o wartosciach zespolonych lub o wartosciach z rozszerzonego systemu

R :=RU {£oo}.

Zachowanie si¢ operatora M na ogélnej funkcji f € L (X, ) moze
by¢ bardzo zte w tym sensie, ze M f(x) = oo dla wszystkich z € X. Przy-
ktadem jest tu funkcja f(z) = ||z| rozwazana na (R" dz), gdzie n > 1.
Powstaje zatem pytanie, dla jakiej podklasy Li. (X, u) mozemy zagwa-
rantowad, ze M f(x) < oo, u-prawie wszedzie, dla wszystkich funkcji f
z tej podklasy. W roku 1939 Wiener wskazat na L'(R" dzx) jako pod-
przestrzen Li (R™ dz), dla ktérej tak wladnie jest. Zauwazmy jednak,
ze nawet dla catkowalnej funkcji f, M f moze byé w dalszym ciagu
y,hieporzadna’”: jak tatwo sprawdzi¢, funkcja f zadana na R wzorem
flx) = m dla z € (0,1) i f(z) = 0 w przeciwnym razie, ma te
wlasno$é, ze M f ¢ Li (R, dz).

Wybér (R™ dx) jako przestrzeni miarowej nie ma tu znaczenia; twier-
dzenie Wienera pozostaje prawdziwe w szerokim kontekécie przestrzeni
typu jednorodnego, a jego dowody opieraja sie na lematach pokryciowych.
Dla zademonstrowania, w jaki sposob sie to dzieje, sformutujemy i udo-
wodnimy tatwa i elegancka wersje takiego lematu, a mianowicie lemat
pokryciowy typu Vitalego-Wienera. W dalszym ciagu, jesli B = B(z,r)
ik>0,tokB:= B(x,kr).

Lemat 4.1. Niech {By,..., By} bedzie skonczong rodzing kul w prze-
strzeni X. Wowczas istnieje taka podrodzina {Bj,, ..., Bj,} kul parami
rozlgcznych, zZe

m n
U Bi c | kB,
i=1 s=1

gdzie k = K(2K +1), a K jest stalg z (quasi-) nieréwnosci tréjkata (3°).

Dowdd. Niech B; = B(z;,7i), i = 1,...,m. Bez zmniejszenia ogdlno-
$ci zalézmy, ze promienie kul By, ..., B,, tworza ciag stabo malejacy:
ry > ro = -+ 2= Ty, Blerzemy j; = 1, czyli pierwszg wybrang kulg

jest Bi, a jako nastepna kule wybieramy pierwsza z listy Ba,..., By
roztaczna z By (o ile taka istnieje). Powtarzamy procedure wyboru az
do jej zakonczenia. Oczywiscie sposéb wyboru gwarantuje wzajemna
rozlgcznos¢ otrzymanych kul Bj,, ..., Bj,, 1 < n < m. Wystarczy wiec
wykazaé, ze rodzina {kBj, }7_, pokrywa wyjSciowa rodzine {B;}" ;.
WeZmy jedna z wyjsciowych kul B, i, € {2,...,m}, ktéra nie
znalazta sie¢ wéréd wyselekcjonowanych kul Bj,, s = 1,...,n (o ile
takowa istnieje; jesli nie, to n = m i wszystkie kule byly od poczatku



Analiza harmoniczna, 11

rozlaczne). Ze sposobu selekcji wynika, ze B;, przecina w niepusty
sposob jedna z juz wyselekcjonowanych kul; niech to bedzie kula Bj,
(zatem 1, > 714,). Twierdzimy, ze B;, C kBj,. Rzeczywiscie, niech
z € B(ziy, i) N B(xj,,7j,) i wezmy dowolny x € B(z;y,1i,). Wowczas

p(z,zj,) < K(p(z,2) + p(z,25,)) < K(K(p(x,2i0) + p(2ig 2)) +75,)
< K(K(rio + Tz‘o) + T‘jp)
< K(QK + 1)7’jp,

co pokazuje, ze B(xiy,1i,) C B(xj,, krj,). dJ
Wréémy do zasadniczego zagadnienia.

Twierdzenie 4.2. Niech (X, p, 1) bedzie przestrzenig typu jednorodnego.
Wowczas operator maksymalny H-L speinia nastepujgce oszacowanie
stabego typu (1,1):

Mil{r € X s Mf(@) > \D) < Cllf e, A>0,  (6)

ze statg C1 > 0 niezalezng od f € LY(X,p), i w konsekwencji réwniez
oszacowanie mocnego typu (p,p) dla dowolnego p > 1,

IM fllrxp < Cpllfllzex s  f € LP(X,p). (7)

Dowdéd. Wystarczy wykazaé¢ warunek (6), gdyz uzycie twierdzenia inter-
polacyjnego Marcinkiewicza wraz z oczywista nieréwnoscia || M f||oo <
|| flloc daje natychmiast warunek (7). Dla prostoty, dowéd nieréwno-
Sci (6) przeprowadzimy przy dodatkowym zalozeniu, ze X jest lokalnie
zwarta (z topologia F,), a p jest wewnetrznie regularna na zbiorach
otwartych. W ogdélnym przypadku, bez zalozenia regularnosci, dowod
wymaga uzycia znacznie subtelniejszego lematu pokryciowego (patrz
ksiazki [7, Théoréeme (1.2)] lub [13, Theorem 1.2] oraz dowdd twierdze-
nia 2.2 tamze).

Dowdd oszacowania (6) przebiega wedlug znanego schematu. Ustalmy
f € LY(X,u) oraz A > 0iniech By = {z € X : Mf(z) > \}; E) jest
zbiorem otwartym. Dla kazdego x € E) wybierzmy taka kule B, ze
x € By i ﬁ [, [fldu > A. Wezmy zwarty podzbiér K C Ej. Oczy-
wiscie K C Ugep, Bz, wigc ze zwartosci K otrzymujemy K C Uj%, B,
gdzie x; € E). Stosujemy lemat 4.1 do rodziny {B;}!", gdzie B; = By,
otrzymujac podrodzine {B;, }7_; parami roztacznych kul z wlasnoscia
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jak w lemacie. Mamy wéwczas

<u(UB) <n(UHB.) < S uis,
Cu,kszn;/ﬁ(Bjs ukZ /\fldu i/ |f| dp.

Wewnetrzna regularno$¢ miary, czyli Warunek supic g, 1K) = p(Ey),
implikuje zadana nieréwnosé (6). O

Czasami wygodnie jest supremum wyrazenia z lewej strony nieréwno-
éci (6) po A > 0 oznaczy¢ symbolem || M f|| 1,00 (x,,) 1 méwié o przestrzeni
Lorentza LY i slabej (quasi-)normie || - |1, odpowiednio. Wowczas
oszacowanie (6) mozna zinterpretowaé jako ograniczonosé¢ operatora M
z LY X, p) do LY (X, p).

Innym waznym narzedziem analizy harmonicznej jest #-operator
maksymalny M# zadany dla f € Li (X, p) wzorem

M (@) = sup s /|f (f)gdu, =€ X,

gdzie (f)p = ﬁ J f dp oznacza wartosé srednia f po kuli B, a supre-
mum jest brane po wszystkich kulach zawierajacych x. Alternatywnie
rozwaza sie scentrowana wersje operatora M#

1
M#¢f(z) = su 7/ — smlde, xeX.
f( ) 0<T‘£OON(B(:B7T))B($ , ‘f <f>B( ) )’ n

Tak jak w przypadku operatora H-L, réwniez tu tatwo sprawdzié¢, ze
dla dowolnej f € Li (X, u), funkcje M# f i M#<f sa dolnie pélciagte,
a wiec borelowskie.

Przestrzen BMO(X) = BMO(X, u) definiuje sie jako przestrzen
funkcji o ograniczonej sredniej oscylacji, tzn. funkeji f € Ll (X, u), dla
ktorych

11l = sup M#<f(z) < oo.
zeX

Wielkosé || - ||« jest péinorma, a po podzieleniu BMO(X) przez pod-
przestrzen funkcji statych staje sie norma, na dodatek zupetna w tejze
przestrzeni ilorazowej. Piszemy ponownie BMO(X) i || - ||« dla oznacze-
nia przestrzeni i normy ilorazowej; z kontekstu zwykle wynika, o ktéra
z dwoch mozliwosci chodzi.

Oczywiscie M7¢f < M7 f, ale punktowa réwnowaznoéé M7 f(x) ~
M# f(z) na ogét nie zachodzi jednostajnie ze wzgledu na f € LL (X, u)
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i x € X (konwencja notacyjna: piszemy S ~ T, jesli C™'T < S < CT
dla pewnej statej C' > 1, niezaleznie od wszystkich mozliwych zmiennych
pojawiajacych si¢ w wielkosciach S 1 T"). Jednakze réwnosé
sup M#’cf(x) = sup M#f(:n)

zeX

zeX
zachodzi dla kazdej f € Li (X, i), a ponadto
1 / ) 1
x = SUp ——— — du ~ sup inf —c|du.
111 Bpu(B)B |f = (f)pldpu cheCu(B)B |f —cldu

Przestrzen BMO(X) jest przestrzenia dualna do atomowej prze-
strzeni Hardy’ego H} (X) (patrz definicje na przyktad w pracy [8]),
a znaczenie obu przestrzeni— chociazby w euklidesowej analizie har-
monicznej — jest nieocenione. Chyba najwazniejsza wlasnoscia funkcji
o ograniczonej Sredniej oscylacji jest to, ze sa one charakteryzowane
przez oszacowanie Johna—Nirenberga.

Twierdzenie 4.3. Niech (X, p, pt) bedzie przestrzeniq typu jednorodnego.
Wowczas istniejg takie state C1,Co > 0, Ze dla kazdej funkcji f €
BMO(X) i kazdej kuli B

plla € B 1@ =(f)5l > ) < Cresp (~ A uB). 2> 0. (3)

Dowdd tego twierdzenia (ktére wczesniej znane bylo w sytuacji
euklidesowej) ma swoja historie. Otéz jego prawdziwosé dla przestrze-
ni typu jednorodnego anonsowana byla juz w artykule [8, stopka na
str. 594]. Okazalo si¢ jednak, ze podanie nie budzacego kontrowersji
dowodu nie bylo tatwa sprawa. Stato sie to udziatem wielu osob; patrz
prace [15, str. 499-502; 21, str. 563-564], gdzie dowdd twierdzenia 4.3
przeprowadzono nawet w wigkszej ogdlnosci oraz wskazano jeszcze dwa
inne zrédia. Oczywiscie bez spelniania przez miare warunku podwajania
trudno oczekiwaé, ze wlasnos¢ Johna—Nirenberga pozostanie w mocy.
Bardzo prosty przyktad przestrzeni miarowo-metrycznej bez wspomnia-
nej wlasnosci podany zostal w artykule [19].

Kolejnym pojeciem, jakie omowimy w tym paragrafie, bedzie kla-
sa wag A, Muckenhoupta. Przez wage (funkcje wagowa) rozumiemy
borelowsko mierzalna funkcje w: X — [0, oo]. Dla przestrzeni typu jed-
norodnego (X, p, 1) i p € [1, 00) powiemy, ze waga w spelnia warunek Ap,

jesli ,
(/wdu) Up(/w_?’//p dM) v < Cu(B), (9)
B B
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ze stalg C' > 0 niezalezng od dowolnej kuli B zawartej w X; p’ oznacza

tu wyktadnik sprzezony do p, % + 1% = 1 (obowiazuje konwencja, ze
0-00=0). Jedli p =1, to (9) rozumiemy jako
1
wdp - esssup —— < Cu(B). 10
o esssup 1(B) (10)

B

Dla w spelniajacej warunek A, piszemy w € A,(X) = Ap(X, p). Nie-
trudno jest uzasadnié, ze jedli w € A,(X), to moze zajé¢ doktadnie jedna
z trzech mozliwosci: w = 0, w = 00, 0 < w < 0o (p-prawie wszedzie).
Odrzucajac dwa pierwsze ,ekstremalne” przypadki mozemy wiec od razu
zaklada¢, ze 0 < w < 0o; W szczegblnosci oznacza to, ze w € L (X, u).

Zmaczenie klas A, jest wyjasnione miedzy innymi twierdzeniem o ogra-
niczonosci operatora maksymalnego H-L na wagowych przestrzeniach LP.
Twierdzenie to zostalo udowodnione przez Muckenhoupta dla R z miarg
Lebesgue’a, uogdlnione przez Coifmana i C. Feffermana na R"” gdzie
n > 2, a nastepnie rozszerzone na przestrzenie typu jednorodnego spetnia-
jace pewien dodatkowy warunek (ciagtosci miar kul o dowolnie ustalonym
srodku jako funkcji promienia) przez A.P. Calderéna w artykule [5]. To
dodatkowe zalozenie zostalo nastepnie wyeliminowane w pracy [1]. Ele-
mentarny i bardzo elegancki dowéd tego twierdzenia (a w zasadzie tylko
trudniejszej czesci moéwiacej, ze warunek A, pociaga nier6wnosc¢ (11))
dla p > 1 mozna odczytaé z pracy [18].

W dalszym ciagu piszac w dp my$limy o mierze borelowskiej na X
z gestoscia w wzgledem p.

Twierdzenie 4.4. Niech (X, p, 1) bedzie przestrzeniq typu jednorodnego
1 niech M bedzie stowarzyszonym operatorem maksymalnym H-L. Dla
p € (1,00), nieréuwnosé

HMf”LP(wdu) < prw”fHLP(wdu% f € Lp(w d/"”)? (11)

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy w € A,(X). Dla p = 1 analogiczne
stwierdzenie pozostaje prawdziwe z zamiang LP(wdp) z lewej strony
w (11) na LM (wdpy).

Nastepnym pojeciem, jakie oméwimy, bedzie pojecie operatora Cal-
deréna—Zygmunda (w dalszej czesci uzywamy skrotu C-Z). Niech A =
{(z,z) : © € X}. Funkcj¢ K: X x X \ A — C nazywa si¢ jgdrem
standardowym, jedli istnieja takie state d > 01 C' > 0, ze spelniony jest
warunek wzrostu

K(z,y)| < O— !

u(B(x, p(x,y)))’

z,y €X, x#y, (12)
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oraz warunek gladkosci: dla z, 2,y spelniajacych p(x,y) > 2p(z,2’),
mamy

- (13)

))5 )
(@) u(B(@.p(z.y)))’
mozna tu przyjaé, ze 0 < 6 < 1. Warunki (12) i (13) uogélniaja klasyczne
warunki z sytuacji euklidesowej, tzn. warunki (19) i (20) wzigte z 7 =n
(patrz ksiazka [10, str. 99]). Liniowy operator T', okreslony i ograniczony
na L?(X, 1), ktory jest stowarzyszony z pewnym jadrem standardowym
w sensie, ze dla kazdej funkcji f € L?(X, ) ze zwartym noénikiem,

Ti(@) = [ K@) duy). = ¢ supps.
X

nazywa sie operatorem C—Z. Centralne twierdzenie teorii takich opera-
toréw brzmi nastepujaco.

Twierdzenie 4.5. Niech T bedzie operatorem C-Z na przestrzeni ty-
pu jednorodnego (X, p, ). Wowczas T rozszerza sie do ograniczonego
operatora z LY (X,du) do LV (X,du) i w konsekwencji przediuza sie
do ograniczonego operatora na LP(X,du), gdzie 1 < p < co. Ponadto,
operator C-Z rozszerza sie do ograniczonego operatora z L (X, u) do
BMO(X, ), oraz z HL(X, ) do LY (X, ).

Prekursorem operatora catkowania utamkowego w przestrzeniach
typu jednorodnego jest klasyczny operator (zwany réwniez potencjatem
Riesza rzedu «)

1 n
Iof(z) :R[ Wf(y) dy, zeR"

gdzie 0 < a < n, zdefiniowany na naturalnej dziedzinie tych wszystkich
funkcji f, dla ktérych powyzsza catka jest zbiezna z-prawie wszedzie;
na przyklad, przestrzenie LP(R"), gdzie p € [1,n/«), zawieraja sie
w naturalnej dziedzinie. Waznos¢ potencjatu Riesza polega na tym, ze
z odpowiednig stalg cqn,
(*A)_Q/Qf = Coz,nlozfv f € S(Rn)v

gdzie A = 2?21 BJZ jest laplasjanem w R™ n > 1, a ujemna potega
(—A)~%/? jest zdefiniowana na przestrzeni L?(R") przy pomocy trans-
formaty Fouriera.

Klasyczny rezultat dotyczacy I, méwi o nierdwno$ci Hardy eqgo—
—Littlewooda—Sobolewa (patrz na przyklad ksiazka [10]): zal6zmy, ze
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S 1 1 o :
O<a<mnpell2)i =5 &, wowczas dla p > 1, zachodzi
oszacowanie mocnego typu (p, q),

[afllg < Cllfllp, | € LPRY), (14)

podczas gdy dla p = 1 mamy oszacowanie stabego typu (1, q),

|{x€R”:]Iaf(x)\>)\}|<C’<Hf”1)q, A>0, feLY(RY). (15)

A
W obu przypadkach, réwnosé % = %D — & jest warunkiem koniecznym,

co latwo sprawdzi¢ rozpatrujac w nieréwnosciach (14) lub (15), wraz
z jedna nietrywialna funkcja f, réwniez jej dylatacje o, f, gdzie r € (0, 00)
oraz O, f(xz) = f(rx).

Uogdlnianie pojecia calkowania utamkowego na przestrzenie typu
jednorodnego poszlo w (co najmniej) dwéch kierunkach. Otéz, dla prze-
strzeni (X, p, u) z wielkoscia 7 jako namiastka wymiaru, mozna przyjaé

_ f(y)
Iof(z) = )[ o) (16)

jako definicje operatora calkowania utamkowego I, gdzie a € (0,7),
i jest to naturalny wyboér. Jednak przesledzenie sposobu, w jaki wa-
runki wzrostu i gtadko$ci zostaly zaadaptowane z sytuacji euklidesowej
do sytuacji przestrzeni (X, p, ), pozwala zaproponowaé alternatywna
definicje:

(03
@) = [ )=y, (1
¢ (Bl p(x,y))
gdzie o > 0. Obie definicje pojawily sie w literaturze, a odpowiadajace
im operatory byly i sa do dzi$ intensywnie badane. Jesli chodzi o ope-
rator I, zdefiniowany wzorem (16), to mozna by pomysleé o zawezeniu
rozwazan do przestrzeni spetniajacych warunek Ahlforsa, gdzie wielko$é
T rzeczywiscie kojarzy¢ nalezy z wymiarem. Zaskakujacy jest fakt, ze taka
proba definicji zostalta podjeta tylko w pewnym zakresie, mianowicie przy
zatozeniu 7 = 1. O szczegodtach ewolucji tego pojecia mozna dowiedzie¢
sie z przegladowego artykulu [17]. Z biegiem czasu okazalo sie, ze do
uzyskania oszacowan LP — L9 dla operatoréw calkowania utamkowego
warunek podwajania nie jest konieczny i mozna go zastapi¢ warunkami
zawierajacymi wylacznie oszacowania (z dotu badz z géry) na miary
kul w zaleznoéci od promienia. Wobec tego dalsza dyskusje tego tematu
odktadamy do kolejnego paragrafu. Zauwazmy tylko, ze jesli miara p
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spelnia warunek p(B(z,r)) < Cr” przy r > 0, to dla « € (0, 7) zachodzi

nieréwnosé . ( o
P T, Y
<C ,
plz,y)™= = u(B(x, plx,y)))

a wiec oszacowania LP — L9 uzyskane dla I, implikuja analogiczne

rezultaty dla I,,. I na odwrét, jesli miara p spelnia warunek p(B(x,r)) >
Cr7, to dla a € (0,7) zachodzi nieréwnosé
Py o1 7
p(B(,px,y)) — plz,y)7°
a wiec oszacowania LP — L7 (a nawet ogdlniej, LP — L?°°) uzyskane
dla I, implikuja analogiczne rezultaty dla I,.

5. Przestrzenie miarowo-metryczne
Rozpoczniemy od nastepujacej definicji.

Definicja 5.1. Tréjke (X, d, p), gdzie (X, d) jest przestrzenig metryczna,
a p jest taka miara borelowska na X, ze u(B) < oo dla kazdej kuli B,
nazywamy przestrzeniq miarowo-metryczng. Jesli dodatkowo p spelnia
warunek podwajania, to méwimy o przestrzeni miarowo-metrycznej
z warunkiem podwajania.

Zauwazmy, ze quasi-metryke zastapita metryka, od miary nie jest
wymagany warunek podwajania, oraz — podobnie jak przy definicji prze-
strzeni typu jednorodnego —tu réwniez nie deklarujemy jakiejkolwiek
regularnosci miary p, zupelnosci metryki d lub lokalnej zwartoéci prze-
strzeni X. Nie zakladamy takze warunku p(B) > 0 dla kazdej kuli
B, choé¢ w sytuacjach, gdzie takie zalozenie jest niezbedne (na przy-
ktad przy rozwazaniu operatoréw maksymalnych i przestrzeni BMO)
milczaco przyjmujemy, ze tak wiasdnie jest. Interesujace informacje o ana-
lizie uprawianej na przestrzeniach miarowo-metrycznych mozna znalezé
w podreczniku [13] i w artykule przegladowym [14].

Brak warunku podwajania ma swoje natychmiastowe konsekwencje.
Dla przyktadu, w pelnej ogdélnoséci poréwnywalnosé M€f ~ M f, jedno-

1
loc

maksymalny M (a nawet M¢) moze nie by¢ stabego typu (1,1).

stajnie ze wzgledu na f € L (X, u), nie ma miejsca. Ponadto operator

Definicje obiektéw z poprzedniego paragrafu (definicje operatoréw
maksymalnych, przestrzeni BMO, klas A, operatora calkowania utam-
kowego) pozostaja niezmienione (i maja sens) réwniez w kontekscie prze-
strzeni miarowo-metrycznych. Natomiast kwestia udowodnienia dla tych-
ze obiektéw twierdzen analogicznych do wzmiankowanych wcezedniej jest
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osobna historia. Przez dtugi czas wierzono, ze warunek podwajania jest
niezbedny do uzyskania satysfakcjonujacych rezultatéw na odpowiednio
wysokim poziomie ogdlnosci. Niespodzianke przyniosly wspomniane we
wstepie prace [23] oraz [31], gdzie wykazano, ze warunek podwajania
mozna zastapi¢ nieco innym warunkiem, mianowicie warunkiem wzrostu
miary na kulach,

p(B(x,r)) < Dpur’, (18)

gdzie T jest ustalonym parametrem, a D, > 0 jest stalg niezalezng od
x € X ir > 0. O mierze u spelniajacej warunek (18) méwi sie, ze jest
T-wymiarowa.

Tak naprawde, w artykulach [23,31] oraz w kolejnych pracach tych
autoréow (na przyklad [24,32]), rozwazano przestrzen R™ lub jej otwarty
podzbiér z miara o wlasnosci (18) przy pewnym 7 € (0,n]. Zakladano
tam réwniez, ze u jest miara Radona. Zauwazmy jednak, ze na mocy
ogdlnego twierdzenia, kazda miara borelowska na R", ktora jest skonczona
na zbiorach zwartych, jest miarg Radona. Pojecie operatora C—7 jest tu
nastepujace. Jodrem standardowym nazywaé bedziemy odwzorowanie
K:R" x R"\ A — C, dla ktérego istnieja takie state § € (0,1] i C > 0,
ze spelniony jest warunek wzrostu

|K(z,y)| < C r,y e R" z #y, (19)

lz =yl
oraz warunek gladkosci: dla takich z, 2"y, ze ||z — y|| > 2|z — 2|,
zachodzi nieréwnosc¢

|z — /1°
lz —yl7+o

Operator C-Z to liniowy operator T', okredlony i ograniczony na prze-

|K (2, y) — K(z' )|+ |K(y,2) — K(y,2")| < C (20)

strzeni L2(R™ i), ktory jest stowarzyszony (w sensie podanym wcze-
$niej) z pewnym jadrem standardowym. Choé¢ zbudowana teoria po-
siadala wlasnoéci klasycznej teorii (z miara dublujaca), to jednak oka-
zalo sie, ze tradycyjna definicja przestrzeni BMO nie jest wlasciwa,
gdyz operatory C-7Z w powyzszym sensie na ogél nie przeprowadzaja
L>(u) w BMO(X, ) w sposéb ciagly. W pracy [32] Tolsa zapropono-
wal obejscie tej niedogodnosci poprzez zdefiniowanie regularyzowanej
przestrzeni BMO, oznaczanej od tej pory jako RBMO, ktora kwestio-
nowane wtasnosci juz posiada. Interesujace oméwienie tematu zwigza-
nego z mozliwodcig zbudowania satysfakcjonujacej teorii operatoréw
C—-Z bez warunku podwajania mozna znalez¢ w pracy [33] (z dramatycz-
nie brzmiacym tytutem).
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Komentarz dopuszczajacy mozliwosé uogédlnien zbudowanej teorii
operatoréw C-Z na przestrzenie miarowo-metryczne z warunkiem (18)
pojawil sie w artykule [24, str. 153]; okazalo sie jednak, ze takie uogélnie-
nie nie jest sprawg tatwa. Niedawno Hyténen w pracy [15] zaproponowatl
satysfakcjonujace rozwigzanie problemu poprzez wprowadzenie pojecia
gornego podwagjania. Oté6z méwimy, ze miara borelowska p na przestrzeni
metrycznej (X, p) spelnia warunek gornego podwagjania, jesli istnieja
funkcja dominujgca A: X x Ry — Ry i statla C\ o wlasnosciach: dla
kazdego x € X funkcja r — A(z,r) jest slabo rosnaca, a dla kazdego
x € X ir >0, zachodza oszacowania

w(B(x,r)) < XMz, r) < CaA(z,r/2).

Oczywiscie, kazda przestrzen typu jednorodnego jest przestrzenia z gor-
nym dublowaniem, gdyz za funkcje dominujaca mozna przyjaé A(z,r) =
w(B(z,7)). Ponadto kazda przestrzen miarowo-metryczna z miara spel-
niajaca warunek (18) tez jest przestrzenia z gérnym dublowaniem, jesli
przyjmiemy A(z,r) = D,

W pracy [16] rozwazano oSrodkowa przestrzen miarowo-metryczna
(X,d, u) zakladajac dodatkowo o mierze pu, ze spelnia warunek gérnego
podwajania i geometryczny warunek podwajania oraz jest bezatomowa,
tzn. u({z}) = 0 dla kazdego = € X. Zauwazmy w tym miejscu, ze
jesli miara p spelnia warunek (18), to jest bezatomowa. Przy powyz-
szych zalozeniach wykazano, ze wszystkie istotne rezultaty klasycznej
teorii operatorow C—Z pozostaja w mocy. W szczegdlnosci, rezultaty
twierdzen 1.1 1 10.1 z pracy [23] uogdlniaja sie z sytuacji R™ z miara
spelniajaca oszacowanie (18) na sytuacje (niemal) ogdlnej przestrzeni
miarowo-metrycznej z miara jak wyzej. W pewnym sensie analogiczne
rezultaty zostaly réwnolegle wykazane w artykule [4].

Prace [23] oraz [31] zainicjowaly dalsze badania nad mozliwoscia
wyeliminowania warunku podwajania z wielu teorii. I tak, w artyku-
tach [21,27] rozwazano sytuacje przestrzeni miarowo-metrycznej R"”
z miara borelowska i metryka do lub de. Gléwnym obiektem badan
w pracy [21] byla przestrzen BMO zdefiniowana w tradycyjny sposéb.
Przy pewnych dodatkowych zalozeniach na miare u, geometrycznej
natury, wykazano, ze dla funkcji z BMO ma miejsce nier6wnosé¢ Johna—
—Nirenberga (8), natomiast w artykule [27] udowodniono odpowiednik
twierdzenia Muckenhoupta dla scentrowanego operatora H-L.

Przechodzac do dyskusji operatoréw catkowania utamkowego na prze-
strzeni miarowo-metrycznej (X, d, u) przytoczmy nastepujacy rezultat
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dla I, (w pracy [2] jest on udowodniony nawet w wersji wagowej, tzn. z za-
miana p na w dp, gdzie w jest stosowna waga — patrz takze artykut [20]).

Twierdzenie 5.1. Niech (X, p, p) bedzie przestrzenig typu jednorodnego,

z miarqg spelniajacq warunek r™ < Cu(B(z,7)) dla pewnego T > 0 ze

statg C > 0 niezalezng od x € X ir > 0. Wowczas, dla p € (1,7)
1 a

oraz q spetniajgcego warunek % =, =7, ma miejsce oszacowanie

HafllLaxpy < Cllflrx . f € LP(X, p).

Garcia-Cuerva i Gatto zbadali w pracy [12] operator calkowania
utamkowego w $rodowisku przestrzeni miarowo-metrycznej (X,d, u)
z miarg spelniajaca warunek (18). Jak wspomnieliémy, parametr 7 pelni
tam role wymiaru. Dla a € (0,7) operator ten jest zdefiniowany, na
odpowiednich funkcjach f, wzorem

Inf(2) = )[ Cmf?gladu(m. (21)

Autorzy wykazali, ze dla p € [1,7) oraz ¢ spelniajacego réwnosé
% = 1 — 2 maja miejsce odpowiedniki oszacowan (14) i (15) z za-
miang (R dz) na (X, ) oraz normy || - ||, na || - ||p(x ) (patrz [12, The-
orem 3.2, Corollary 3.3]). Analogiczne rezultaty pozostaja w mocy, jesli
zamiast I, rozwazymy operator caltkowy z jadrem K, (z,y) spelniajacym
oszacowanie | K, (x,y)| < W Jest to o tyle istotne, ze w sytuacji
kiedy mamy do czynienia z ,laplasjanem”, waznym z punktu widzenia
analizy harmonicznej zagadnieniem jest badanie jego ujemnych poteg.
Trudno oczekiwaé, by jadro catkowe takiego operatora mialo wéwczas
postaé jak we wzorze (21), ale zdarza sie, ze wspomniane oszacowanie
na jadro jest spelnione. Warto rowniez dodaé, ze ogélnie, ze wzgledu na
brak argumentu dylatacyjnego, nie ma powodu, aby sztywny zwiazek
postaci % = % — = pozostawal warunkiem koniecznym dla oszacowan
typu LP — L? przy rozpatrywaniu ujemnych poteg ,laplasjanu”.
Ciekawym spostrzezeniem jest fakt, ze jesli p jest bezatomowa, to
warunek (18) jest niezbedny, aby odpowiedniki oszacowan (14) i (15)
zachodzily dla I, okreslonego wzorem (21), przy parametrach a i 7 oraz
wykladnikach p i ¢ spelniajacych stosowne warunki (patrz [12, The-
orem 3.4]). Rzeczywiscie, zakladajac spelnienie odpowiednika oszaco-
wania (14) (z nieréwnoscia (15) postepujemy podobnie), wezmy kule
B = B(xg,r) o promieniu r > 0. Jesli u(B) = 0, to oczywiscie waru-
nek (18) jest speliony. Jesli natomiast p(B) # 0, to dla kazdego x € B
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mamy
IoxB() :B/Wdﬂ(y) > (27,)17_04,“(3)

Wobec tego, wykorzystujac nieréwnos¢ (14) otrzymujemy
1 1 1/q
Gt B < ([ laxs@)an) <

B

< CHXBHLP(X,M) = CM(B)UP-

Zwiazek % =1 _ 2 implikuje zatem warunek (18).

p
6. Analiza na przestrzeni z miarg gaussowska
Przyktadem miary, ktéra spelnia warunek wzrostu (18) — nawiasem
moéwiac, dla kazdego 7 € (0, n] —ale nie spelnia warunku podwajania (3)
jest miara gaussowska
dy(x) = a2 el g,
okreglona na R, gdzie || - || = || - |2 jest norma euklidesowa. Wobec
tego (R™d,~), gdzie d := da lub d := d, jest przestrzenia miarowo-
-metryczna, skonczona, przy czym y(R™) = 1. Waznos¢ tej przestrzeni
polega na tym, ze jest ona naturalnym $rodowiskiem dla operatora
Ornsteina—Uhlenbecka,

L=-IA+z.V,
pelniacego role ,laplasjanu”. Jest to operator symetryczny w L%(7),
<Lf7g>L2(’y) = <f7Lg>L2('y)) f,9€ S(Rn)a

a jego samosprzezone rozszerzenie L realizuje sie przy pomocy wielowy-
miarowych wielomianéw Hermite’a.

Pélgrupa {e*“:}t;o generowana przez L nosi nazwe potgrupy Orn-
steina—Uhlenbecka (lub polgrupy ciepla dla £). Zainteresowanie nia
nasililo sie od czaséw odkrycia przez Nelsona w latach szesé¢dziesia-
tych ubieglego wieku, ze posiada ona wlasno$¢ hiperkontraktywnosci.
W ostatnich latach wielu autoréw intensywnie badalo srodowisko zwia-
zane z operatorem L, ze szczegdlnym uwzglednieniem badania operatora
maksymalnego zwiazanego z pélgrupa ciepla, transformat Riesza oraz
rachunku funkcjonalnego dla £ (patrz cytowania w pracy [22]). Ze wzgle-
du na specyficzne geometryczne wlasnosci miary gaussowskiej, analiza
zwigzana z wymienionymi obiektami jest calkowicie odmienna od tej
dla analogicznych obiektéw w klasycznym euklidesowym ujeciu.

Poniewaz przestrzen (R" d,~y) spelnia warunek (18), wiec podpada
pod teorie operatoréw C—7Z oméwiona w paragrafie 5. Mogtoby sie zatem
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wydawacé, ze teoria C—Z zwiazana z operatorem Ornsteina—Uhlenbecka
powinna by¢ oparta na wynikach wspomnianej wczesniej ogdlnej teorii.
Tak jednak nie jest. Gtéwna przyczyna tego stanu rzeczy jest fakt, ze
jadra operatoréw singularnych pojawiajace sie przy badaniach operatora
Ornsteina—Uhlenbecka, takich jak na przyktad transformaty Riesza, nie
spelniaja postulatéw (19) i (20) dla jadra standardowego w ogdlnej teorii.
W odpowiedzi na powstalg trudnosé Mauceri i Meda zbudowali w pra-
cy [22] teorig operatoréw C-Z $cisle powiazana ze specyfika przestrzeni
(R™ d,~). Wiazalo sie to réwniez z nowymi konstrukcjami przestrzeni
BMO(v) i HL (%), innymi niz tradycyjne przestrzenie BMO (lub RBMO
Tolsy) i Hardy’ego z paragrafu 5.

Ciekawym zagadnieniem, niewatpliwie wartym oméwienia, jest kwe-
stia oszacowan dla operatorow maksymalnych zwiazanych z miara -.
Ot6z wiadomo (patrz komentarz w artykule [29]), ze w jednym wymiarze,
gdy n = 1, operator M, 4 (piszemy indeksy przy M dla podkreslenia,
z jaka miara i metryka zwiazany jest operator maksymalny) spelnia osza-
cowanie stabego typu (1, 1), a wiec réwniez jest operatorem ograniczonym
na LP(v), gdzie p € (1, 00]. Ta sama teza jest prawdziwa dla scentrowa-
nego operatora M,‘; 4 ale juz dla dowolnego n > 1 - jest to konsekwencjg
lematu pokryciowego Besikowicza (patrz ksiazka [10, str. 44]). Natomiast
operator niescentrowany M., 4, jak wykazal Sjogren w artykule [29], ze
dla n > 2 nie jest on stabego typu (1, 1), niemniej jednak pézniej okazato
sig, ze M, q jest ograniczony na kazdym LP(y), gdzie p > 1, dla n > 2
(patrz praca [11]). Na marginesie: gdy d = doo, to ograniczono$é¢ M, 4
na LP(v) dlap > 11in > 2 jest konsekwencja wyniku jednowymiarowego
przez proste iteracje.

Przyklad przestrzeni (R" d,~) pokazuje, ze teoria operatoréw C—7Z
zainicjowana w artykulach [23] oraz [31], cho¢ majaca zastosowania
w wielu miejscach, w ktérych teoria przestrzeni typu jednorodnego nie
jest stosowalna, ciagle nie jest teoria uniwersalng. Nie jest jednak jasne,
czy taka uniwersalna teoria moze w ogble powstac.

7. Zasada redukcji

Tak jak zostalo powiedziane wczeéniej, pokazemy, ze w wielu sy-
tuacjach rezultat udowodniony dla przestrzeni miarowo-metrycznych
spelniajacych warunek podwajania implikuje analogiczny rezultat dla
przestrzeni typu jednorodnego. Nie nalezy jednak wyciggaé stad mylnego
wniosku, ze teoria przestrzeni typu jednorodnego jest zbedna.
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Potrzebny nam bedzie nastepujacy prosty fakt.

Lemat 7.1. Jezeli (X, p, ) jest przestrzeniq typu jednorodnego oraz
p i dy sq takie, jak w twierdzeniu 2.1, to (X, dp, ) jest przestrzeniq
miarowo-metryczng z warunkiem podwajania. Ponadto,

(B, /7)) ~ u(By, (x,7)), € X, r>0. (22)

Dowdd. Sprawdzimy, ze u jest dublujaca réwniez dla kul pochodzacych
od metryki d, (piszemy indeksy przy kulach dla podkreslenia, od jakiej
quasi-metryki badz metryki pochodza; analogiczna zasada obowiazuje
réwniez dla innych obiektéw, na przyklad dla operatoréw maksymalnych).
W tym celu zauwazmy, ze nieréwnos¢ d, < p? < 4d, implikuje zawierania

By(z,7) C Bg,(z,77) C Bp(x,éll/pr), (23)

a zatem
11(Ba, (2,27)) < p(By(x, (8r)'/7)) < C, g1/ppt(By(z, /7)) <

< C,u,SUPM(de ((13, T))?
gdzie C), q1/p jest stala wystepujaca w nieréwnosci (4). Przy okazji
okazalo sig, ze p(Bg,(x,7)) < oo dla dowolnej kuli By, (v, r). Réwnowaz-
nos$¢ (22) jest konsekwencja zawieran (23) oraz wlasnosci (4). O

Warunek tréjkata ze statag K > 1 w definicji quasi-metryki powoduje
pewne komplikacje w rozumowaniach zwigzanych z obiektami przestrze-
ni typu jednorodnego. W pewnej skali mozna to bylo zaobserwowac
w dowodzie lematu pokryciowego. Twierdzenie 2.1 (a tak naprawde, to
wynikajacy z niego lemat 7.1) pozwala natomiast w wielu sytuacjach
redukowaé rozumowania do przypadku K =1 (a wiec sytuacji metryki).
Mozna nawet pokusic¢ sie o sformutowanie nastepujacej zasady meta-
-matematycznej: jesli pewne twierdzenie dotyczace ustalonego obiektu
zachodzi dla przestrzeni miarowo-metrycznych z warunkiem podwaja-
nia, to analogiczne twierdzenie zachodzi rowniez w szerszym kontekscie
przestrzeni typu jednorodnego.

Dziatanie powyzszej zasady zobaczymy na kilku przykladach, a jesz-
cze inny przyklad mozna znalezé w pracy [30]. W dalszym ciagu (X, p, 1)
jest przestrzenia typu jednorodnego, a p i d, sa takie, jak w twierdze-
niu 2.1.

Przyktady. 1. Twierdzenie o stabym typie (1,1) dla operatora maksymal-
nego M. Zakladajac, ze rozwazane twierdzenie zachodzi dla przestrzeni
miarowo-metrycznych z miara dublujaca rozumujemy w sposob nastepu-
jacy. Poniewaz M, = M,» (rodziny kul odpowiadajace quasi-metrykom
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p i pP sa identyczne) oraz My ~ My, (gdyz pP ~ dp), wiec staby typ
(1,1) dla Mg, przektada si¢ na staby typ dla M, a wigc réwniez dla M,.

2. Twierdzenie Muckenhoupta. Zauwazmy najpierw, ze klasy A, od-
powiadajace przestrzeniom (X, p, 1) oraz (X, dp, v) sa identyczne: widaé
to latwo, biorac pod uwage ksztalt warunkow (9) i (10), zawierania (23)
oraz wlasno$¢ (22). (Uwaga: ma tu miejsce konflikt oznaczen, z ktérego
trudno wybrna¢; pamietajmy zatem, ze p przy A, i dp, to nie zwigzane ze
soba parametry, z ktorych pierwszy jest nie mniejszy, a drugi nie wiekszy
od 1.) Wezmy teraz w € A, (X, p, t). Z tego, co powiedzieliémy, mamy
rowniez w € Ap(X,dp, 1), a wiec oszacowanie (11) zachodzi, gdy zamiast
M wstawimy Mg,. Wobec Myp >~ My, to samo oszacowanie jest spetnio-
ne dla M, = M,». Uzasadniliémy wigc, ze jesli warunek (11) (myslimy
op > 1, przypadek p = 1 traktuje si¢ analogicznie) zachodzi w kontekscie
przestrzeni miarowo-metrycznych z warunkiem podwajania, to réwniez
pozostaje prawdziwy dla przestrzeni typu jednorodnego. Tak naprawde,
zajmowalidémy sie tylko dostatecznoscia w twierdzeniu 4.4 — argument
dotyczacy koniecznosci jest bardzo podobny.

3. Twierdzenie o ograniczonosci operatorow C-Z. Wystarczy wykazad,
ze jadro standardowe K spelniajace warunki wzrostu i gladkosci (12)
i (13) z kulami zwiazanymi z p spelnia te same warunki z kulami
zwiazanymi z dp,, a wiec z zamiana symbolu p na d, w (12) i (13) oraz
ewentualng zmiang parametru 6. Dla warunku wzrostu tak jest, gdyz
na mocy réwnowaznosci (22) oraz d, < pP < 4d,, mamy

/’L(BP(:va(xay))) > C}L(de(l',p(l‘,y)p)) > C/L(de(ib,dp(l‘,y))). (24)

Dla warunku gladkosci, korzystajac znéw z nieréwnosci d, < pP < 4d,,
otrzymamy

p(x, ) < 41/p(dp(x,x’))1/p‘

p(z,y) dp(z,y)
Warunek gladkosci jest zatem spetniony dla kul stowarzyszonych z d,,,
z zamiana parametru ¢ na J/p. Wypada jeszcze zauwazy¢, ze spelnienie
warunku p(z,y) > 2p(x,2’) pociaga za soba nieréwnosci

dp(aj?y) > %p(l‘,y)p > %2pp(x’x/)p > %dp(l‘,.%’l) > %dp(:v,x’),

a zatem nowy warunek gtadkosci jest tym bardziej spelniony z warunkiem
dp(z,y) > 2dp(z, 2).

4. Twierdzenie o oszacowaniach dla operatoréow catkowania utamko-
wego. Przede wszystkim zauwazmy, ze jesli miara u spelnia nieréwnosé
pw(By(z,7)) < CrT (odpowiednio, > Cr7), to réwniez u(Bg, (z,7)) < Cr”
(odpowiednio, > Cr7/P). Dalej wystarczy pokazaé, ze jadro catkowe



Analiza harmoniczna, 25

operatora I, lub I, jest dominowane przez analogiczne jadro catkowe
z zamiang p na d,, gdy rozwazamy I, oraz dodatkowo z zamiang kul
zwigzanych z p na kule odpowiadajace dp, gdy rozwazamy Iy oczywiscie
parametr 7 moze rowniez ulec zmianie. W przypadku I, sprawa jest

oczywista, gdyz
1 1
T— <C
p(z,y) dp(z,y)

IR
=R

T

Natomiast w przypadku I, jesli p spetnia warunek u(B,(x,r)) > Cr7,
to na mocy nieréwnosci (24) mamy
p(gjvy)o‘ < C dp(xay)
M(Bp(x,p(x,y))) u(de(x,dp(x,y)))

Podziekowania
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