Egzamin z analizy -cze$¢ teoret. (przykladowe odpowiedzi)
(20.09.2012)
(Tloczyn skalarny oznaczam tu symbolem o, w punkcie 2. zamiast (u, v))

1. Jesli 7 : [a,b] — R? jest krzywa klasy C*, przy czym ~(t) = (z(t),y(t)), t1,...tn, sa punktami podziatu odcinka [a, b],
oznaczmy przez Ai,...,\, pewien uklad punktéw posrednich \; € [t;_1,t;] oraz przez Ajy = ~(t;) — v(tj—1) -wektor
cieciwy dla tuku {~(t) : t € [t;—1,t;]}. Napisa¢ posta¢ sumy catkowe]j przyblizajacej catke skierowana f,y Pdx+ Qdy (czyli
cyrkulacje wzdhuz  dla pola wektorowego F(z,y) = (P(z,y), Q(x,vy)) okrelonego w punktach (o wspélrzednych (z,v))
lezacych na tej krzywe;j.

Sn=>_ F(y(\)) 0 Aj7y (= Z P(x(A), y(N) (@ (t5) = x(tj-1)) + Q(z(N), y(N\) (y(t;) — y(tj-1)))-)

Jj=1

2. Sformulowaé nieréwnoéé Cauchy’ego-Buniakowskiego-Schwarza (= pewna nieréwnosé¢ dla iloczynu skalarnego)

lwov| <ullllvfl,  gdzie  ul| = /(uow).

3. Sformulowaé (wraz ze wszystkimi zalozeniami) kryterium poréwnawcze zbieznosci calek niewlasciwych typu f; ft)dte,
jesli b jest punktem niewlasciwym (np. gdy f € C([a,b))).
Jezeli dla pewnej funkeji g jest | f(t)| < g(¢) dla wszystkich ¢ € [a,b) , to ze zbieznosci calki niewlasciwej fab g(t) dt wynika
zbieznos¢ calki fab f(t)dt. ( Wystarczy nawet, by dla pewnego 8 < b nieréwnosé |f(t)| < g(t) zachodzila dla wszystkich
t€(B,b).)

4. Co oznacza , ze liczba g jest granica funkcji 2 zmiennych w punkcie Py o wspétrzednych (xg,yo) z funkcji f : R? — R?

9=, Lim f(@,y) € Yes03550 (@) 0 < |l(x =20,y —w0)|| <6 = [f(z,y) — gl <e.
z,y)— Py

5. Co oznacza stwierdzenie, ze wystepujaca w poprzednim punkcie funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie Py i czym jest
rozniczka z takiej funkcji?
Rézniczkowalnoéé oznacza tu istnienie odwzorowania liniowego L : R? — R (musi ono by¢ postaci L(z,y) = Az + By dla
pewnych liczb A, B € R, gdzie A = %(Po), B= %(PO)) przyblizajacego przyrost wartosci f od punktu Py do punktu P
z doktadnoscia rzedu o-male od przyrostu ||P — Pyl argumentu przy P zmierzajacym do Py. Innymi stowy, ma by¢

L SP)— (R~ L(P— Ry
P—Py ||P— P()H

=0

, czyli dla P o wspotrzednych (z,y),

lim f(x,y) — f(®0, 0) — Al — x0) — B(y — yo)

=0.
(z,y)—(w0,y0) \/(SU —20)2 + (y — y0)?

6. Poda¢ wzér Gaussa-Ostrogradskiego wyrazajacy strumien I pola wektorowego F= (P, Q, R) przez zewnetrzna strone po-
wierzchni G bedacej brzegiem obszaru G (Strumien ten oznaczmy symbolem I = | |, ac I -1dS, lub I = I oc P dydz +

Q dzdx + Rdxdy).
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, gdzie divF = ‘3—5 + %—2 + %—f oznacza dywergencje tego pola wektorowego.



