
1. Wzory trygonometryczne

sin 2α = 2 sinα cosα , sin(−α) = − sinα , sinα± sinβ = 2 sin
α± β

2
cos

α∓ β
2

,

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

, 2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β),

2 sinα sinβ = cos(α−β)−cos(α+β), A sinα+B cosα =
√
A2 +B2(

A√
A2 +B2

sinα+
B√

A2 +B2
cosα)

Sumy cia̧gów: arytmetycznego Sn = n · a1+an2 , geometrycznego: (a+ aq + · · ·+ aqn) = a 1−qn+1

1−q .

Wz. skróconego mnozenia: (a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2, a2 − b2 = (a+ b)(a− b),
an − bn = (a− b)

∑n−1
k=0 a

kbn−1−k, (a+ b)n =
∑n
k=0

(
n
k

)
akbn−k, gdzie

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! .
.
Granice przy x→ 0 sa̧ =1 dla wyrazeń: sin x

x , tg x
x , arcsin xx , arctg xx , ln(1+x)x , e

x−1
x

Inne granice: lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→+∞
(1 +

b

x
)x = eb.

Dla symboli nieoznacz. typu 0
0 ,
±∞
∞ -regu la de l’Hospitala: ∃ lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
= γ ⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= γ.

Wz. Taylora ∃c∈[x:x+h] f(x+ h) = f(x) +
∑n−1
k=1

1
k!f

(k)(x)hk + 1
n!f

(n)(c)hn.

Pochodne cza̧stkowe f ′x(x, y) = ∂f
∂x (x, y) := limh→0

f(x+h,y)−f(x,y)
h .

Rózniczka zupe lna w punkcie P odwzorowania F = (f1, . . . , fk) n zmiennych to odwzorowanie

liniowe L = dPF : Rn → Rk o macierzy
[
∂fj
∂xm

(P )
]
j≤k,m≤n

(tzw. macierz Jacobiego) które z

dokadnościa̧ do o-ma lego od h (h = przyrost zmiennej niezalez.nej) wyraz.a przyrost wartości F :

lim
h→0

F (P + h)− F (P )− L(P )

‖h‖
= 0.

Tu dla h = (h1, . . . , hn) mamy ‖h‖ =
√
h21 + · · ·+ h2n. Np. dla n = 2 mamy tu granicȩ podwójna̧.

Odwzorowanie jest liniowe gdy L(u+w) = L(u) +L(w), L(αu) = αL(u) dla wszystkich wektorów
u,w i skalarów α ∈ R. Liniowe sa̧ np. operacje: róz.niczkowania oraz ca lki oznaczonne.

Wybrane pochodne: (xa)′ = axa−1 dla a ∈ R, (tg x)′ = 1
cos2 x , (loga x)′ = 1

xlna

(arc tg x)′ = 1
1+x2 = −(arcctg x)′, (arcsin x)′ = 1√

1−x2
= −(arccos x)′, (ax)′ = axln a.

Regu la  lańcucha g ◦ f ′(x) = g′(f(x)) · f ′(x). dP (G ◦ F ) = dF (P )G ◦ dPG .
Np. dla X = X(s, t), Y = Y (s, t),Φ(s, t) = F (X(s, t), Y (s, t)), P0 = (X(s0, t0), Y (s0, t0)), mamy

∂Φ

∂t
(s0, t0) =

∂F

∂X
(P0)

∂X

∂t
(s0, t0) +

∂F

∂Y
(P0)

∂Y

∂t
(s0, t0).

Pole obszaru midzy wykresami funkcji f1 ≤ f2, to caka z f2 − f1 po dziedzinie tych funcji (=
przedzia l dla n = 1 lub obszar ograniczony przez punkty, gdzie wykresy siȩ przecinaja̧. We wsp.

biegunowych x = r(cosφ + sinφ) wycinek: 0 ≤ r ≤ R(φ), φ ∈ [α, β) ma pole S = 1
2

∫ β
α
R2(φ) dφ.

D lug. krzywej o ró wnaniu r = R(φ) (φ w tym zakresie), to ` =
∫ β
α

√
R2 + (dRdφ )2 dφ. Dla

krzywej zadanej parmetrycznie jako wektor γ(t), t ∈ [a, b] liczymy ` jako
∫ b
a
‖γ′(t)‖ dt, czyli z

normy euklidesowej wektora pochodnych odpowiednich wspó lrzȩdnych γ.

Pole pow. obrotowej po obrocie krzywej y(x), x ∈ [a, b], wzgl. OX, to S = 2π
∫ b
a
y
√

1 + (y′)2 dx.

Przy obrocie wzgl OY trzeba zmienić y na x. Obj. tej bry ly obrotowej: V = π
∫ b
a
y2(x) dx

Róz.niczka pola, dS na p lacie powierzchni z = f(x, y), to dS(x, y) =
√

1 + f ′x
2 + f ′y

2dxdy, licza̧c

pole p lata, gdzie (x, y) ∈ D liczymy ca lkȩ podwójna̧ po obszarze D z dS. Strumień wektora ~F

przez p lat z jednostkowym wektorem normalnym ~n, to ca lka
∫ ∫

D
~F · ~ndS (iloczyn skalarny )
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