Baza w jadrze i baza obrazu (8.03.09)

Przyklad e v/

Znajdz bazy jadra i obrazu odwzorowania o : R* — R3, gdzie
a(z,y,z,t) = (x+22+t,—2c+y—32z—5t,x —y+ z + 4t). (1)

Wzor ten oznacza, ze o jest odwzorowaniem liniowym. Mianowicie wzor taki jak
ten okresla odwzorowanie liniowe, doktadnie gdy wszystkie wspolrzedne wartosci
«a sa wielomianami jednorodnymi stopnia 1 tacznie wzgledem wspotrzednych
argumentu, czyli czterech zmiennych z,y, z, t.

To oznacza, ze a ma nastepujaca reprezentacje macierzowsa,

a(x,y,z,t)T =A- (Z,y,Z,t)T,
gdzie

1 0 2 1
-2 1 -3 -5
1 -1 1 4

A

Zatem kolejne wiersze w A sa wierszami wspotczynnikéw przy zmiennych z, y, z,
t (w tej kolejnosci) w kolejnych wspotrzednych wektora oz, y, z,t). Pierwszy
wiersz tworza wiec wspolczynniki w pierwszej wspolrzednej, drugi — w drugiej,
itd. Stad, poniewaz takze istnienie reprezentacji macierzowej implikuje liniowosé
odwzorowania «,

a € L(RYR?).
Nadto

A= Mgi (), gdzie B,, jest baza standardowa w R",

B, =(e;)i,=(e1...,en),

tzn. kazdy wektor bazowy jest typu 0-(jedno)l, a mianowicie

0
€j = [5ij]nx1 = 1 «— wiersz ¢ = j.
0
Wtedy
kera = { (r,5.8)7 | ale,y.28) = O},
—
0
A(z,y,2,t)T=| 0
0

gdzie O3 jest zerem (elementem zerowym) w R3. Nadto

dimkera =n —r,



gdzie n = 4 jest liczba zmiennych (niewiadomych) oraz

r=rzA.

Stosujac elementarne przeksztalcenia wierszowe, aby rozwigzaé powyzsze
RLJ (rownanie liniowe jednorodne) o macierzy A, otrzymujemy RORLJ (rozwia-
zanie ogolne RLJ), ktore jest jadrem odwzorowania «, a z niego mozemy odczy-
ta¢ baze jadra:

A — (ZWPS) — RORLJ = ker a — baza w ker a.
Szukamy obrazu odwzorowania «,
ima := a[D,),

gdzie D, = R* jest dziedzing odwzorowania o. Z definicji macierzy odwzorowa-
nia wynika, ze kolumny macierzy A sg kolumnami wspotrzednych wartosci odw-
zorowania « dla kolejnych wektoréw bazy B4 w D,,, przy czym sa to wspolrzedne
wzgledem bazy Bs w R3.

1 0 2 1
im « = lin (kolumny macierzy A) = lin 20, 1 {,]-31{,]-5
1 -1 1 4

Zatem
dim ima = r = rzA.

Przypomnijmy interpretacje kolumn macierzy A. Przyjmujac oznaczenia
B, = (e}, €3, e3,e}) oraz Bg = (€3, €3, €3), mamy

alel) = a(1,0,0,0) = (1,-2,1) zgodnie z (1), a stad
1
[a(ezll)] Bs -2 1,

1
tzn. w zapisie kolumnowym mamy
alef) =1-€ +(=2)- e +1-es.

Oto obliczenia dla znalezienia ZWPS(A) (zredukowane]j wierszowej postaci
schodkowej macierzy A).

A=| =2 1 -3 -5 —
]. 71 ]. 4 — w3 + wo
1 0 2 1 1 0 2 1
— | -2 1 -3 -5 —wy+2w; — | 0 1 1 =3 | =7ZWPS(A).
-1 0 -2 -1 — w3 + wq 0 0 O 0



Numery kolumn przewodnikowych — to 1, 2. Zatem r = 2 oraz kolumny 1, 2
macierzy A sg liniowo niezalezne. Kolumny te rozpinaja obraz im a:

1 0
ima = lin -2 |, 1 ,
1 -1

Baza w im «

rzA =r =2 =dim im ¢,
dimkeroa =n—r=4-2=2.

Znajdujemy rozwiazanie RORLJ, czyli réwnania
AX = O3, gdzie X := (z,y, z,1)7.

Niewiadome glowne — to x, y, por. ZWPS(A), z czego wynika, ze
r=—-2z—1t,y=3t—z. Zatem jesli z:=a € Roraz t:=b € R, to

X -2a-b -2 -1
Ly [ 8ba | | 3
X = z | a ol |t b 0
t b 0 1
Baze w (ker ) tworza wige kolumny (—2,—1,1,0)7, (-1,3,0,1)T. o A



Transponowanie i odwracanie macierzy
Twierdzenie 1 (o przemiennosci odwracania i transponowania).
(A™H)T = (AT)Y"  dla dowolnej macierzy nicosobliwej A.

Lemat 2 (o transponowaniu iloczynu macierzy). Jesli A € K™*" | B € K"**,

to
(A-B)T =BT . AT, (2)

DowoOD Lematu. Macierz A- B ma wymiary m x s. Zatem (A-B)7 jest macierza
s x m. Niech
A . B = C = [Cij]mxs-

Dla dowodu réownosci (2) obliczamy oddzielnie jej strony L i P.

L = [lijlsxm = (A-B)T =CT.

Wtedy
lij =cj = Zajkbki~
k=1
Niech
P = [pij]sxm = BT ’ AT7
gdzie
Dij = Z bri - aji,
k=1
a zatem Dij = l” [l

DowOD Twierdzenia 1. Niech
A B e K™,

gdzie
A-B=1I, tm. B=A1

(wtedy macierze sa nieosobliwe). Transponujac i stosujac Lemat 2, otrzymujemy
(A-B)T =BT . AT =T =1,
= BT = (AT)7!,
a poniewaz B = A™!, wiec
(A~HT = (AT)~L,
O

Twierdzenie 3 Dla macierzy A, B € K™*™ nieosobliwych (tego samego stop-
nia n)
(A-B)y"'=B"1t.A"%



DowoOD. Macierz nieosobliwa jest macierza automorfizmu (endomorfizm bijek-
tywny). Iloczyn macierzy nieosobliwych A, B tego samego stopnia jest macierza
zlozenia automorfizmow (czyli macierza automorfizmu). Iloczyn ten jest wiec
odwracalny. Niech

D=B""' A1
Wtedy
(A-B)-D=A-B-B'A'=AT-A7'=4.-A""=1,
N—_——
I
skad D = (A- B)~L. O



Macierz odwzorowania liniowego w réznych
parach baz
Niech
ae L(V,W),

gdzie V', W — to przestrzenie liniowe nad tym samym cialem K,
By, By - bazy uporzadkowane w tych przestrzeniach.
Wrtedy istnieje macierz
B
A= Mpy (@)

taka, ze jezeli y = a(z) dla z € V, gdzie y € W, to
VeeViy=a(@) [y, =A-[z]sy.

Jest to reprezentacja macierzowa odwzorowania «. Rozwazmy nowe bazy B,
B{,. Mamy macierze przejscia

Py = PR = MBY (idw)
oraz B
P = PBB,VV = Mg" (idv)

od starych do nowych baz, gdzie idy oraz idy — to identycznosci na W i V.
Zatem

WBw = P2 [YlBy,
[z]B, = P1 - [7]B,.

Po podstawieniu do reprezentacji macierzowej odwzorowania o mamy

Py -lylgy, = A- P [z]gy,,

w

skad mnozac przez P{l obustronnie z lewych stron, otrzymujemy

veeViy=a(@) [yls, = (P -A-P)-a]s,. 3)
~—_———
=: A/

Powyzsza rownosé (3) zachodzi dla kazdego x i dlatego jest nowa reprezentacja
macierzows odwzorowania «. Mianowicie, jesli x = zj, jest wektorem k w bazie
By, to [a:]B/V = (0ik)nx1, & zatem prawa strona w (3) jest kolumna k macierzy
A" =Py ' APy, ato jest kolumng [(z)]B;, PO lewej stronie (3). Ostatecznie
wiec macierz A’ jest jednoznacznie okreslona oraz macierz A’ jest macierza dla
a w nowej parze baz,

1 B!
A'=P; AP = MB'::V (). (4)
Rownosé ta motywuje nastepujaca definicje.

Definicja 1 Dwie macierze A, B nazywamy réwnowaznymi, gdy istniejq nieo-
sobliwe macierze C, D takie, ze:

B=C-A-D.



Twierdzenie 4 Macierze sq réwnowazne doktadnie wtedy, gdy sq macierzami
tego samego odwzorowania liniowego w réznych parach baz. |

Niech a bedzie endomorfizmem V' — V. Macierz endomorfizmu jest zalezna
od wyboru tylko jednej bazy. Jesli wiec A jest macierza endomorfizmu o w bazie
Bv, to

A= Mg ()

Nadto A jest macierza kwadratows. Nowa macierzg A’, czyli macierza w nowej
bazie B}, zgodnie ze wzorem (4), jest

A= Mpt (@) =P AP,

. . ca s . . _ pB
gdzie teraz P oznacza macierz przejscia od starej do nowej bazy w V', P = PB,‘:’ .

Zatem jesli B = A’, to
B=pP ' AP

Definicja 2 Dwie macierze A, B nazywamy podobnymi, gdy istnieje macierz

nieosobliwa P taka, Ze
B=P ' . A.P

Zatem macierze podobne sa kwadratowe tego samego stopnia.

Twierdzenie 5 Duwie macierze sq podobne doktadnie wtedy, gdy sq macierzams
tego samego endomorfizmu (ale ewentualnie w réznych bazach dziedziny endo-
morfizmu). O



Przestrzen afiniczna

Rozwazmy trojke uporzadkowang

X = (X,V,+4), gdzie X jest zbiorem punktéw & € X,
V' jest zbiorem wektoréw swobodnych, a doktadniej
V oznacza przestrzeni liniowa (V, @, K, -) nad ciatem K, za$

+:XxV>3(#v)—t+veX

jest dodawaniem zewnetrznym w X.
Trojka X jest przestrzenia afiniczna, gdy spelnione sa nastepujace dwa
warunki (aksjomaty).

AF1 Dodawanie zewnetrzne ma wtasno$é
zeX, v, eV => ($+U1)+'U2 :$+(U1€Bv2),

AF2

t,yeX=>FveV)i+v=y.

Sens AF2: V & € X istnieje bijekcja V 3 v — & 4+ v € X gdzie korzystamy
7z definicji dzialania +. Z drugiej strony, Vv € V odwzorowanie

ty,: X3z —a4+veX
jest bijekcja zwang translacja (przesunieciem réwnolegltym) o wektor v.

Cwiczenie. Udowodnij, ze zbior translacji {t, | v € V'} z dzialaniem sktadania,
tyty, = tugw, jest grupa izomorficzna z grupa addytywna (V, ®).

Dla uproszczenia oznaczeni bedziemy mowié przestrzen afiniczna X (elimin-
ujac symbol X). Przestrzein V nazywa sie przestrzenia liniowa stowarzy-
szona z X. Przyjmuje si¢ oznaczenie V = X albo V = X7, aby wyeliminowaé
symbol V. Méwimy, ze wymiarem przestrzeni afinicznej X jest wymiar dim V'
przestrzeni liniowej stowarzyszonej z X.

Przestrzen afiniczna X nazywa sie rzeczywista wzglednie zespolong, gdy
cialo K jest odpowiednio rzeczywiste, K = R, lub zespolone, K = C.

Definicja 3 Jedyny wektor v w AF2 oznaczamy symbolem 7). Dopuszczalne
jest tez oznaczenie v =xy = (§ — &) = 9 — .

Wtedy v jest wektorem swobodnym w przestrzeni afinicznej, reprezentowanym
przez wektor zaczepiony w punkcie z i o konicu w punkcie .
Niech © oznacza wektor zerowy w V.

Lemat 6 &+ 0 =3 Vi, czyli z2 = O.

DowoOD. Na podstawie AF2 istnieje dokladnie jeden vektor v (zalezny od ),
dla ktorego 4 + v = . Zatem na podstawie AF1 mamy & + 2v = (& +v) +v =
& + v = &, skad na mocy AF2 mamy 2v = v, czyli v = © (niezaleznie od ). O

L t7 —_— —): — d . . . . X'
ema zy ®yz = xz , gdzie x,y,% €

=L =P



DowOD. Stosujac najpierw AF1, a nastepnie Definicje 3, mamy
i+ L=@+z))+yi=y+yi=2:=0+P.
Stad L = P na mocy AF2. |

Twierdzenie 8 &, € X = [77 =0 & i =

DowoOD réwnowaznosci. (7 <) Implikacja jest prawdziwa na mocy Lematu 6.
(? =) Zakladamy, ze 77y = O. Zatem z Lematu 6 mamy

t=i+0=0+zy=71. O
Przyklad ,standardowy” przestrzeni afinicznej. o 57

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K, V = (V,®,K,-). Wtedy

trojka (V,V,+), gdzie + = @, jest przestrzenia afiniczna.

u + v - interpretujemy jako punkt, zas u ® v oznacza sume wektorow. LYVAN

Jezeli B jest baza uporzadkowana w V, B = (by,bs,...,b,), gdzie n =
dim V', zas £o = O € X jest punktem, to pare (O, B), czyli pare (4o, B), nazy-
wamy ukladem wspdlrzednych w przestrzeni afinicznej X.

Wspélrzednymi punktu & € X sa wtedy wspolrzedne wzgledem bazy B
—
wektora Ox wodzacego punktu &, tzn. jezeli

n
—
i=1
gdzie b; — to wektory bazowe, to (z1,za2,...,2,) jest ciagiem wspolrzednych

punktu & w rozwazanym ukladzie wspotrzednych. Zatem punkt O ma wszystkie
wspotrzedne réwne zero, bo (7’) = O na podstawie Lematu 6.

Na odwrot, majac wspolrzedne (z;) oraz (y;) punktow &, g, wspotrzedne wek-
tora 77 (= 9 —4) otrzymujemy odejmujac od wspotrzednych koiica 3 wspotrzed-
ne poczatku, tzn. wektor y — & ma wspolrzedne

[yl _xlayZ_'r27"'7yn_xn]-

Wynika to stad, ze wspolrzedne réznicy wektoréw sa réznicami kolejnych wspot-
rzednych, zas

— o T . .

zy =0y —0x =9y —=z.
Definicja 4 Podzbior Y C X nazywamy podprzestrzenia afiniczna, ¢dy
istnieje podprzestrzen liniowa U C V taka, ze trojka (Y, U, +) jest przestrzeniq
afiniczng, przy czym + jest zacisnieniem dodawania + doY x U.

Zbiér U nazywamy wtedy zbiorem wektoréw réwnoleglych do przestrzeni
afinicznej Y, albo krocej, U nazywamy kierunkiem podprzestrzeni afinicznej
Y.



