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0. Formalnos$ci

Prowadzacy: Marcin Stawiski.

E-mail: stawiski@agh.edu.pl.

Konsultacje: pokoj 6.17 w budynku C7 po weze$niejszym umowieniu sie mailowo.
Termin 10:00 w srody lub 17:30 w czwartki.

0.1. Zasady zaliczenia egzaminu

Egzamin ustny.

Na egzamin obowiazuje teoria z wykladow oraz ze skryptu.

Warunkiem uczestnictwa w egzaminie jest pozytywna ocena z ¢wiczen.

Ocena konicowa to zaokraglone (0,3 oceny z ¢wiczen plus 0,7 Sredniej ocen ze
wszystkich terminéw egzaminéw). Przy czym warunkiem koniecznym i wystar-
czajacym zdania przedmiotu jest istnienie terminu egzaminu, z ktérego ocena
jest pozytywna.

Obecno$é na wyktadzie nie jest obowiazkowa, ale biezaca wiedza z wyktadu
JEST obowigzkowa na ¢wiczeniach.

Przedmiot jest trudny i bedzie wymagajacy na egzaminie. Studenci muszg znaé
tres¢ wyktadu ZE ZROZUMIENIEM, co jest istotne. Jesli student bedzie znat
tre$¢ wyktadu bez zrozumienia, to nadal moze nie dosta¢ pozytywnej oceny z
egzaminu.

Studenci na biezaco powinni wyjasnia¢ wszelkie watpliwosci i zadawaé pyta-
nia. W razie probleméw ze zrozumieniem materiatu lub w razie innych pytan
zapraszam na konsultacje, o ktérych wspomniatem wczesnie;j.

Nalezy $miac sie z zartow prowadzgcego!

4
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0.2. Cwiczenia

e Kolokwium na 60 punktéw oraz projekt na 40 punktow.
e Ocene moze podniesé takze aktywnosé podezas éwiczern i WYKEADOW.
e Zamiast kolokwium zaliczeniowego proponuje drugi projekt.

0.3. Bibliografia

1. J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman, Wprowadzenie do teorii automatow,
jezykow 1 obliczen, PWN, 2020.
2. G. S. Boolos, J. P. Burgess, R. C. Jeffrey, Computability and Logic, Cambridge
University Press, 2007.
3. M. R. Garey, D. S. Johnson, Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness, W. H. Freeman, 1979.
. A. Blaszczyk, S. Turek, Teoria Mnogosci, PWN, 2015.
. A. Piekosz, Wstep do teorii modeli, Wydawnictwo Politechniki Krakowskiej,
2008.
Program wyktadu bedzie istotnie rézny od tego z poprzednich lat, wigc notatki
z poprzednich lat nie sa ani konieczne, ani wystarczajace. W zamian mamy pewna
swobode w doborze materiatu i mozemy pewne fragmenty skroci¢, wydtuzyé, do-
tozy¢ badz usunaé¢ w zaleznosci od tego, jak bedzie przebiegato tempo wyktadu.
Wazniejsze jest dla mnie to, aby studenci zrozumieli tre$¢ wyktadu, a nie ze-
byémy przerobili jak najwiecej materiatu. Wyktad wraz ze skryptem jest samowy-
starczalny, to znaczy, ze podana literatura nie jest obowigzkowa, ale moze utatwic
zrozumienie pewnych pojeé¢ i uzupetni¢ wiedze.
Mam nadzieje, ze przedmiot Wam sie spodoba. Zycze milej lektury!

[GL TN



1. Wprowadzenie

1.1. O przedmiocie

Jakie dzialy matematyki zawieraja sie w podstawach matematyki?
( .
analiza—matematyezna,

£
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logika matematyczna,
teoria mnogosci,
Podstawy matematyki (foundations): . 5 ‘
teoria modeli,
teoria dowodu,

logika algebraiczna,

\ZloZonoéé obliczeniowa 1 obliczalnoscé.

Bedziemy zajmowacé sie zlozonoscia obliczeniowa jako podstawa informatyki,
ale takze, a moze przede wszystkim, ztozonoscia obliczeniowa jako czescia podstaw
matematyki. Informatyka teoretyczna jest w istocie dzialem matematyki mocno
zwiazanym z logika matematyczna. Granica miedzy tym, co nalezy do informatyki,
a co do matematyki, czesto jest umowna, ,sztuczna” i ptynna. Prawie wszystkie
nazwiska, ktére beda sie przewija¢ w trakcie wyktadu czy ¢éwiczeni, to logicy ma-
tematyczni.

Jako ze ten przedmiot zajmuje si¢ teoretycznymi podstawami informatyki, to
zaczynamy w tej kwestii od zera i nie ma zadnych wymagan wstepnych odno-
$nie informatyki, chociaz pewna intuicja zwiazana z programowaniem czy algo-
rytmami moze by¢é pomocna. Wynika to z tego, ze do wielu zagadnien mozna
podej$é z punktu widzenia logiki matematycznej lub z punktu widzenia bardziej
informatycznego.
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Jesli chodzi o matematyke, to niezbedna bedzie podstawowa wiedza ze wstepu

do logiki i teorii mnogosci oraz teorii grafow (wystarczy znajomosé pojeé ze wstepu
do matematyki dyskretnej). Wiekszosé tego, co bedzie potrzebne w zakresie logiki
i teorii mnogosci, zostanie jednak przedstawiona na wyktadzie i ¢wiczeniach.

Na jakie pytania odpowiemy na wyktladzie?

Czy dla wszystkich probleméw decyzyjnych (tj. pytan, dla ktorych odpowiedz
to ,tak” lub ,nie”) istnieje algorytm pozwalajacy odpowiedzie¢ na to pytanie?
Co to znaczy, ze problem jest obliczalny? Obliczalno$¢ w sensie maszyn Turinga
oraz jezykow rekurencyjnych.

Co to znaczy, ze problem jest wielomianowy?

Co oznacza ,,P vs. NP”? Jeden z probleméw milenijnych. Czy styszeli Paristwo
o tym problemie? Co oznaczaja P i NP?

. Twierdzenia Godla-Rossera: Czy zbior aksjomatow matematyki (teorii mnogo-

Sci) jest niesprzeczny lub zupely?
Co oznacza, ze zdanie jest niezalezne od danych aksjomatéw? (hipoteza conti-
nuum, aksjomat wyboru)

Z czego bedzie skladal sie wyklad? Trzy czesci: podstawy matema-

tyki, obliczalno$¢ i ztozono$é obliczeniowa.

1.

Podstawy matematyki. Elementy logiki matematycznej, teorii dowodu, teorii
modeli oraz teorii mnogosci.

. Rozne modele obliczeniowe (maszyny Turinga i jej modyfikacje, funkcje reku-

rencyjne), formalizacja pojecia obliczalnosci, rownowaznosé omawianych modeli

(teza Churcha).

. Problemy nieobliczalne w informatyce.
. Wplyw nieobliczalno$ci na matematyke. Niedowodliwos¢ w teoriach matema-

tycznych: Twierdzenia Gédla-Rossera.

+Wtasciwa” ztozonosé obliczeniowa - (heurystycznie) ilosé zasobow (czasu, pa-
mieci, operacji, ... ) potrzebnych do rozwigzania danego problemu obliczalnego.
Klasy P i NP.

. Problemy NP-zupelne.

1.2. Podstawowa terminologia i ujednolicenie

oznaczen:

Definicja 1.1. Przez zbior liczb naturalnych N bedziemy rozumieé zbior liczb na-
turalnych wtgcznie z zerem, czyli N = {0, 1,...}. Jest to zbidr wszystkich skoriczo-
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nych liczb porzadkowych (wyjasnienie tego terminu odbedzie sie w czesci poSwieco-
nej liczbom porzgdkowym).

Zbior liczb naturalnych oznaczamy takze w zalezno$ci od kontekstu przez w albo
wo, gdy chcemy podkreslic jego wltasnosci jako liczby porzadkowej, lub przez Ny, gdy
mowimy o liczbach kardynalnych lub o mocach zbiorow.

Przez logarytm log bedziemy rozumieé¢ logarytm o podstawie 2.

Dla ustalonej liczby naturalnej n przez © € X" bedziemy oznaczaé¢ wektor
(x1,...,2,) € X™. Przez wektor rozumiemy krotke, a nie element przestrzeni wek-
torowej. Wektor (z1,...,z,,y) bedziemy oznaczaé przez (Z,y), natomiast wektor
(X1, o Ty Y1, - Ym) dlaz, y € N, T € X™ oraz § € Y™ bedziemy oznaczaé przez
(z,7).

Definicja 1.2. Dla liczby naturalne) n przez relacje n-argumentowq o dziedzinie
X bedziemy rozumiec dowolny podzbior iloczynu kartezjanskiego X™.

Definicja 1.3. Funkcjg n-argumentowq F o dziedzinie Dom(F) C X™ i obrazie
Ran(F) C Y nazywamy relacje n + 1 argumentowq zawartq w X" X Y takq, Ze
spetnione sq wszystkie z nastepujgcych warunkow:

1. Jesli (z,y) € F, to T € Dom(F) orazy € Ran(F).

2. Jesli T € Dom(F), to istnieje doktadnie jeden y € Ran(F'), taki ze (Z,y) € F.
3. Jesliy € Ran(F), to istnieje co najmniej jeden T € Dom(F), taki ze (Z,y) € F.

Definicja 1.4. Przeciwdziedzing funkcyi F' nazywamy dowolny nadzbior zbioru

Ran(F). Funkcje F' o dziedzinie D i przeciwdziedzinie P oznaczamy w nastepujgcy
sposob: F: D — P.

Definicja 1.5. Zbior nazywamy przeliczalnym, jesl jest zbiorem pustym lub wszyst-
kie jego elementy da sie ustawié w cigg (niekoniecznie bez powtdrzen). W przeciw-
nym przypadku mowimy, ze zbior jest nieprzeliczalny.

W przypadku dowodéw twierdzen przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
Koniec dowodu. [ |
Twierdzenie z dowodem na ¢wiczeniach lub do samodzielnej pracy. [

Twierdzenie bez dowodu. [ |
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2. Logika pierwszego rzedu

Naszym pierwszym celem w tej czesci wykladu bedzie ,sformalizowanie ma-
tematyki”, a przynajmniej znaczacej czeSci matematyki. W celu nadania mate-
matycznym sformutowaniom doktadnego, formalnego i jednoznacznego znaczenia
potrzebny bedzie nam pewnego rodzaju jezyk. Jezyk polski, jezyk angielski, jezyk
kaszubski czy jakikolwiek inny ,naturalny” jezyk, w zwyktlej formie nie nadaja sie
do tego zadania. Wynika to z tego, ze zdania w naturalnym jezyku nie musza
by¢ ani dokladne, ani formalne, i przede wszystkim bardzo czesto bywaja niejed-
noznaczne. Dodatkowym problemem w uzywaniu naturalnych jezykéw do opisu
matematyki jest problem z tlumaczeniem, ktéry poglebia wymienione wczesniej
trudnosci.

W tym rozdziale opiszemy system zwany logika pierwszego rzedu lub rachun-
kiem predykatow. Podamy sposoby konstrukcji poprawnych sformutowan mate-
matycznych w logice pierwszego rzedu, czyli pewnych zdan lub ogélniej formut
logicznych.

W logice istotne jest rozréznienie miedzy sktadnia danego jezyka a jego znacze-
niem w danym kontekscie. Wprowadzamy rozréznienie pomiedzy zdaniem a jego
znaczeniem czy tez prawdziwoscia. Zdanie uzyska doktadne znaczenie dopiero
wtedy, gdy przypiszemy wszystkim symbolom doktadne i jednoznaczne znaczenie
oraz uzgodnimy, po jakim zbiorze przebiegaja kwantyfikatory. Zawsze bedziemy
jednak zaktada¢, ze wszystkie kwantyfikatory przebiegaja po tym samym, niepu-
stym zbiorze.

Przyklad 2.1. Zdanie ,o = Vo Yy z+y = y)” jest dobrze sformutowane jezyku
kazdej grupy addytywnej (G, +) oraz kazdego cia (K, +,-). Zdanie ¢ nie jest jednak
poprawnie sformutowane dla grupy multiplikatywnej (G, -), dla grafu (G, E), ani
dla grupy addytywnej (G,®). W ciele liczb rzeczywistych zdanie ¢ jest falszywe,
ale jest ono prawdziwe w grupie Zyg.

10
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Przyktad 2.2. W klasycznym rachunku zdan mowimy o tautologii, gdy formuta
logiczna jest prawdziwa niezaleznie od wartosciowania zmiennych. Przyktadem tau-
tologii jest formuta v = pV —p. Gdy mowimy o tautologii © prawdziwo$ci formuty
v, mamy tak naprawde na mysl prawdziwosé formuty YpiVps ..., gdzie pi,po
sq wszystkimi zmiennymi zdaniowymi w formule ¥, w strukturze odpowiadajgce]
klasycznemu rachunkowi zdan.

2.1. Jezyki pierwszego rzedu

Jezykiem (pierwszego rzedu) L bedziemy nazywaé (niekoniecznie skoriczony)
zbiér symboli postaci FunyUConst,URely, gdzie Funy, Consty i Rely, sa parami
roztacznymi zbiorami, wraz z okreslong na Funy U Consty; U Rel;, funkcja arno-
ci (argumentowosci) zwana tez sygnatura lub typem o = o, ktora jest funkcja
o dziedzinie F'uny, U Consty, U Rely, i przeciwdziedzinie N. Elementy Funj nazy-
wamy symbolami funkcyjnymi, elementy Const; nazywamy symbolami statych,
a elementy Rel; nazywamy symbolami relacyjnymi. Sygnatura dziala w sposéb
nastepujacy:

1. Kazdemu symbolowi F' z Funy przypisuje liczbe o(F) € N, ktora odpowiada
liczbie argumentow funkcji, ktére bedzie mozna przypisa¢ do F.

2. Kazdemu symbolowi C' z C'onsty, przypisuje liczbe 0.

3. Kazdemu symbolowi R z Rel;, przypisuje liczbe o(R) € N, ktora odpowiada
liczbie argumentow relacji, ktore bedzie mozna przypisac¢ do F' (tutaj i w dalszej
czesci wyktadu relacje moga by¢ nie tylko dwuargumentowe, ale zawsze maja
skoriczenie wiele argumentow).

W praktyce zwykle mozemy sie domysle¢, jakiej argumentowosci sa odpowied-
nie symbole. Bedziemy wiec pomija¢ sygnature i po prostu utozsamiaé jezyk L ze
zbiorem Funy U Constr U Constr,.

Przyktad 2.3. Przyktadowym jezykiem jest L = {0,1,+,<,}, gdzie 0 oraz 1 sq
symbolami statych, + jest dwuargumentowym symbolem funkcymym, a pozostate
symbole sq dwuargumentowymi symbolami relacyjnymi.

Elementy jezyka L mozemy interpretowac jako pewne symbole, ktoérym nastep-
nie przypisujemy jakie$ znaczenie. W szczego6lnosci symbole funkcyjne nie sg funk-
cjami, a jedynie ich oznaczeniami. Wartos¢ funkcji arnosci dla symbolu funkcyjnego
informuje nas, ile argumentéw bedzie miata funkcja, ktorej dopiero przypiszemy
jakie§ znaczenie. Analogiczna sytuacja dotyczy relacji i symboli relacyjnych. State
mozemy tez interpretowac jako funkcje state, natomiast funkcje jako relacje, ale w
praktyce wygodniej jest rozdzieli¢ funkcje od pozostalych relacji i statych.
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2.2. Logika pierwszego rzedu

Do konstrukeji systemu logiki pierwszego rzedu podamy potrzebne nam sym-
bole, ktore beda petni¢ role podobna do alfabetu, a nastepnie reguty tworzenia
,hapisow”: terméw oraz formut.

Dla danego jezyka L bedziemy uzywac¢ nastepujacych symboli do jego opisu:

. Symbole logiczne: A, V,—,V, 3, =.

. Symbole zmiennych: x, y, z,..., x1, Ta,x3,... (W przeliczalnej liczbie).
. Symbole pozalogiczne, czyli symbole z jezyka L.

. Symbole pomocnicze, czyli nawiasy oraz przecinek.

Uwaga: W logice pierwszego rzedu wszystkie stale i zmienne sa tego samego
typu. Dla przyktadu w teorii mnogosci nie rozrézniamy miedzy obiektami-zbiorami
a obiektami-elementami. Kazdy zbiér moze by¢ elementem innego zbioru, a kazdy
element zbioru sam jest zbiorem.

Uwaga: Symbol relacji ,,=" bedzie traktowany jako symbol logiczny. Odno-
tujmy, ze implikacje oraz rownowaznos$¢ mozna zapisa¢ przy pomocy pozostatych
symboli logicznych, dlatego nie ma ich na liscie.

Zdefiniujemy teraz pojecie termu. O termie mozemy mysle¢ jako o ,wartosci
funkcji”, ale dopiero wtedy, gdy bedziemy mieli dang interpretacje odpowiednich
symboli.

=W N

Definicja 2.4. Zbiorem termow jezyka L nazywamy skoriczone ciggi symboli po-

wstate w nastepujgcy sposob:

1. Kazdy symbol statej C' € Consty jest termem.

2. Kazdy symbol zmiennej x jest termem.

3. Jesli dany jest symbol funkcyny F € Funp argumentowosci n oraz termy
t1, ..y tn, to F(t,... t,) tez jest termem.

4. Tylko te ciggr symboli, ktore powstaty w skoriczeniu wiele krokach z powyzszych
requt sq termamsi jezyka L.

Przyktad 2.5. W jezyku (2,1,0, arccos z) termami sq przyktadowo ,1+ 2%, ,y57,

”

»aI'CCOS (‘T21 + ,’L’37) ”7 770”7 »l
Uwaga: Dla symboli funkcji dwuargumentowych czesto stosuje sie zapis infik-

sowy, np. piszemy 1 + 2 zamiast +(1,2).

Definicja 2.6. Termem statym nazywamy term niezawierajgcy symboli zmien-

nych.

Podamy teraz definicje formuty. O formutach mozemy mysleé¢ jako o relacjach,
ktore zachodza (lub nie) pomiedzy termami, ale znéw dopiero wtedy, gdy bedziemy
mieli interpretacje odpowiednich symboli.

Definicja 2.7. Formutq atomiczng jezyka L nazywamy kazdy skoriczony ciqg zna-
kow postaci:
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ty = to, gdzie t; oraz ty sq termami L,
R(ty,...,t,), gdzie R jest symbolem relacyjnym argumentowoscin, aty,..., t, sq
termamsi L.

Definicja 2.8. Zbiorem formut jezyka L (ozn. Formy,) nazywamy zbior otrzymany

w nastepujgcy sposob:

1. Kazda formuta atomiczna L jest formutq L,

2. Kazdy cigg symboli postaci o AN, o VU, —p, 0 = 1, ¢ < Y,V p,dx ¢ jest
formutg L, gdzie ¢ i 1 sq formutami jezyka L, a x jest dowolnym symbolem
zmiennes,

3. Tylko te ciggi symboli, ktore powstaty w skornczeniu wiele krokach z powyzszych
requt sq formutamsi jezyka L.

Definicja 2.9. Podformutq formuty ¢ jezyka L nazywamy kazdg formute, ktora
postuzyta do skonstruowania formuty ¢ wtgcznie z samq .

Definicja 2.10. Mowimy, ze zmienna x jest wolna w termie @, jesli wystepuje
w termie @ 1 nie jest zwigzana w @ kwantyfikatorem Yz, ani 3x. Zmienne, ktore
wystepuje w formule @, ale nie sqg wolne, nazywamy zwigzanymi. Jesl x1,... sq
zmiennymi wolnymi formuly ¢, to przez ¢(y1,...) oznaczamy formule powstatq
przez zastapienie (1,...) przez (y1,...).

Definicja 2.11. Zdaniem nazywamy formute bez zmiennych wolnych. Zbior zdan
jezyka L oznaczamy przez Senty,.

Poréwnaj z definicja zdania jako ,,obiektu” prawdziwego lub nie.



3. Teoria dowodu

W tym rozdziale oméwimy formalnie pojecie dowodu w systemie formalnym.
Dzieki wprowadzonym pojeciom mozemy uzyskaé¢ system aksjomatyczny. Rozni
sie od systemu ,potaksjomatycznego” tym, ze mamy $cisle zdefiniowane nie tylko
aksjomaty danej teorii, ale takze $ciSle zdefiniowane reguly wnioskowania, czyli
to, w jaki sposob uzyskujemy nowe twierdzenia z aksjomatéow i poprzednio udo-
wodnionych twierdzen. Przyktadem systemu poétaksjomatycznego jest geometria
euklidesowa.

Definicja 3.1. Systemem formalnym nazywamy zbior S = (L, A, B, X)), gdzie

1. L jest pewnym jezykiem.

2. A jest zbiorem aksjomatow logicznych.

3. B jest zbiorem requl wnioskowania.

4. X jest pewnym zbiorem zdan jezyka L, a jego elementy nazywamy aksjomatams
systemu S.

Zdefiniujemy teraz formalnie pojecie dowodu. Ponizsza definicje mozemy zobra-
zowaé w taki sposob, ze twierdzenie w jest dowodzone z aksjomatow lub poprzednio
udowodnionych twierdzen za pomoca regut wnioskowania.

Definicja 3.2. Dowodem formalnym lub po prostu dowodem zdania w ze zbioru

zdan ¥ nazywamy skonczony ciqg zdan wy, ..., w, = z, taki zZe dla kazdego i < n
zdanie w; jest aksjomatem systemu formalnego, elementem X lub istniejq liczby
Ji,---Jk < 1, takie Ze w; mozna uzyskac z wj,, ..., w; za pomocq jednej z requt

wnioskowania.
Najwazniejsza z regul wnioskowania jest modus ponens, ktory mowi o tym, ze
jesli mamy implikacje i poprzednik implikacji jest prawdziwy, to mozemy wywnio-

skowaé nastepnik implikacji.

14
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Definicja 3.3. Modus ponens (lub requia odrywania) to nastepujgca reguta wnio-
skowania, jesli p = q oraz p, to wnioskujemy q.

Uwaga: dla uproszczenia zwykle czesto zaktada sie, ze jedyna reguta wniosko-
wania jest modus ponens.

Definicja 3.4. Jesli istnieje dowdd zdania w ze zbioru zdan X, to mowimy, ze w
jest konsekwencjq logiczng zbioru X @ piszemy X = w.

Definicja 3.5. Jesli zdanie w posiada dowod w systemie S, to w nazywamy twier-
dzeniem systemu S.

Definicja 3.6. Domknieciem dedukcyjnym lub zbiorem konsekwencyi logicznych
zbioru zdan ¥ nazywamy zbiér Col(X) = {w € Senty: ¥+ w}.

Definicja 3.7. Mowimy, ze zbior zdan X jest dedukcyjnie domkniety, jesh
Col(¥X) =X.

Definicja 3.8. Mowimy, ze zbior zdan 3 jest sprzeczny (syntaktycznie), jesli ist-
nieje zdanie @ € Senty, takie ze X F ¢ oraz X F —p. W przeciwnym przypadku
mdowimy, ze ¥ jest niesprzeczny (syntaktycznie).

Definicja 3.9. Mdowimy, zZe zdanie p jest niezalezne od zbioru zdan X3, jesli ¥t ¢
oraz ¥t —p.

Najbardziej znanym zdaniem niezaleznym od standardowych aksjomatow teorii
mnogosci jest hipoteza continuum, ktéra mowi o tym, ze nie ma zbioréw o mocy
posredniej miedzy moca zbioru liczb naturalnych a moca zbioru liczb rzeczywi-
stych. Powiemy o niej nieco wiecej w dalszej czesci skryptu.

Twierdzenie 3.10. Jesl zdanie ¢ jest niezalezne od zbioru zdan ¥ wtedy i tylko
wtedy, gdy zardwno XU {p} jak i XU {=p} sq niesprzeczne. [

Ponizsze twierdzenie, zwane twierdzeniem o zwartosci, jest jednym z najwaz-
niejszych twierdzen w logice matematycznej. Jego nazwa pochodzi od oryginalnej
metody dowodowej, ktore opierato sie na twierdzeniu Tichonowa o zwartosci (udo-
wodnione jako pierwsze przez éecha). Przeliczalna wersje twierdzenia o zwartosci
udowodnit w 1930 roku Godel, a pelng wersje w 1936 roku udowodnit Malcew.

Twierdzenie 3.11 (Gddel 1930 [17], Malcew 1936 [30], o zwartosci). Zbior zdan
Y. jest miesprzeczny wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy jego skoriczony podzbior jest
niesprzeczny.
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Dowéd. Implikacja w prawo jest oczywista, bo dowod sprzecznos$ci w podzbiorze
Y zbioru ¥ jest tez dowodem w X. Zalozmy wiec dla dowodu nie wprost, ze zbior
jest sprzeczny, i niech wy, . .., w, bedzie dowodem zdania ¢V —p w 3 dla pewnego
@ € Sentr. Wowczas dowod wy, ..., w, jest skoniczony, wiec znajduje sie w nim
tylko skoriczona liczba zdan z ¥. Oznaczmy go przez 3. Wowcezas wy, ..., w, jest
takze dowodem zdania ¢ V —p w ¥ oraz X' jest skoriczone. |

Definicja 3.12. Zbior zdan jednoczesnie niesprzeczny i dedukcyjnie domkniety
nazywamy teoriq.

Definicja 3.13. Mowimy, ze zbior zdan X jest zupelny, jesli dla kazdego zdania
p € Senty, zachodzi ¥+ ¢ lub ¥+ —p.

Obserwacja 3.14. Jesli zbior zdan niesprzeczny jest zupetny, to jest dedukcyjnie
domkniety. [ |

Ponizsze twierdzenie przypisywane jest (miedzy innymi przez Tarskiego) Lin-
denbaumowi, ale po raz pierwszy pojawia si¢ w jego wspolnych pracach wlasnie z
Tarskim. Zwane jest ono lematem Lindenbauma albo twierdzeniem Lindenbauma.

Twierdzenie 3.15 (Lindenbaum, Tarski 1930/1935 [27,28], lemat Lindenbauma).
Kazdy niesprzeczny zbior zdan mozna rozszerzyé do teorii zupetnej. To znaczy: dla
kazdego miesprzecznego zbioru zdan X istnieje zbior Y, taki ze ¥ C X', ¥ jest
niesprzeczny oraz ' jest zupetny. |



4. Teoria modeli

Teoria modeli jest dzialem podstaw matematyki zajmujacym sie zwiazkami
miedzy sktadnia jezyka, a jego znaczeniem, czyli semantyka. Na razie poznaliSmy
sposoby tworzenia ,sensownych” napisow w logice pierwszego rzedu. W kolejnym
rozdziale podamy, w jaki sposoéb mozemy powiaza¢ sktadnie, formuly czy termy z
ich znaczeniem w danym kontekscie matematycznym.

4.1. Modele

Definicja 4.1. Niech M, 1, J, K bedq zbiorami parami roztgcznymi. Ponadto niech
M # 0. Strukturq nazywamy zbior

(M, { fitier U{ci}jes U{ri}rex), gdzie:

. M nazywamy zbiorem podktadowym lub uniwersum struktury M.

. Kazde f; jest odwzorowaniem f;: M*D — M zwanym funkcja pierwotnag struk-
tury M, a liczbe a(i) € N nazywamy arnosciq (argumentowoscia) funkcji f;.

3. Kazde c; jest elementem M zwanym statq struktury M.

4. Kazde ry, jest relacjg ri, € M%) zwang relacjg pierwotna struktury M, a liczbe

a(k) € N nazywamy arnosciq lub argumentowosciq relacji ry.

N —

Przyktad 4.2. Przyktadami struktur sq¢ (N,0,1,+,-), (R,1,<). Kazda grupa,
pierscien czy ciato rowniez sq strukturami. Podobnie strukturami sq grafy, gdzie
zbior krawedzi bedziemy interpretowac jako pewng dwuargumentowq relacje, ktora
jest przeciwzwrotna 1 symetryczna.

W celu powiazania modeli z jezykami przydatne bedzie pojecie L-struktury. W
teorii modeli, jesli x jest pewnym ,obiektem”, to jego odpowiednik w strukturze
M oznaczamy przez ™.

17
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Przyklad: Dla struktury R = (R, +,0), gdzie R jest zbiorem liczb rzeczy-
wistych z zerem oraz naturalnym dodawaniem liczb rzeczywistych, symbolowi 0
przypisujemy element 0 zbioru R. Symbolowi 4+ odpowiada dziatanie +¥.

Definicja 4.3. Strukturq jezyka L lub L-strukturg nazywamy zbior

M = (Mv {FM}FEFunL U {CM}CEConstL U {RM}RGRGZL)7 gdZie:

1. M jest niepustym zbiorem bedgcym uniwersum L-struktury M lub jego zbiorem
poktadowym.

2. Kazdemu symbolowi funkcyjnemu F € Funyp przypisujemy funkcje pierwotng
FMMor®E) 5 M struktury M zwang interpretacjo symbolu F w M.

3. Kazdemu symbolowi statej C' € Consty, prazypisujemy statq pierwotng CM € M
struktury M zwang interpretacjq symbolu F w M.

4. Kazdemu symbolowi relacyjnemu R € Rely, przypisujemy relacje pierwotng
RM C M@ struktury M zwang interpretacjg symbolu R w M.

W teorii grafow przez |G| oznaczaliémy nie tyle moc grafu jako zbioru, poniewaz
graf jako para uporzadkowana ma zawsze 2 elementy, ale moc jego zbioru wierz-
chotkéw, a wiec w jezyku teorii modeli - uniwersum grafu. Podobna konwencja
dotyczy takze innych struktur.

Definicja 4.4. Mocq struktury M nazywamy moc jej uniwersum i oznaczamy jq
przez |[M|.

Gdy dla jezyka L mamy dang jego strukture M, to mozemy nada¢ termom i
formutom tego znaczenie w naturalny sposéb. Mozemy wowczas méwié o wartosci
logicznej zdan, czyli o tym, czy sa prawdziwe w strukturze M, czy tez sa fatszywe.
Szczegdlty pominiemy. Dla przyktadu mozemy pytaé, czy zdanie dx Vy = -y jest
prawdziwe w M dla struktury jezyka L = {-}. Jesli zdanie ¢ jest prawdziwe w
strukturze M, to piszemy M IF .

Definicja 4.5. Zbior zdan prawdziwych w strukturze M nazywamy teoriq struk-
tury M i oznaczamy jg przez Th(M) = {p: M IF p}.

Uwaga: Zwroémy uwage, ze teoria w nauce czesto jest rozumiana w niewla-
Sciwy sposob. Teoria nie oznacza koniecznie czego$ teoretycznego, czego nie potra-
fimy dowies¢, jako przeciwienstwo czego$ praktycznego. Teoria oznacza natomiast
pewien system, ktorego zatozenia i wnioski z nich ptynace mozna czesto zweryfi-
kowa¢ doswiadczalnie. Matematyczne pojecie teorii (wraz z systemem logicznym)
jest bliskie temu pojeciu.

Definicja 4.6. Niech X bedzie zbiorem pewnych zdan jezyka L (zbiorem aksjoma-
tow). Mowimy, zZe struktura M jest modelem zbioru zdan ¥, jesli ¥ C Th(M).
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Definicja 4.7. Mowimy, ze zbior zdan X jest niesprzeczny semantycznie, jesli
postada model.

Przyjrzyjmy sie teraz zwigzkowi pomiedzy niesprzeczno$cia semantyczng i nie-
sprzecznosciag syntaktyczna, oraz wynikaniem semantycznym a syntaktycznym. Je-
$li mamy twierdzenie matematyczne, ktore méwi np. o grafach, to w dowodzie cze-
sto ustalamy jakis graf i udowadniamy, ze dla niego zachodzi to twierdzenie. To, ze
tego typu rozumowanie jest prawidlowe wynika z nastepujacych dwoch twierdzen:

Twierdzenie 4.8 (Hilbert, Ackermann 1928 [22], Godel 1930 [17], o poprawnosci).
Jesli ¢ jest konsekwencjq logiczng zbioru zdan 3, to jest ono prawdziwe we wszyst-
kich modelach zbioru zdan Y. Rownowaznie, jesli @ jest niesprzeczne semantycznie,
to jest miesprzeczne syntaktycznie. [

Twierdzenie o poprawnosci mowi intuicyjnie, ze z aksjomatow nie da sie dowiesé
z aksjomatow niczego fatszywego, np. z teorii grup nie wyniknie cos, co jest fatszywe
dla grup. Ponizsze twierdzenie o petnosci méwi co$ odwrotnego:

Twierdzenie 4.9 (Godel 1930 [17], o petnosci). Jesli ¢ jest prawdziwe we wszyst-
kich modelach zbioru zdan 3, to jest ono konsekwencjqg logiczng zbioru zdan .
Rownowaznie, jesl ¢ jest niesprzeczne syntaktycznie, to jest niesprzeczne seman-
tycznie. |

Okazuje sie wiec, ze oba typy niesprzecznosci sa tozsame, jesli zalozymy ak-
sjomat wyboru. Podobnie oba typy wynikania (semantyczne i syntaktyczne) sa
rownowazne. Twierdzenie o poprawnosci nie wymaga aksjomatu wyboru i jest
prawdziwe w ZFC, ale twierdzenie o petnosci dla logiki pierwszego rzedu jest
rownowazne aksjomatowi wyboru nad ZF! Poza wyszczegdlnionymi przypadkami
nie bedziemy pracowaé¢ nad ZF, wicc w praktyce zwykle nie musimy rozrézniac¢
obu typow niesprzecznosci czy wynikania. Nie bedziemy dowodzi¢ zadnego z tych
twierdzeni, bo dowod twierdzenia o petnodci jest nietrywialny, a dowod twierdzenia
0 poprawnosci jest nudny.

Bardzo waznymi pojeciami w matematyce sa pojecia homomorfizmu oraz izo-
morfizmu, ktére w szczegdlnych wersjach poznaliScie miedzy innymi na algebrze
czy teorii graféw. Podamy teraz informacyjnie ich ogélniejsza forme.

Definicja 4.10. Niech M oraz N bedg L-strukturami. Wéwczas odwzorowanie
h: M — N nazywamy homomorfizmem z M do N, gdy spetnione sq nastepujgce
warunki:

1. Dla kazdego symbolu statej C' mamy h(CM) = CV.
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2. Dla kazdego symbolu funkcyjnego F arnosci n oraz aq,...,a, € M mamy
B(FM(ay, ., an) = F¥ (h(ay), ... hlan)).
3. Dla kazdego symbolu relacyjnego R arnosci n oraz ay,...,a, € M, z faktu, zZe

(a1,...,an) € RM, wynika (h(a1), ..., ha,)) € RV.

Definicja 4.11. Moéwimy, ze bijektywny homomorfizm z M do N jest izomor-
fizmem, jesli jego funkcja odwrotna jest homomorfizmem z N do M. Ponadto,
izomorfizm z M do M nazywamy automorfizmem struktury M.

4.2. Zastosowania teorii modeli

W tym krotkim rozdziale podamy pare zastosowan teorii modeli w innych dzia-
tach matematyki. Warto wspomnie¢, ze poza sama matematyka teoria modeli ma
zastosowanie miedzy innymi w bazach danych czy sztucznej inteligencji.

4.2.1. Analiza niestandardowa

Niech M = (R, 4, —,-,0,1, ¢, <) bedzie standardowym uporzadkowanym cia-
tem liczb rzeczywistych z dodatkowym symbolem statej ¢ oraz niech ¥ = Th(M)U
{¢n: n € N}, gdzie ¢, jest zdaniem ,c > 1+ ---+ 17 (n jedynek).

Kazdy model N zbioru zdan ¥ jest cialem uporzadkowanym, ktore zawiera
w sobie uporzadkowane ciato liczb rzeczywistych. Jednak w przeciwieristwie do
ciala liczb rzeczywistych w A istnieja elementy nieskoriczenie duze, a wiec takze
nieskonczenie male. Jest to przyktad tak zwanego modelu niestandardowego.

4.2.2. Algebra abstrakcyjna

Definicja 4.12. Niech P bedzie pierscieniem z jedynkq. Najmniejszq liczbe je-
dynek, ktore nalezy do siebie dodac, aby otrzymacé 0 nazywamy charakterystykaq
pierscienia P. Jesli taka liczba nie istnieje, to przyjmujemy, ze charakterystyka
pierscienia P wynosi 0.

Twierdzenie 4.13. Charakterystyka pierscienia z jedynkq jest zawsze liczbg pierw-
szq lub zerem. |

Twierdzenie 4.14 (Ax 1936 [3]|, O charakterystyce, pierwsze). Jesli zdanie ¢ €
Sentyy .01y jest prawdziwe we wszystkich pierscieniach z jedynkq charakterystyk:
zero, to jest prawdziwe we wszystkich pierscieniach z jedynkq dostatecznie duzej
charakterystykz.

Dowo6d. Niech ¥ = F U {¢,: p € P}, gdzie F jest aksjomatyka teorii pierscieni
z jedynka, a zdanie ¢, méwi, ze suma p jedynek jest rézna od zera. Woéwczas
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Y F ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy pewien skoriczony podzbiér zbioru ¥ dowodzi
@. Niech ¥ = F U {¢y,,...1,,} dla pewnych liczb pierwszych py,...p,. Zdanie
p, ktore jest prawdziwe we wszystkich pierscieniach z jedynka charakterystyki O
jest prawdziwe we wszystkich pierscieniach z jedynka charakterystyki wiekszej niz
max{pi,...,Pn}- [ |

Twierdzenie 4.15 (Ax 1965 [3], O charakterystyce, drugie). Jesli zdanie ¢ €
Sentyy _ .01y jest prawdziwe w pewnych pierscieniach z jedynkq dowolnie duzej
charakterystyki, to jest prawdziwe w pewnych pierscieniach z jedynkq charaktery-
styki zero dowolnie duzej mocy. |

4.2.3. Grafy losowe

Definicja 4.16. Ustalmy liczbe rzeczywistq p € (0,1). Niech V,, ={0,1...,n—1}
1 niech E, bedzie zbiorem dwuelementowych podzbioréw zbioru V,,. Dla kazdego
e € E, definiujemy przestrzen probabilistyczng (2, P(Qe, pe)), gdzie Q. = (0, 1),
p(le) = p, p(0,e) = 1—p. Grafem losowym G, , nan wierzchotkach nazywamy prze-
strzen produktowq II{(Q, P(Q),p.): e € E,}. Zdarzenia elementarne przestrzeni
Gnp utozsamiamy z grafami.

Definicja 4.17. Mowimy, ze wtasno$é o(G) zachodzi dla prawie wszystkich gra-
fow, jesli dla ustalonego p © n dgigcego do mieskonczonosci prawdopodobienstwo

p(p(G)) dgzy do 1.

Niech v bedzie wierzchotkiem grafu losowego. Oznaczmy przez VU;; zdarzenie
mowiace o tym, ze kazdy wierzchotek jest potaczony z co najmniej k wierzchotkami
i nie jest potaczony z co najmniej [ wierzchotkami.

Twierdzenie 4.18. Dla kazdego k oraz | prawdopodobienstwo zdarzenia Wy dgzy
do 1. [}

Definicja 4.19. Grafem Rada (Ackermanna) nazywamy graf przeliczalny, ktory
ma wtasnosé Yy dla kazdego k, 1.

Podamy teraz konstrukcje grafu Rada pochodzaca od Ackermanna.

Definicja 4.20. Rodzing zbioréw dziedzicznie skonczonych HIF nazywamy naj-
mniejszq rodzine zbiorow powstatych w sposob nastepujgcy:

1. () € HF,

2. Jesli ay,...,a, € HF, to {ay,...,a;} € HF.
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Twierdzenie 4.21. Niech V(G) = HF \ 0 i niech dwa wierzchotki grafu G bedg
potgczone ze sobg wtedy 1 tylko wtedy, gdy jeden z nich jest elementem drugiego
jako zbior. Wowczas G jest grafem Ackermanna. [ |

Twierdzenie 4.22 (Ackermann 1937 [2], Rado 1964 [33]). Graf Rada jest jedyny
z doktadnosciq do izomorfizmu. [ ]

Graf Rada jest modelem zbioru zdan ¥ = {VUy;: k,l € N} U F, gdzie F jest
zbiorem aksjomatow teorii graféw, tj. mowiacymi o tym, ze relacja E jest syme-
tryczna i antyzwrotna. Co wiecej, jest to jedyny przeliczalny graf spojny o tej
wlasnosci.

Definicja 4.23. Mowimy, ze zbior zdan X jest kategoryczny w mocy k, jesli ma
jedyny z doktadnoS$cig do izomorfizmu model mocy k.

Formalnie pojecie mocy potrzebne do zrozumienia petnej wersji powyzszej defi-
nicji i ponizszego twierdzenia bedzie w p6zZniejszym rozdziale. Dla naszych potrzeb
wystarczy jednak, ze ograniczymy sie do nieskoriczonych zbioréw przeliczalnych,
czyli tych mocy Ny. Wowcezas zbior kategoryczny w mocy Ry, to po prostu jedyny
nieskoriczony, przeliczalny model danej mocy.

Twierdzenie 4.24. Jesli zbior zdan jest kategoryczny w dowolnej mocy nieskori-
czonej wiekszej lub rownej od mocy jezyka, to jest on zupetny. |

Teoria grafu Rada nie jest kategoryczna w mocy N,. Uzasadnij dlaczego! Po-
mimo tego prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.25 (Rado 1964 [33]). Teoria grafu Rada jest zupetna. |

Twierdzenie 4.26 (Fagin 1976 [15], Prawo zero-jedynkowe dla wlasnosci pierw-
szego rzedu, wersja pierwsza). Niech ¢ bedzie wtasnoscig grafow pierwszego rzedu.
Wowczas prawie wszystkie grafy majg wtasnosé ¢ lub prawie wszystkie grafy majq
wtasnosé .

Dowéd. Z twierdzenia 4.25 wynika, ze skoro X jest zupelne, to albo ¢, albo —¢p
moze by¢ wywnioskowane z . Bez straty dla ogélnosci przyjmijmy, ze jest to .
Postepujemy podobnie jak w dowodzie twierdzenia o zwartosci. Zdanie ¢ posiada
skoniczony dowod, wiec uzyte jest w nim tylko skoriczenie wiele zdan ze zbioru .
Niech ¥/ = {¥; U... ¥} C ¥ bedzie skoniczonym podzbiorem zbioru ¥, ktory
pozwala na wywnioskowanie . Zbior ¥’ jest skonczony, a prawdopodobienstwo
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kazdego zdania ze zbioru ¥ dazy do jeden, wiec prawdopodobieristwo przeciecia
tych zdarzen dazy do jeden. Wynika z tego, ze z prawdopodobienstwem dazacym
do jeden mozemy wywnioskowacé . [ |

Co wiecej, mozemy sprawdzi¢, czy dana wlasno$é graféow pierwszego rzedu
zachodzi dla prawie wszystkich grafow, przez zbadanie, czy graf Ackermanna ja
posiada.

Twierdzenie 4.27 (Fagin 1976 [15]|, Prawo zero-jedynkowe dla wlasnosci pierw-
szego rzedu, wersja druga). Niech ¢ bedzie wlasnosciq grafow pierwszego rzedu.
Wowcezas prawie wszystkie grafy majg wtasnosé ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy ma jg
graf Rada. [ |



5. Arytmetyka Peana

Za przyktad zastosowania logiki pierwszego rzedu postuzy nam arytmetyka
liczb naturalnych pochodzaca od Peana.
5.1. Aksjomaty Peana

Definicja 5.1. Niech L = {+,-,0,1,<}. Arytmetykq Peana (pierwszego rzedu) (w
skrocie PA) nazywamy nastepujgcy zbior aksjomatow:

1. Ve x+1#0,

2. Vx 0 <z,

3. Vz (z=0)V—(x <0),

4. Vx z+ 0=z,

5. Vx xz-0=0,

6. VaVyz+(y+1)=(r+y) +1,
7. VeVyx-(y+1)=z-y+u=,

8. Ve Vy (x+1=y+1)=z=y,

9. VaVy (y<z+1) e (y<aVy=x+1),

10. Vo Vy (r+1<y) & (x<yAz#y),

oraz nastepujgcy schemat aksjomatow indukcji mowigey o tym, ze dla kazdej for-
muty p(x1,...,%,,Yy) jezyka L mamy aksjomat postaci:

V... Vo, [(p(z1,. .., T, 0)A
Yy (e(x1, .. 20, y) = (O(1, .. xn,y + 1)) = Yy (1, ..., 20, 9)].
Pytanie: ile mamy aksjomatow w arytmetyce Peana?
Uwaga, wazne: schemat aksjomatéw indukeji nie jest pojedynczym aksjoma-

tem. Dla kazdej formuty mamy osobny aksjomat! Dlatego tez méwimy o schemacie
aksjomatow indukeji, a nie o aksjomacie indukcji.

24
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Uwaga: Istotne jest, ze zbior aksjomatow w arytmetyce Peana jest nie tylko
przeliczalny, ale i rekurencyjny, czyli ,,prosty” w sensie obliczalnosci (pojecie reku-
rencyjnosci poznamy przy okazji omawiania maszyn Turinga).

Dla pewnych zbiorow zdan > na gruncie aksjomatyki Peana (i silniejszych
systemow jak ZFC) da sie skonstruowaé zdanie mowiace o tym, ze zbior zdan %
jest niesprzeczny. Zdanie to oznaczamy przez Con(X). Doktadniej, w aksjomatyce
Peana da sie ponumerowa¢ dowody (a jest ich przeliczalna liczba) oraz zdania
i wyrazi¢ formalnie zdania ,,A jest dowodem zdania B” oraz ,jistnieje dowod A
zdania B”. W szczegbdlnosci mozna wyrazi¢ formalnie zdanie ,istnieje dowdéd A
zdania ,,0 = 177. Jedli zdanie to ma dowod w zbiorze 3, to zbior X jest sprzeczny.

5.2. Twierdzenie Goodsteina

Arytmetyka Peana jest .dziurawa”. W tym sensie, ze istnieja twierdzenia w
,standardowej” teorii mnogosci, ktére mozna wyrazi¢ w jezyku arytmetyki Pe-
ana, ale nie mozna ich udowodni¢ za pomoca aksjomatéw Peana. Historycznie
pierwszym takim przyktadem jest twierdzenie udowodnione w 1944 roku przez
Goodsteina. Opiszemy ponizej jego tre$é¢ wraz z przyktadem:

Wybieramy pewna liczbe naturalng k. Zapisujemy k uzywajac tylko dodawania
i naturalnych poteg liczby 2. Dla przyktadu zacznijmy od liczby 11, ktoéra bedzie
pierwszym wyrazem (G pewnego ciggu:

Go = 11 = 22+2° 1 o1 1 90,

Nastepnie zmieniamy wszystkie wystapienia liczby 2 na 3 i odejmujemy od
otrzymanej liczby 1, a nastepnie zapisujemy nowo otrzymana liczbe w sposéb po-
dobny jak wczedniej, ale uzywajac tylko poteg liczby 3, otrzymujac kolejny wyraz
(G, ciagu.

Gy =3 131 13 —1=3"" 1 31 = 1027.
Powtarzamy powyzsza procedure az nie dostaniemy liczby 0.

Twierdzenie 5.2 (Goodstein 1944). Dia kazdej liczby naturalnej powyzej opisany
ciqg osiqga liczbe 0. |

Kirby i Paris w 1982 roku udowodnili, ze powyzszego twierdzenia nie da sie
dowies¢ na gruncie arytmetyki Peana, mimo iz jest ono ,intuicyjnie prawdziwe”, a
takze prawdziwe w ZFC. Dlatego nawet, gdy zajmujemy sie tylko liczbami natural-
nymi, moze sie¢ okazac, ze potrzebny nam bedzie system silniejszy niz aksjomatyka
Peana.
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Twierdzenie 5.3 (Kirby, Paris 1982 [23]). Istnieje model arytmetyki Peana, w
ktorej nie jest prawdziwe twierdzenie Goodsteina.

5.3. Logiki wyzszych rzedéw

Dotychczas mielismy do czynienia z logika pierwszego rzedu (rachunkiem predy-
katow). Istnieja jednak inne ,logiki”. Najwazniejszym z rozszerzen logiki pierwszego
rzedu jest logika drugiego rzedu. W logice pierwszego rzedu mogliémy kwantyfiko-
waé po zmiennych, ale nie mogliémy kwantyfikowa¢ po zbiorach, ani po formutach
logicznych. W logice drugiego rzedu mamy dwa rodzaje zmiennych oraz statych:
x - element oraz X - zbiér. Mamy tez dodatkowy symbol €. Zmiennych i statych
obu typow nie mozna ze soba mieszaé tj. termowi odpowiada albo element, albo
zbior. Wprowadza sie tez dodatkowe aksjomaty logiczne (ktoérych nie bedziemy
podawac). Logika drugiego rzedu pozwala nam wyrazi¢ w postaci zdan to, co byto
nieosiggalne w logice pierwszego rzedu. Dla przyktadu, aby w arytmetyce Peana
pierwszego drugiego rzedu nalezy zastepujemy schemat aksjomatow indukcji przez
pojedynczy aksjomat indukcji:

VAOe AN(ze A= (z+1) e A)=VYyye A).

Latwo sprawdzi¢, ze powyzszy aksjomat indukcji implikuje schemat aksjoma-
tow indukeji pierwszego rzedu. Zwro¢my uwage, ze arytmetyka Peana drugiego
rzedu bedaca rozszerzeniem arytmetyki Peana pierwszego rzedu ma skonczenie
wiele aksjomatow. Pokazuje to wieksza moc ekspresywna logiki drugiego rzedu.

Poza logika drugiego rzedu istnieja jeszcze logiki wyzszych rzedow. W logice
trzeciego rzedu mozemy mowi¢ o zbiorach zbioréw obiektow, w logice czwartego
rzedu o zbiorach zbioréw zbioréw obiektow, itd.



6. Aksjomatyczna teoria mnogosci

Wspotczesna matematyka opiera si¢ na logice i teorii mnogosci. W pierwszym
semestrze uczyli sie Panstwo o tzw. naiwnej teorii mnogoéci. Jest to teoria zbiorow
bez formalnie zdefiniowanych aksjomatow. Potrzebe aksjomatyzacji teorii mnogo-
sci dobrze wyjasnia sformutowany w 1901 roku paradoks Russela. Jest on znany w
nastepujacej opisowej formie (paradoksu golibrody) pochodzacej z ksiazki ,,Pi razy
drzwi” autorstwa Barrowa:

,Cyrulik sewilski goli w Sewilli wszystkich tych i tylko tych, ktorzy nie golg sie
sami. Czy cyrulik goli sie sam?”.

Jesli cyrulik goli sam siebie, to nie moze sam sie goli¢. Jesli cyrulik nie goli
siebie, to musi sam sie goli¢. Dochodzimy wiec do sprzecznosci. W jezyku teorii
mnogosci paradoks Russela przyjmuje nastepujaca forme X = {z: z ¢ X}. Ana-
logicznie jak wczedniej, jesli x nalezy do X, to X nie nalezy do X, a jesli X nie
nalezy do X, to X nalezy do X.

Naiwna teoria mnogosci prowadzi wiec do sprzecznosci. Potrzebujemy zatem
bardziej restrykcyjnej wersji teorii mnogosci, ktora z jednej strony bedzie pozwa-
lata na mozliwie ,najbogatsza” matematyke, a z drugiej strony pozwoli uniknaé
sprzecznosci jak tej z paradoksu Russella.

W tym rozdziale poznamy wspoltczesna wersje teorii mnogosci, ktora opiera sie
na aksjomatyce Zermela-Fraenkla-Skolema (ZFC, gdzie C pochodzi od Choice -
aksjomatu wyboru). Pierwotna wersja aksjomatow Zermela powstala jako zbior
aksjomatow, ktore zostaly wykorzystane przez Zermela w dowodzie twierdzenia o
tym, ze kazdy zbidér da sie dobrze uporzadkowaé. Aksjomatyka ta zostata nastepnie
zmodyfikowana przez Skolema, Fraenkla i von Neumanna. Aksjomatyke ZFC mo-
zemy wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu. W zwiazku z tym w ZFC istnieja obiekty
tylko jednego typu - zbiory. Kazdy wiec obiekt, ktory sie pojawia, jest zbiorem.
Nie rozrézniamy wiec miedzy zbiorami a elementami. Do jezyka aksjomatyki ZFC
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nalezy tylko jeden symbol €, ktory odpowiada dwuargumentowej relacji nalezenia.
AWszystkie aksjomaty ZFC mozna wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu. Aksjoma-
tyka ZFC opiera sie na nastepujacych aksjomatach:

I Aksjomat ekstensjonalnosci,

IT  Aksjomat pary,

IIT  Aksjomat sumy,

IV Aksjomat zbioru potegowego,

\% Aksjomat nieskonczonosci,

VI  Aksjomat regularnosci,

VII Schemat aksjomatoéw rozdzielania,

VIII Schemat aksjomatéw zastepowania,

IX  Aksjomat wyboru (AC).

I Aksjomat ekstensjonalnosci méwi o tym, ze dwa zbiory sa sobie réwne wtedy
i tylko wtedy, gdy maja doktadnie te same elementy. Ekstensjonalno$é jest prze-
ciwienstwem intencjonalnosci. W systemie intencjonalnym dwa zbiory o tych sa-
mych elementach mogtyby sie od siebie roznié, jesli bytyby inaczej zdefiniowane
(,z innego powodu", ,intencji"). Dla przyktadu zbior liczb naturalnych oraz zbiér
tych liczb catkowitych, ktore sa wicksze lub réwne od zera, mogtyby by¢ innymi
zbiorami, poniewaz sa inaczej zdefiniowane (inna byla intencja oraz formula je
definiujaca).

Aksjomat ekstensjonalnosci moze wydawac sie aksjomatem zubozajacym teo-
rie, poniewaz nie dopuszczamy istnienia nieekstensjonalnych zbioréow. Nie jest to
jednak istotne ograniczenie z punktu widzenia matematyki. Dotyczy to zaréwno
teorii mnogodci, jak i pozostatych dzialow matematyki. W teoriach ekstensjonal-
nych nie mozemy wprawdzie uzyska¢ dwoch réznych zbioréw o dokladnie tych
samych elementach, ale mozemy stworzy¢ ,kopie” dowolnego niepustego (wazne!)
zbioru, ktora bedzie miata analogiczne pozadane przez nas wlasnosei (np. algebra-
iczne, teoriografowe czy porzadkowe). Dla przykladu mozemy skonstruowaé tyle
kopii grafu K7, ile by$my chcieli.

Dodajmy jeszcze, ze aksjomat ekstensjonalnosci jest niezalezny od pozostatych
aksjomatow ZFC.

IT Aksjomat pary méwi o tym, ze jesli mamy dwa zbiory x i y, to istnieje zbior
Z, ktorego elementami sa doktadnie z i y. Zbiér Z nazywamy para (nieuporzad-
kowana) i oznaczamy go przez {x,y}. Zwroé¢my uwage, ze w aksjomacie pary nie
zaktadamy, ze zbiory = i y sa od siebie rézne. Rowniez w definicji pary nie ma
takiego zatozenia. Oznacza to, ze zbior Z, ktérego jedynymi elementami sa zbiory
x oraz x, czyli Z = {x, x} rowniez jest para, chociaz ma tylko jeden element! Zbior
7 = {x,x} oznaczamy przez Z = {z} i nazywamy go singletonem zbioru x. Aksjo-
mat pary pozwala nam takze na zdefiniowanie pary uporzadkowanej. Niech a oraz
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b beda dowolnymi zbiorami. Wowczas zbior {a, {a, b}} nazywamy para uporzadko-
wana o elementach a i b1 oznaczamy ja przez (a, b). Powyzsza definicja pochodzi od
Kuratowskiego. Czasami uzywane sa takze inne definicje pary uporzadkowanej, z
ktorych najwazniejsza jest para w sensie Morse’a-Kelleya - szczegélnie przydatna,
gdy mamy do czynienia z teoria klas (ogolniejsza niz teoria zbiorow). Najwazniej-
sze wlasnosci, ktore powinna spetlnia¢ para uporzadkowana, sa nastepujace. Po
pierwsze, para uporzadkowana powinna byé¢ mozliwa do utworzenia dla dowolnych
i niekoniecznie réznych elementéow a i b. Po drugie musi zachodzi¢ wtasnosé: dla
kazdych a,b,c,d mamy (a,b) = (¢,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ oraz b = d.
Po trzecie przydatne moze by¢ to, zeby byla ona prosta z teoriomnogosciowego
punktu widzenia.

Jak najprosciej zdefiniowaé k-krotki uporzadkowane (dla naturalnej liczby k >

3)?

IIT Aksjomat sumy moéwi o tym, ze dla dowolnej rodziny A istnieje zbior Y,
ktorego elementami sa doktadnie te zbiory a, takie ze a € A € A dla pewnego
A € A. Innymi stowy zbior Y sktada sie z tych zbioréw, ktére nalezg do pewnego
zbioru z rodziny A. Zbior Y, ktorego istnienie zapewnia nam aksjomat, nazywamy
suma zbioru A i oznaczamy go przez Y = JA.

IV Aksjomat zbioru potegowego moéwi o tym, ze dla zbioru X istnieje zbior
P(X), ktorego elementami sa doktadnie wszystkie podzbiory X. Zbior P(X) na-
zywamy zbiorem potegowym zbioru X. Zwroémy uwage, ze sam aksjomat zbioru
potegowego nie méwi nam nic o postaci podzbioréw X, ani nawet o ich istnieniu.
Do tego beda nam potrzebne inne aksjomaty:.

V Aksjomat nieskonczonos$ci méwi o tym, ze istnieje zbiér nieskoniczony. Moze
by¢ on wyrazony w roéznej postaci. Prawdopodobnie najpopularniejsza forma tego
aksjomatu jest postulowanie istnienia zbioru S, do ktérego nalezy zbior pusty,
a jesli x nalezy do zbioru S, to # U {x} réowniez nalezy do zbioru S. Zbior S
o tej wlasnosci nazywamy zbiorem induktywnym. Dla nas najwygodniej bedzie
przyjac, ze aksjomat nieskoniczonosci postuluje istnienie zbioru liczb naturalnych,
ktory formalnie zdefiniujemy w czesci poswieconej liczbom porzadkowym.

VI Aksjomat regularno$ci méwi o tym, ze w kazdym niepustym zbiorze X
istnieje element minimalny ze wzgledu na € (traktowanej jako relacja silnego cze-
sciowego porzadku na zbiorze X). Dokladniej mowi on, ze dla kazdego niepustego
zbioru X istnieje jego element z, taki ze jesli uw € X, to u ¢ z. Jedna z konse-
kwencji aksjomatu regularnosci jest to, ze dla kazdego zbioru z mamy = ¢ z. W
teorii, ktora zawiera aksjomat wyboru (o ktérym bedzie mowa dalej) aksjomat
regularnosci mozna sformutowaé¢ w nieco bardziej intuicyjnej postaci: ,,Nie istnieje
nieskonczony zstepujacy ciag zbiorow, tj. ciag (zo, ... ), takize xg > xy S 293 ...".
Na ¢wiczeniach poznamy doktadniej zastosowania aksjomatu regularnosci, jego
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wplyw na matematyke i to, dlaczego znalazt sie wsrod aksjomatow ZFC. Aksjo-
mat regularnosci jest niezalezny od pozostatych aksjomatéw ZF i od aksjomatu
wyboru.

VII Aksjomat rozdzielania, zwany takze aksjomatem podzbioréw lub aksjoma-
tem wycinania, dla formuly pierwszego rzedu ¢ méwi o tym, ze dla kazdego zbioru
Y istnieje zbior Z doktadnie tych elementéw zbioru Y, ktore majg wiasnosé ¢, czyli
Z ={y € Y: p(2)}. Mowimy o schemacie aksjomatow rozdzielania, poniewaz w
logice pierwszego rzedu nie mozemy kwantyfikowa¢ po formutach logicznych, wiec
dla kazdej formuty logicznej mamy osobny aksjomat rozdzielania.

W naiwnej teorii mnogosci zbiory definiowane byty jako ogét tych elementéw,
ktore spetniaja jakas formutle, czyli Z = {x : p(z)}. Jest to tak zwany aksjomat
nieograniczonego wycinania, ktoéry, jak pokazuje paradoks Russella, prowadzi do
sprzecznosci. Aksjomaty wycinania maja na celu unikniecie paradoksu Russella
przez ograniczenie sie jedynie do elementéw pewnego istniejacego zbioru, a takze
maja nam zapewnié istnienie mozliwie wielu ,r6znych” (w znaczeniu rozmaitych)
zbiorow. W czedci drugiej skryptu postaramy sie udzieli¢ odpowiedzi na pytanie,
czy zastapienie aksjomatéw nieograniczonego wycinania aksjomatami wycinania
faktycznie pozwolito nam uniknaé sprzecznosci w aksjomatycznej teorii mnogosci.

Zanim przedstawimy aksjomaty zastepowania, podamy definicje formuty funk-
cyjnej. Mowimy, ze formuta ¢ jest funkcyjna, jesli dla kazdego x istnieje doktadnie
jeden y, taki ze ¢(x,y).

VIII Aksjomat zastepowania dla formuty ¢ mowi, ze jesli ¢ jest formuta funk-
cyjna, to dla kazdego A istnieje zbidr B, ktorego elementami sa doktadnie te zbiory
b, dla ktorych istnieje a € A, takie ze p(a, b). Podobnie jak dla aksjomatow rozdzie-
lania, mamy osobny aksjomat dla kazdej formuty. Innymi stowy, schemat aksjoma-
tow zastepowania mowi, ze jesli funkcja jest zadana przez dziedzine oraz formute
funkcyjna (np. przez wzor funkcji), to istnieje obraz tej funkcji (jako zbior).

Selektorem rodziny A nazywamy zbior S, taki ze dla kazdego A € A istnieje
doktadnie jeden a € A, takize a € S. Selektor jest tym samym, co znany ze wstepu
do matematyki dyskretnej system roznych reprezentantow. Uzywa sie takze nazwy
transwersala. Funkcja wyboru f dla rodziny A nazywamy funkcje o dziedzinie A,
ktora kazdemu zbiorowi A nalezacemu do rodziny A przyporzadkowuje jej element
a € A € A. Odnotujmy, ze jesli rodzina A jest rodzing zbioré6w parami roztacznych,
to A ma funkcje wyboru wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje selektor rodziny A.

IX Aksjomat wyboru méwi, ze dla kazdej rodziny zbioréw parami roztacznych
istnieje jej selektor. Rownowazna jego wersja moéwi, ze kazda rodzina ma funkcje
wyboru. Zwré¢my uwage, ze w drugiej formie aksjomatu wyboru nie ma zatozenia o
tym, ze elementy rodziny sa zbiorami parami roztacznymi. Jest ona wiec ,,pozornie”
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silniejsza od pierwszej formy, ale tylko pozornie, poniewaz obie wersje okazuja sie
sobie rownowazne. Aksjomat wyboru omoéwimy doktadniej w dalszej czesci skryptu
oraz na ¢wiczeniach.

Aksjomat wyboru jest niezalezny od pozostatych aksjomatow ZFC. Teorie,
otrzymang z ZFC poprzez usuniecie ze zbioru aksjomatow ZFC aksjomatu wy-
boru, oznaczamy przez ZF. To, ze dane zdanie ¢ jest réwnowazne aksjomatowi
wyboru, nalezy rozumie¢ tak, ze sa one réwnowazne sobie na gruncie aksjomatyki
ZF, tj. Con(ZF U {p}) = Con(ZFC), gdzie L jest jezykiem teorii mnogosci
ZFC. Dla przyktadu obie podane wersje aksjomatu wyboru sg sobie réwnowazne.
Nieco pdzniej poznamy inne zdania rownowazne aksjomatowi wyboru.

6.1. Teoria klas NBG

Aksjomatyczna teoria mnogosci byta potrzebna miedzy innymi dlatego, ze w
naiwnej teorii mnogosci pojawity sie paradoksy - sprzecznosci zwigzane np. ze zbio-
rem wszystkich zbiorow (nie zawsze jednak paradoks oznacza sprzecznosé, patrz
podany po6Zniej paradoks Skolema). Czasami przydatny jest jednak na przyklad
obiekt, ktory przypomina zbior wszystkich zbioréow albo (oméwione pézniej) zbiory
wszystkich liczb porzadkowych czy wszystkich liczb kardynalnych. Jedna z teorii
rozszerzajacych ZFC, ktora zajmuje sie takimi obiektami, jest teoria klas NBG
pochodzaca od von Neumanna, Bernaysa i Godla. Podstawowymi obiektami w tej
teorii sg klasy, ktore rozszerzaja pojecie zbioru w tym sensie, ze kazdy zbior jest
klasa, ale nie kazda klasa jest zbiorem. Zbiorem w NBG nazywamy taka klase,
ktora nalezy do pewnej klasy. Klasa wtasciwa nazywamy klase, ktora nie jest zbio-
rem. Przyktadem klasy wtasciwej jest klasa wszystkich zbioréw, ktéra nie moze
by¢ zbiorem, bo wtedy pojawia sie paradoks Russela. Oprécz symbolu nalezenia €
potrzebny nam jest tez predykat jednoargumentowy 7', ktory bedzie zaznaczal, czy
klasa jest zbiorem. W NBG mamy podobne aksjomaty, co w ZFC. Najwazniejsza
roznicg jest to, ze dzieki klasom mozna podaé skonczony zbiér aksjomatow tego
systemu. NBG jest konserwatywnym rozszerzeniem ZFC, co oznacza, ze kazde
twierdzenie NBG, ktore jest wyrazalne w jezyku ZFC (a wiec nie méwi o klasach,
ale wylacznie o zbiorach) jest twierdzeniem ZFC. Pozwala to nam na nieformalne
uzywanie pojecia klasy w dowodach twierdzen w ZFC. Obiekty typu funkcja czy
relacja mozna w naturalny sposéb rozszerzy¢ na klasy. Pozwala to miedzy innymi
na zastapienie schematow zastepowania dla zbioréw poprzez pojedynczy aksjomat
zastepowania.

Aksjomaty NBG sa nastepujace:

I Aksjomat sortowania,
11 Aksjomat ekstensjonalnosci dla klas,
ITT  Schemat aksjomatéw istnienia klas,
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IV Aksjomat pary,

Vv Aksjomat sumy,

VI  Aksjomat zbioru potegowego,
VII Aksjomat nieskoriczonosci,
VIII Aksjomat regularnosci,

IX  Aksjomat zastepowania,

X Aksjomat wyboru (AC),

XI  Aksjomat ograniczenia rozmiaru (axiom of limitation of size).

I Aksjomat sortowania moéowi o tym, ze klasa jest zbiorem wtedy i tylko wtedy,
gdy nalezy do pewnej klasy.

IT Aksjomat ekstensjonalnosci dla klas méwi o tym, ze dwie klasy sa sobie
rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.

IIT Aksjomat istnienia klas dla formuly ¢ moéwi o tym, ze istnieje klasa V do-
ktadnie tych zbiorow, ktore maja wlasnosé . Zwroémy uwage, ze klasa {z: © = z}
jest klasa wszystkich zbioréw. Jej istnienie nie powoduje paradoksu Russela, ponie-
waz nie moze ona by¢ swoim elementem jako klasa wlasciwa. Klase te oznaczamy
przez V i nazywamy klasa uniwersalna, uniwersum von Neumanna lub po prostu
klasa wszystkich zbioréw. Podobnie jak w ZFC mamy tu do czynienia ze schema-
tem aksjomatow. W tym jednak przypadku jesteSmy w stanie zastapi¢ schemat
aksjomatow pojedynczym aksjomatem wyczerpywania:

VR(VzzeRe (F2Ty 2= (x,y)))) = FAVe(x € A & (z,1))).

Lewa strona zewnetrznej implikacji méwi o tym, ze R jest relacja dwuargu-
mentowa. Prawa strona tej implikacji méwi o tym, ze istnieje klasa ztozona ze
wszystkich x takich, ze (z,x) nalezy do R.

IV Aksjomat pary méwi o tym, ze dla kazdych dwoch (niekoniecznie réznych)
zbioréw istnieje zbior, ktorego sa one jedynymi elementami.

V Aksjomat sumy moéwi o tym, ze dla danego zbioru jego suma mnogos$ciowa
jest zbiorem.

VI Aksjomat zbioru potegowego moéwi o tym, ze dla danego zbioru istnieje jego
zbiér potegowy.

VII Aksjomat nieskorniczonosci méwi o tym, ze istnieje zbior induktywny.

VIII Aksjomat regularnosci méwi o tym, ze w kazdej niepustej klasie istnieje
element €-minimalny:.

IX Aksjomat zastepowania méwi o tym, ze dla danej klasy F' oraz zbioru X,
jesli F jest funkcja oraz X C Dom(F'), to obraz F(X) jest zbiorem.
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X Aksjomat wyboru moéwi o tym, ze dla kazdej rodziny zbioréw niepustych
istnieje jej selektor.

XI Aksjomat ograniczenia rozmiaru mowi o tym, ze klasa jest wlasciwa wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja z tej klasy na klase wszystkich zbioréw.

Czesto do NBG dodaje sie jeszcze rozszerzenie aksjomatu wyboru na klasy,
czyli aksjomat globalnego wyboru (AGC). Méwi on o tym, ze dla kazdej klasy
zbioréw niepustych istnieje jej selektor. Aksjomat globalnego wyboru jest nieza-
lezny od aksjomatéw NBG. Po dodaniu do teorii NBG tego aksjomatu pozostaje
ona konserwatywnym rozszerzeniem ZFC. podobnie jak dla aksjomatu wyboru
istnieja rownowazne wersje aksjomatu globalnego wyboru. Miedzy innymi wersja
twierdzenia Zermela moéowiaca o tym, ze kazda klase da sie dobrze uporzadkowaé
oraz wzmocnienie aksjomatu ograniczenia rozmiaru z surjekcji na bijekcje.

6.2. Zbiory dobrze uporzadkowane

Przypomnimy najpierw podstawowg terminologie dotyczaca zbioréw czesciowo
uporzadkowanych.

Uwaga! Przyjmujemy tutaj konwencje, ze czesciowym porzadkiem bedziemy
okreslaé relacje < silnego porzadku, a nie relacje < stabego porzadku. Nieco pdzniej
wyjasnimy, dlaczego tak bedzie nam wygodniej.

Definicja 6.1. Niech R bedzie relacjq dwuargumentowq okreslong na zbiorze X.

Wowczas:

I Jesli dla kazdego elementu x € X zachodzi xRz, to mowimy, ze relacja R
jest zwrotna.

IT  Jesh dla kazdego elementu x € X zachodzi —xRx, to mowimy, ze relacja R
jest przeciwzwrotna.

IIT  Jesli dla kazdych dwdch elementow x,y € X zachodzi xRy = yRzx, to mo-
wimy, ze relacja R jest symetryczna.

IV Jesh dla kazdych dwoch roznych elementow x,y € X zachodzi xRy = —yRx,
to mowimy, ze relacja R jest antysymetryczna.

|4 Jesli dla kazdych trzech elementow x,y,z € X zachodzi xRy NxRz = xRz,
to mowimy, ze relacja R jest przechodnia.

VI  Jesli dla kazdych dwoch elementow x,y € X zachodzi x RyNyRx, to mowimy,
ze relacja R jest spojna.

Definicja 6.2. Niech < bedzie relacjq dwuargumentowq okreslong na zbiorze X.
Jesli < jest przechodnia, antysymetryczna i przeciwzwrotna, to < nazywamy cze-
sciowym porzadkiem na X. Wowcezas pare uporzgdkowang (X, <) nazywamy zbio-
rem czesciowo uporzgdkowanym. Ponadto przez < oznaczamy relacje stabego cze-
sciowego porzadku na X skojarzong z <. To znaczy x <y x <yVae=y.
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Definicja 6.3. Spajny czeSciowy porzqdek < na zbiorze X nazywamy porzgdkiem
lintowym, a (X, <) nazywamy zbiorem liniowo uporzgdkowanym. Jesli pewien pod-
zbior Y wraz z porzgdkiem <y indukowanym przez czeSciowy porzqdek < mna X
jest zbiorem lintowo uporzgdkowanym, to Y nazywamy tancuchem.

Definicja 6.4. Niech < bedzie relacjg czeSciowego porzqdku okreslong na zbiorze
X. Wowczas:

1 Mowimy, ze x iy sq porownywalne, jesli v =y, x <y lub y < x.
II  Mowimy, ze x jest elementem minimalnym, jesli nie istnieje elementy € X,
taki ze y < x.

IIT  Mowimy, ze x jest elementem najmniejszym, jesli dla kazdego elementu y €
X roznego od X zachodzi v < y.

IV Mowimy, ze x jest elementem maksymalnym, jesli nie istnieje element y €
X, taki ze x < y.

V. Mowimy, Ze x jest elementem najwickszym, jesli dla kazdego elementuy € X
roznego od X zachodzi y < x.

Definicja 6.5. Niech < bedzie relacjg czesSciowego porzqdku okreslong na zbiorze

X i niech Y bedzie pewnym podzbiorem zbioru X. Wowczas:

I Mowimy, ze n jest minorantq zbioru Y, jesli x < y dla kazdego elementu
yey.

IT  Niech N bedzie zbiorem minorant zbioru Y, jesli n jest elementem najmnies-
szym zbioru N, to n nazywamy infimum zbioru'Y lub kresem dolnym zbioru
Y @ przyymujemy oznaczenie n = inf Y.

IIT  Mowimy, ze m jest majorantq zbioru Y, jesli y < x dla kazdego elementu
yey.

IV Niech M bedzie zbiorem majorant zbioruY, jesli m jest elementem najmnies-
szym zbioru M, to m nazywamy supremum zbioru Y lub kresem gornym
zbioru Y 1 przyjmujemy oznaczenie m = supY .

Definicja 6.6. Mowimy, zZe zbior czesciowo uporzqdkowany (X, <) jest dobrze
uporzgdkowany, jesli kazdy niepusty podzbior zbioru X ma element najmniejszy.
Wowczas < nazywamy dobrym porzgdkiem na X.

Teraz udowodnimy kilka faktoéw o zbiorach dobrze uporzadkowanych. Dzieki
przyjetej przez nas konwencji homomorfizm zbioréw czesciowo uporzadkowanych
jest tym samym, co funkcja rosnaca.

Twierdzenie 6.7. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzgdkowanym. Jesli
f: X — X jest funkcjq rosnagcq, to dla kazdego x € X mamy f(x) > x.

Dowdd. Zatozmy, ze zbior W = {z € X: f(z) < x} jest niepusty. Niech z bedzie
jego elementem najmniejszym. Oznaczmy w = f(z). Wowezas f(w) < f(z), bo
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w < z, a [ jest funkcja rosnaca, ale f(w) > w, bo w nie nalezy do zbioru W, co
prowadzi do sprzecznosci. [ |

Twierdzenie 6.8. Jedynym automorfizmem zbioru dobrze uporzgdkowanego jest
1dentycznosé. [ |

Obserwacja 6.9. Jesli Wy i« Wy sq z izomorficznymi zbiorami dobrze uporzqdko-
wanymi, to izomorfizm z Wi do Wy jest jedyny. |

Definicja 6.10. Jesli W jest zbiorem dobrze uporzgdkowanym i u jest jego ele-
mentem, to zbior {x € W: x < u} nazywamy odcinkiem poczatkowym zbioru W
zadanym przez u.

Twierdzenie 6.11. Zbior dobrze uporzgdkowany nie jest izomorficzny ze swoim
odcinkiem poczgtkowym. [ |

Twierdzenie 6.12 (Hessenberg 1906 [21]). Niech Wy oraz Wy bedq zbiorami do-
brze uporzqdkowanymi. Wowczas zachodzi doktadnie jeden z przypadkow:

1 Wy jest izomorficzne z W,

IT Wy jest izomorficzne z pewnym odcinkiem poczgtkowym Wi,

IIT W5 jest izomorficzne z pewnym odcinkiem poczgtkowym W7.

Dowod. Dla u € W; oznaczmy przez W;(u) odcinek poczatkowy W; zadany przez
u. Niech

f=A(z,y) € Wy x Wy: Wy(x) = Ws(y)}.

Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze f jest injekcja. Ponadto, f i f~! sa
funkcjami rosnacymi.

Jesli dziedzina f jest W i obrazem f jest W, to Wy i Wy sa izomorficzne.
Zachodzi pierwszy przypadek.

Jesli dziedzing f jest W7, ale obrazem f nie jest W5, to obrazem f jest odcinek
poczatkowy Ws (dlaczego? éwiczenie). Zachodzi drugi przypadek.

Jesli dziedzina f nie jest réwna Wi, to podobnie jak wyzej dziedzing f jest
odcinek poczatkowy Wi, a obrazem f jest Ws. Zachodzi trzeci przypadek.

[ |
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6.3. Liczby porzadkowe

W tym rozdziale zdefiniujemy liczby porzadkowe i podamy ich podstawowe
wlasnodci. Idea liczb porzadkowych jest taka, aby kazdemu zbiorowi dobrze upo-
rzadkowanemu przypisa¢ pewna liczbe porzadkowa w taki sposob, ze dwa zbiory
maja przypisang te sama liczbe porzadkowa wtedy i tylko wtedy, gdy sa one izo-
morficzne. Pomyst liczb porzadkowych pochodzi od Cantora, a jego wspotczesne
ujecie pochodzi od von Neumanna.

Definicja 6.13. Mowimy, zZe zbior A jest tranzytywny lub przechodni, jesli kazdy
jego element zbioru A jest rownoczesnie jego podzbiorem.

Definicja 6.14. Zbior o nazywamy liczba porzadkowa, jesli jest tranzytywny i jest
dobrze uporzgdkowany przez relacje x < y < x € y.

Liczby porzadkowe oznaczamy matymi greckimi literami. Klase wszystkich
liczb porzadkowych oznaczamy przez ON. Liczby porzadkowe nie tworza zbioru,
co wynika z nastepnego twierdzenia.

Twierdzenie 6.15. Jesli v jest liczbg porzadkowa, to oo U {a} jest liczbg porzqd-
kowg. |

Otrzymana liczbe porzadkowa aU{a} nazywamy nastepnikiem liczby a i ozna-
czamy ja przez o + 1.

Definicja 6.16. Zbiorem liczb naturalnych nazywamy najmniejszy w sensie inklu-
29t zbior zawierajgcey 0 oraz zamkniety na operacje brania nastepnika.

Zbior liczb naturalnych w zaleznosci od kontekstu oznaczamy przez N, w, wq lub
przez Xy. Odnotujmy, ze zbior liczb naturalnych ZAWSZE jest wlacznie z zerem.
Istnienie zbioru liczb naturalnych wynika z aksjomatu nieskoriczonosci. Zauwazmy,
ze jedyna liczba naturalna, ktora nie jest nastepnikiem zadnej innej liczby natu-
ralnej (ani porzadkowej) jest zero.

Definicja 6.17. Jesli liczba porzgdkowa « jest postaci o = 8+ 1 dla pewnego, to
a nazywamy liczbg porzadkowq nastepnikowq. W przeciwnym przypadku mowimy,
ze « jest liczbg porzgdkowq graniczna.

Ponizsze twierdzenie jest rozszerzeniem twierdzenia o indukcji zupeilnej na
wszystkie liczby porzadkowe.

Twierdzenie 6.18 (von Neumann 1923 [41]). Niech a bedzie dowolng liczbg po-
rzgdkowq i niech A bedzie jej podzbiorem. Zatozmy, zZe dla kazdego [ € « z faktu,
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ze wszystkie liczby porzadkowe mniejsze od [ nalezg do A, wynika, ze 5 nalezy do

A. Wowczas A = «. [ |

7 powyzszego twierdzenia mozemy korzysta¢ w sposob nastepujacy: Zatozmy,
ze wlasnosé ¢, ktora jest zdefiniowana dla liczb porzadkowych mniejszych niz «,
ma nastepujace wlasnosci:

LP 1 Wtasnosé ¢ zachodzi dla zera.

LP 2 Jesli wtasnosé ¢ zachodzi dla liczby porzadkowej 3, to zachodzi dla jej na-
stepnika, o ile ten jest mniejszy niz a.

LP 3 Jedli dla liczby porzadkowej granicznej 8 wtasnosé ¢ zachodzi dla wszystkich
liczb porzadkowych od niej mniejszych, to zachodzi dla liczby porzadkowej
B.

Woéwcezas kazda liczba porzadkowa mniejsza niz o ma witasnos$é ¢.

Czasami chcemy, aby pewna wtasnosé ¢ zachodzita nie tylko dla pewnych liczb
porzadkowych mniejszych niz pewne «, ale dla wszystkich liczb porzadkowych.
Uzyteczny jest w tym nastepujacy schemat twierdzen.

Twierdzenie 6.19 (von Neumann 1923 [41]). Zalozmy, ze dla kazdego B z faktu,
ze wszystkie liczby porzgdkowe mniejsze od 5 majg wtasnosé ¢, wynika, ze B ma
wtasnosé . Wowczas ¢ zachodzi dla kazdej liczby porzqdkowey. [

Podobnie jak przy aksjomatach ZFC, nie mamy tu do czynienia z twierdze-
niem, ale ze schematem twierdzen, poniewaz dla kazdej formulty ¢ mamy osobne
twierdzenie.

W NBG twierdzenia o indukcji pozaskonczonej 6.19 oraz 6.20 mozna wyrazié¢
og6lniej w postaci jednego twierdzenia.

Twierdzenie 6.20 (von Neumann 1923 [?]|, o indukcji pozaskonczonej, NBG).
Niech A C ON. Zatozmy, ze dla kazdego b € « z faktu, ze wszystkie liczby porzqd-
kowe mniejsze od B nalezq do A, wynika, ze 5 nalezy do A. Wowczas A = ON. B

Zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie nie jest schematem twierdzen, a pojedyn-
czym twierdzeniem. NBG daje taka mozliwo$¢ z powodu wiekszej ekspresywno-
Sci jezyka. Kwantyfikowanie po klasach w NBG daje nam podobna mozliwo$¢ co
kwantyfikowanie po formutach moéwiacych o zbiorach. Nadal nie mozemy jednak
kwantyfikowa¢ po formutach méwiacych o klasach!

Indukcji pozaskoniczonej mozna uzyé¢ w celu zdefiniowania réznych ciggéw po-
zaskonczonych podobnie.
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Definicja 6.21. Ciggiem pozaskonczonym nazywamy dowolng funkcje o dziedzinie

a, gdzie « € ON lub o dziedzinie ON.

Ponizsze twierdzenie o rekursji (rekurencji) pozaskonczonej jest uogoélnieniem
analogicznego twierdzenia dla liczb naturalnych na liczby porzadkowe.

Twierdzenie 6.22 (von Neumann 1923 [41], o rekursji pozaskoriczonej, NBG).
Niech X bedzie klasq takg, ze ON C X. Niech f: X — X bedzie funkcjg. Wowczas
istnieje doktadnie jeden ciqg pozaskoriczony (go: o € ON), taki ze g, = f(glo). M

Przyktadem zastosowania indukcji pozaskoriczonej jest rozszerzenie dziatania
dodawania na wszystkie liczby porzadkowe. Zdefiniujemy jeszcze jedna przydatna
wlasnosé ciagow:

Definicja 6.23. Mdwimy, ze rosnagca funkcja f: ON D Dom(f) — ON, jest ciggla
albo tez normalna, jesli dla kazdego oo € LIM zachodzi f(a) = sup{f(B) : 5 < a}.

Nie bedziemy definiowa¢ pojecia funkcji ciaglej dla funkcji, ktore nie sa rosnace.
Mozemy przej$é do definicji dodawania.

Definicja 6.24. Niech « i 3 bedg liczbami porzgdkowymsi. Sumq liczb o © B nazy-

wamy liczbe o + B zdefiniowang w nastepujgcy sposob:

1) a+0=a,Va € ON,

2) a+ (f+1)=(a+p)+1,Va,B € ON.

3) Dodawanie prawostronne (tj. 5 jest argumentem przy funkcji f(B) = a + )
jest funkcjq ciggtq.

Istotne jest to, ze dodawanie liczb porzadkowych nie jest przemienne, w szcze-
gblnoéci w + 1 # 1 + w = w. Analogicznie do dodawania mozemy zdefiniowaé
mnozenie i potegowanie liczb porzadkowych.

Przy badaniu liczb porzadkowych przydatne beda nastepujace wtasnosci:

Twierdzenie 6.25. Zachodzq nastepujgce fakty:

ON 1 0= 0 jest liczbg porzedkowq.

ON 2 Jesli a jest liczbg porzgdkowq, © B € «, to B jest liczbg porzgdkowg.

ON 3 Dla kazdej liczby porzgdkowej o mamy o = {5 € ON: § < a}.

ON 4 Jesli C jest niepustym zbiorem liczb porzadkowych, to (C' jest liczbg po-
rzqdkowqg i ()C = inf C' = min C.

ON 5 Jesli C' jest niepustym zbiorem liczb porzqdkowych, to |JC' jest liczbg po-
rzadkowq i | JC = sup C.

ON 6 Jesli a # B sq liczbami porzgdkowymi © o C 3, to a € 3.

ON 7 Jesli a, B sq liczbami porzgdkowymi, to zachodzi o C 5 lub 5 C a.

ON 8 Jesli o @ B sq liczbami porzgdkowymi, to zachodzi o < 5 lub B < «.
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Dowéd. ON 1: Oczywiste. Oba warunki w definicji liczby porzadkowej sa pusto
spetnione dla 0. Zbiér pusty jest dobrze uporzadkowany, poniewaz nie ma nie-
pustych podzbioréw, wiec kazdy niepusty podzbiér ma dowolna wiasno$é. Jest
rowniez tranzytywny, poniewaz kazdy jego element ma dowolna wlasnosc¢. [ |

ON 2: Jedli B € a, to B C a, bo « jest zbiorem tranzytywnym. Podzbior zbioru
dobrze uporzadkowanego jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. Stad 3 jest dobrze
uporzadkowane. Zalézmy teraz, nie wprost, ze [ nie jest zbiorem tranzytywnym.
Zbior wszystkich elementéw «, ktore nie sg tranzytywne, jest podzbiorem zbioru
a. Zalozmy wiec, ze [ jest jego najmniejszym elementem. Skoro [ nie jest tran-
zytywne, to istnieje v € [ takie, ze v C [, czyli zbior v \ 5 jest niepusty, wiec
zawiera pewien element §. Zbiér « jest tranzytywny, wiec v jest jego podzbiorem,
czyli elementy zbioru v sa tez elementami zbioru a. W szczegdlnosci 6 € a. Teraz
zbior {4, 5} jest podzbiorem zbioru «, czyli ma element najmniejszy. Nie moze
nim by¢ £, bo § £ 3, i nie moze nim byé¢ 3, bo w przeciwnym przypadku mamy
0 <y < <9, coprowadzi do sprzecznosci. [ |

ON 3: Zbior v = {f € ON : g < a}, czyli odcinek poczatkowy klasy ON
zadany przez «, rownowaznie mozemy zapisa¢ jako v = {8 € ON: € a}, czyli
vy={8:€anpeON} ={5:3¢€a} =a. Przy czym przedostatnia réwnosé

wynika z tego, ze « C ON. |
ON 4: Na ¢éwiczeniach. [}
ON 5: Na ¢wiczeniach. [ |

ON 6: Niech o bedzie najmniejsza liczba porzadkowa o tej wlasnosci, ze jesli
a C B, to a ¢ (. Niech v bedzie najmniejszym elementem zbioru o\ 3, ktory jest
niepusty, poniewaz o C . Wynika z tego, ze a jest odcinkiem poczatkowym liczby
B zadanym przez 7. Stad a = {n € f:n <y} =~ € B. [

ON 7: Zalozmy, ze a € B. W przeciwnym przypadku zachodzi bowiem ON 7 i
ON 8 dla liczb o i 8. Skoro 8 nie nalezy do «, to nie nalezy tez do zadnego pod-
zbioru zbioru «. Niech § bedzie najmniejsze mozliwe (dla danego «). Z zalozenia
wynika, ze a £ (. Oznacza to, ze zbior f = {7 : v < 8} jest podzbiorem zbioru a.
7 wtasnosci ON 3 wynika, ze o € 3, czyli a < 3, co daje sprzecznosc. [ |

ON 8: Wprost z ON 6 oraz ON 8. |

Twierdzenie 6.26 (Von Neumann 1923 [41]). Kazdy zbior dobrze uporzqdkowany
jest izomorficzny z doktadnie jedng liczbg porzgdkowq.
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Dowéd. Niech W bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Zdefiniujmy funkcje
F(w) = «a, jesli w € X i odcinek poczatkowy zbioru W wyznaczony przez w jest
izomorficzny z liczba porzadkowa «. Zbior F' jest funkcja, a z aksjomatu zastepo-
wania wynika, ze F'(WW) jest zbiorem. Jesli 7 jest najmniejsza liczba porzadkowa,
ktora nie nalezy do F(W), to W jest izomorficzny z ~. [

Definicja 6.27. Niech (X, <) bedzie zbiorem dobrze uporzgdkowanym. Typem. po-
rzgdkowym zbioru (X, <) nazywamy jedyng liczbe porzadkowq z nim izomorficzng.
Oznaczamy jg przez tp(X, <).

Podobnie jak klasa wszystkich zbioréw V nie jest zbiorem tak i klasa ON
wszystkich liczb porzadkowych nim nie jest.

Twierdzenie 6.28 (Burali-Forti 1897 [7], Paradoks Buraliego-Fortiego). Nie ist-
nieje zbior wszystkich liczb porzgdkowych. |

Paradoks Buraliego-Fortiego zostal wprowadzony dla definicji liczb porzadko-
wych wprowadzonej przez Cantora, ale jego dowdd dla liczb porzadkowych von
Neumanna jest zupetnie analogiczny.

6.4. Aksjomat wyboru

W tym rozdziale oméwimy pokrotce aksjomat wyboru oraz pewne jego réwno-
wazne i stabsze wersje. Przez forme aksjomatu wyboru rozumiemy kazde zdanie
A, takie ze Col(ZF + A) = Col(ZFC). Stabsza forma aksjomatu wyboru nazy-
wamy kazde zdanie A, takie ze Col(ZF) C Col(ZF + A) € Col(ZFC). Pod-
stawowa, forma aksjomatu wyboru mowi o tym, ze dla kazdej rodziny A zbioréw
niepustych istnieje funkcja f, ktora kazdemu zbiorowi A € A przyporzadkowuje
element a € A. Funkcje te nazywamy funkcja wyboru. Najwazniejszg formag aksjo-
matu wyboru (wazniejsza nawet od samego aksjomatu wyboru) jest twierdzenie
Zermela mowiace o tym, ze kazdy zbior da si¢ dobrze uporzadkowaé. Wynika ono
bezposrednio z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 6.29 (ZF)(Zermelo 1904/1905 [42]). Jesli istnieje funkcja wyboru
dla P(X), to zbior X da si¢ dobrze uporzqdkowac.

Dowé6d. Niech X bedzie dowolnym zbiorem i niech F' bedzie funkcja wyboru
dla P(X). Zdefiniujmy ciag pozaskoiiczony ¢ = (cz: f < «a) dla pewnej liczby
porzadkowej o w sposob nastepujacy:

Zatozmy, ze dla pewnego [ < « zdefiniowaliémy wszystkie wyrazy ciagu po-
zaskonczonego (cy: v < ). Wowczas definiujemy c¢s = F(X \ {c,: v < f}), o ile
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nie jest to zbior pusty. W przeciwnym wypadku konczymy konstrukcje ciagu poza-
skoniczonego. Sprowadza sie to do tego, ze w kazdym kroku g wybieramy element
cg sposrod tych elementéw zbioru X, ktore dotychcezas nie zostalty wybrane.

Pokazemy teraz, ze istnieje takie o, ze konstrukcja sie zakonczy. Zatézmy, ze
takie o nie istnieje. Wowczas funkcja F' : cg — [ jest funkcja, ktorej obraz, na
mocy aksjomatu zastepowania dla formuty definiujacej funkcje F', jest zbiorem
wszystkich liczb porzadkowych. Z paradoksu Buraliego-Fortiego wiemy, ze liczby
porzadkowe nie tworzg zbioru, co prowadzi do sprzecznosci.

Teraz pokazemy, ze do ciagu (cz: B < «) naleza wszystkie elementy zbioru
X. Niech X' bedzie zbiorem tych elementow X, ktore nie naleza do tego ciggu.
Wowcezas F(X\{c,: 7 < a}) = F(X'), a wigc w kroku a moglismy wybra¢ pewien
element ¢, € X', co prowadzi do sprzecznosci.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze zbior X jest dobrze uporzadkowany przez relacje
< zdefiniowana w nastepujacy sposob: cg < ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

B<n. ]

Podamy teraz kilka kolejnych réwnowaznikéw aksjomatu wyboru. Pierwsze
z nich jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 6.29.

Twierdzenie 6.30 (Zermelo 1904/1905 [42], Twierdzenie o zbiorach dobrze upo-
rzadkowanych). Kazdy zbior da sie dobrze uporzqdkowaé. |

Twierdzenie 6.31 (Hausdorff 1914 [20]). W kazdym zbiorze czesciowo uporzqd-
kowanym istnieje tancuch maksymalny. |

Twierdzenie 6.32 (Kuratowski 1922 [26], Zorn 1935 [44], Lemat Kuratowskie-
go-Zorna). Niech X bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, w ktérym kazdy
tancuch ma ograniczenie gorne. Wowczas w X istnieje element maksymalny. M

Twierdzenie 6.33 (Zermelo 1904/1905 [42]). Kazda przestrzeni liniowa ma baze
(Hamela). [

Twierdzenie 6.34 (Konig 1936 [25]). Kazdy (niekoniecznie skoriczony) graf spojny
ma drzewo rozpinajgce. |
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Rownowaznosé twierdzenia o istnieniu bazy i aksjomatu wyboru udowodnit
Tarski w 1924 roku [39]. Pozostale rownowaznosci sa trywialne (moze poza ostat-
nia, ktora jest jedynie bardzo tatwa) i pozostawiam je Panstwu jako ¢wiczenie.

Podamy teraz dwie stabsze, ale uzyteczne wersje aksjomatu wyboru. Z poniz-
szego twierdzenia, zwanego zwyczajowo lematem Kéniga, korzysta sie (niekoniecz-
nie wprost) w wiekszosci twierdzen odnosnie graféw lokalnie skoriczonych, czyli
takich, w ktorych stopien kazdego wierzchotka jest skonczony.

Twierdzenie 6.35 (Koénig 1936 25|, Lemat Kéniga). Niech T' bedzie nieskoriczo-
nym grafem spojnym. Wowczas T ma wierzchotek stopnia nieskoriczonego lub w T
1stnieje promien. |

Mocniejsze od Lematu Kéniga, ale wcigz stabsze od pelnego aksjomatu wyboru,
jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.36 (Bernays 1942 [4,5], Zasada wyborow zaleznych, DC). Niech
R bedzie relacjg na niepustym zbiorze X takq, ze dla kazdego a € X istnieje b € X,
dla ktorego aRb. Wowczas istnieje cigg (X;: i € w), taki Ze x;Rxi+ 1 dla kazdego
1€ w. [ |

6.5. Liczby kardynalne

W tym rozdziale zajmiemy si¢ teoriag mocy, ktora jest uogdlnieniem pojecia
liczby elementéw zbioru skonczonego na dowolne zbiory. Zbiér skoriczony X ma co
najwyzej tyle elementéw, co zbior skoriczony Y, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
injekcja z X do Y. Podobnie, skoriczone zbiory X i Y maja tyle samo elementow
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja miedzy nimi. Ta obserwacja postuzy
nam do poréwnywania ,liczby elementéw” dowolnych, niekoniecznie skonczonych,
zbioréw. Podamy teraz trzy definicje oraz odpowiadajace im oznaczenia.

Definicja 6.37. Mowimy, zZe zbiory X oraz Y sq rownoliczne lub ze majg takq
samaq moc, jesli istnieje bijekcja miedzy nimi. Piszemy wtedy |X| = |Y].

Definicja 6.38. Mowimy, ze zbior X jest zbiorem nie wickszej mocy niz zbior Y,
jgesli istnieje injekcja z X do Y. Piszemy wtedy | X| < |Y].

Definicja 6.39. Mowimy, ze zbior X jest zbiorem mniejszej mocy niz zbior Y,
gesli | X| < |Y| oraz | X| # |Y|. Piszemy wtedy | X| < |Y|.

Oznaczenia te nie sa przypadkowe. Zachodzi bowiem nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 6.40 (Dedekind 1888 [14], Bernstein 1898 [6], Twierdzenie Canto-
ra-Bernsteina-Schrodera). Jesli | X| < |Y]| oraz |Y| < | X, to | X| =Y. O

7 kolei ponizsze twierdzenie jest rownowazne aksjomatowi wyboru:

Twierdzenie 6.41 (Cantor 1897 [9], von Neumann 1923 [41], Prawo trychotomii).
Dla dowolnych zbioréw X orazY zachodzi | X| < |Y|, |Y] < |X| b | X|=1]Y]. W

W teorii zbioréw dobrze uporzadkowanych kazdemu zbiorowi dobrze uporzad-
kowanemu przypisywaliSmy w sposob jednoznaczny pewnego reprezentanta - liczbe
porzadkowa, w taki sposob, aby zbiory nieizomorficzne miaty przypisane inne
liczby porzadkowe, a zbiory izomorficzne te sama liczbe porzadkowa.

W tym rozdziale postapimy podobnie jak w poprzednim, gdzie do poréwny-
wania zbioréw dobrze uporzadkowanych uzywalismy liczb porzadkowych. Tutaj
kazdemu zbiorowi (niekoniecznie dobrze uporzadkowanemu) bedziemy przypisy-
waé pewng unikalng dla niego liczbe porzadkowa, tj. jego moc, w taki sposob, aby
dwa zbiory mialy te samg moc wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwnoliczne.

Definicja 6.42. Mowimy, ze liczba porzqdkowa jest liczbg kardynalng, jesli nie
jest rownoliczna z Zadng liczbg porzgdkowq od siebie mniejszq.

Cwiczenie: Nie wszystkie liczby porzadkowe sa liczbami kardynalnymi. W szcze-
golnosci prosze pokazac, ze liczba porzadkowa w + 1 jest réwnoliczna z liczba
porzadkowa w.

Definicja 6.43. Mocq zbioru X nazywamy jedyng liczbe kardynalng, ktora jest
rownoliczna z X. Oznaczamy jg przez | X| lub czasami przez #X.

Definicja 6.44. Niech k bedzie dowolng liczbg kardynalng. Nastepnikiem (kardy-
nalnym liczby k nazywamy nagmniejszq liczbe kardynalng wiekszq od k 1 oznaczamy
ja przez k. Mowimy, ze liczba kardynalna k jest nastepnikowa, jesli jest postaci
k =T dla pewnej liczby kardynalnej v. W przeciwnym przypadku mowimy, ze k
jest graniczna.

Klase liczb porzadkowych granicznych oznaczamy przez LIM.

Uwaga 6.45. Liczby kardynalne nastepnikowe i graniczne nie sqg tym samym,
co liczby porzgdkowe nastepnikowe i graniczne. Istotnie, w koleynym podrozdziale
okaze sie, ze wszystkie nieskoniczone liczby kardynalne sq liczbami porzgdkowyms
granicznymi.

Wszystkie liczby kardynalne mozna poindeksowaé¢ wszystkimi liczbami porzad-
kowymi. Powstaly ciag pozaskoriczony nazywamy skala alefow.
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Definicja 6.46. Skalg alefow lub hierarchig alefow nazywamy nastepujgcy cigg:

NO =W,
N1 = R a € ON,
N, =sup{Nsz: f < a},a € LIM.

Twierdzenie 6.47 (Paradoks Cantora 1891 [8|). Nie istnieje zbior wszystkich liczb
kardynalnych. [ |

6.5.1. Arytmetyka liczb kardynalnych

W tym podrozdziale zajmiemy sie arytmetyka liczb kardynalnych, czyli moca
zbioréw powstatych za pomoca operacji teoriomnogos$ciowych. Pierwsza z nich jest
suma liczb kardynalnych, ktéra odpowiada mocy sumy dwoch zbioréw roztacznych.

Definicja 6.48. Sumaq liczb kardynalnych k i A\ nazywamy moc zbioru k x {0} U
A x {1}. Oznaczamy jq przez Kk + 7.

Uwaga 6.49. Suma liczb kardynalnych NIE JEST tym samym, co suma liczb
porzgdkowych, pomimo tego, zZe stosujemy to samo oznaczenie! Stuzy to tylko zmy-
leniu studentow. Podobna uwaga bedzie dotyczyé mnozenia oraz potegowania liczb
kardynalnych i porzadkowych.

Obserwacja 6.50. Kazda nieskonczona liczba kardynalna k jest rownoliczna z
liczbg porzgdkowq k + 1. |

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze liczba kardynalna x+ 1 (rozumiana jako
suma liczb kardynalnych) nie jest tym samym, co liczba porzadkowa x + 1, jesli &
jest nieskoriczone. Podobna sytuacja dotyczy innych operacji typu mnozenie czy
potegowanie!

Aby rozrézni¢, kiedy mamy na mysli wlasnosci liczby kardynalnej 1 = N,
od sytuacji, w ktorej mamy na mysli jej wlasnosci jako liczby kardynalnej, w
tym pierwszym przypadku uzywamy zapisu w, zamiast N,. Stad N, + R, bedzie
oznaczaé sume liczb kardynalnych. Natomiast w, + w, bedzie oznacza¢ sume liczb
porzadkowych.

Z obserwacji 6.50 wynika nastepujace twierdzenie.

Whniosek 6.51. Kazda nieskoriczona liczba kardynalna jest liczbg porzqdkowaq gra-
niczng. |

Zdefiniujemy teraz iloczyn liczb kardynalnych.
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Definicja 6.52. lloczynem liczb kardynalnych k © A\ nazywamy moc zbioru k X .
Oznaczamy jq przez k- 7.

Jednym z dwoch (obok twierdzenia Kéniga, ktore pojawi sie po6zZniej) najwaz-
niejszych twierdzen arytmetyki liczb kardynalnych jest nastepujace twierdzenie
pochodzace od Hessenberga.

Twierdzenie 6.53 (Zermelo 1908 [43], twierdzenie Hessenberga). Niech o € ON.
Wowczas R, - N, = N,.

Dowo6d. Zdefiniujmy dobry porzadek na ON x ON. Niech (8,7) < (£',7), jesli
speliony jest ktorys z warunkow:

1. max{3,v} < max{f#', 7'},

2. max{f,v} = max{f',vy'}i8 <,

3. max{f,v} = max{#',7'}, B=p"17<7"

Porzadek ten nazywamy kanonicznym dobrym porzadkiem na ON x ON.

Niech « bedzie najmniejsza liczba porzadkows, taka ze teza nie zachodzi. Do-
wod przeprowadzimy ze wzgledu na indukcje na «. Dla @ = 0 twierdzenie jest
prawdziwe. Mozemy wiec zatozy¢, ze a jest wicksze od zera. Dalsza czes¢ dowodu
bedzie polegaé¢ na pokazaniu, ze typ porzadkowy zbioru w, X w, jest rowny wy.
Z tego bedzie wynikaé¢, ze moc zbioru w, X w, jest réwna mocy zbioru w,, czyli
N,. Niech 8,7 < w, beda takie, ze tp(6 x v) = tp({(¢,d): € < 5,6 < v}} = wa.
Wezmy ¢ < «, takie ze 8 < ¢ 17 < ¢. Wowezas zbior w, X w, zawiera zbior
wp X w., wiec typ porzadkowy tego zbioru jest silnie wigkszy niz w,, ale poniewaz
© < a, to z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze X, = |¢| - |¢| = |p| < N,. Co
daje sprzecznosc.

[ |

Nastepujaca silniejsza wersja twierdzenia Hessenberga jest prawdziwa w ZFC.

Twierdzenie 6.54 (Hessenberg 1906, Twierdzenie Hessenberga). |[ZFC| Niech X
bedzie zbiorem nieskoniczonym. Wowczas | X| = |X x X|.

Dowo6d. Wystarczy zauwazy¢, ze dla kazdego zbioru nieskonczonego X w ZFC
mamy |X| =N, dla pewnego o € ON. |

Okazuje sie, ze ta wersja twierdzenia Hessenberga jest rownowazna aksjomatowi
wyboru na gruncie ZF.

Twierdzenie 6.55 (ZF)(Tarski 1924 [39]). Twierdzenie Hessenberga jest réwno-
wazne aksjomatowi wyboru. [
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Whniosek 6.56. Dia kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej k zachodzi k - k =
K+ K=K.

Wnhniosek 6.57. Dla kazdej pary niezerowych liczb kardynalnych {r, \}, z ktorych
przynajmniej jedna jest nieskonczona, zachodzi k- A = Kk + X\ = max{k, A}.

Definicja 6.58. Mowimy, ze liczba kardynalna jest reqularna, jesli dla kazdego
A C &, jesli sup A = k, to |A| = k. W przeciwnym przypadku mowimy, Ze liczba
kardynalna jest singularna.

Definicja 6.59. Niech « bedzie liczbg porzqdkowq graniczng. Kofinalnoscig lub
Wspdtkoricowoscig liczby porzedkowej a nazywamy moc najmniejszego zbioru A C
a, takiego ze sup A = . Oznaczamy jg przez cf (k).

Przyktady:

cf (Ro) = Ny,

Cf(u)() + CU(]) = No,

cf (wi +wj) = cf(wy),

Jesli « jest liczba porzadkowa graniczna wieksza od zera, to cf(RN,) = cf(«).
Jesli « jest liczba porzadkowsa nastepnikowa, to ¢f(N,) = N,.

U W=

Whiosek 6.60. Kazda reqularna liczba kardynalna jest liczbg kardynalng gra-
niczng.

Problem: czy istnieje nieprzeliczalna liczba kardynalna, ktora jest jednoczesnie
regularna i graniczna?

Definicja 6.61. Mowimy, ze nieprzeliczalna liczba kardynalna jest stabo nieosig-
galna, jesl jest reqularna v graniczna.

Twierdzenie 6.62. Istnieje model ZFC, w ktorym nie ma liczb stabo nieosiggal-
nych.

Whiosek 6.63. Nie mozna dowiesé na gruncie ZFC, Ze istnieje reqularna, nie-
przeliczalna liczba kardynalna graniczna.

Zdefiniujemy teraz potegowanie oraz nieskoriczong sume i iloczyn.

Definicja 6.64. Niech A\ i k bedg dowolnymi liczbami kardynalnymi. Potegq (kar-
dynalng) kK nazywamy moc zbioru funkcji z X do k.

Definicja 6.65. Niech I bedzie indeksowang rodzing liczb kardynalnych. Wowczas
sumaq po I nazywamy moc zbioru | JKk; X {i} i oznaczamy jq przez Y {k;: 1 € I}.

Definicja 6.66. Niech I bedzie indeksowanqg rodzing liczb kardynalnych. Wowczas
iloczynem po I nazywamy moc zbioru [ [ k;x{i} i oznaczamy jg przez [ [{k;: 1 € 1}.
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Uwaga: Pusty iloczyn i suma mnogosciowa sa z definicji takie, ze iloczyn liczb
kardynalnych po pustym zbiorze indekséw jest rowny 1, a suma jest rowna 0.

Ponizsze twierdzenie, zwane czasami lematem Koéniga, jest najwazniejszym
twierdzeniem arytmetyki liczb kardynalnych. Podamy je jednak bez dowodu.

Twierdzenie 6.67 (Ko6nig). Niech I bedzie zbiorem indeksow i niech \;, k; bedg
liczbami kardynalnymi dla kazdego i € I. Jesli \; < k; dla kazdego i € I, to
zachodzi:

Z)‘i <H/€Z‘.

icl iel

Dla zobrazowania mocy twierdzenia Kéniga przedstawimy wynikajace z niego
w prosty sposob twierdzenia.

Whniosek 6.68. Na gruncie ZF twierdzenie Kdniga pocigga aksjomat wyboru.

Dowod. Wskazowka: rozpatrz \; = 0 oraz x; = 1 dla I = X, gdzie X jest zbiorem,
dla ktorego chcemy znalezé funkcje wyboru. [ |

Whiosek 6.69 (Cantor 1891 8], Twierdzenie Cantora o Przekatni). Dia kazdej
liczby kardynalnej k mamy k < 2°.

Dowo6d. Wskazowka: rozpatrz A\; = 1 oraz k; = 2 dla [ = k. [ |

Whiosek 6.70. Dla kazdej liczby kardynalnej nieskoriczonej k mamy k < k).

Dowo6d. Wskazowka: rozpatrzmy zbiér kofinalny w x i na tej podstawie dobierzmy
parametry \; w taki sposob, ze sup{\;: i < ¢f(k)} = k. Nastepnie wezmy r; = k.
|

Wnhniosek 6.71. Zachodzi k < cf(2").

Dowéd. Wskazowka: Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze mamy nier6wnosé
w druga strone. Rozpatrzmy zbior kofinalny w 2% i na tej podstawie dobierzmy
parametry \; w taki sposob, ze sup{\;: i < ¢f(k)} = 2. Nastepnie wezmy k; = K.
Otrzymamy, ze 2% < k* < (2%)" < 2%, co prowadzi do sprzecznosci. [ |

Whiosek 6.72. Zachodzi Ry < cf(2%°) oraz 2% # N, |
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Pytanie: jakie moze by¢ potozenie 2% w skali alefow? Cantor postawil Hipoteze
Continuum, ktéra mowi, ze 2% = ;.

Wiemy, ze c¢f(2%) > Ny. Czy sg jakie$ inne ograniczenia?

Okazuje sie, ze nie.

Twierdzenie 6.73 (Cohen 1963 [12,13], Solovay). Niech M bedzie modelem ZFC
takim, ze k =laleph™ oraz cf(k) = k w M. Wéwczas istnieje model ZFC M, w
ktorym 2% = X, oraz M i M' majq te same liczby porzadkowe.

Ogolna posta¢ powyzszego twierdzenia pochodzi od Solovaya. Wynik ten nie
zostal przez niego opublikowany.

Uogodlniona hipoteza continuum (GCH) moéwi, ze nie istnieje zbiér o mocy po-
sredniej miedzy jakimkolwiek zbiorem mocy nieskonczonej a moca jego zbioru
potegowego.

Definicja 6.74. Skalg betow lub hierarchiq betow nazywamy nastepujgcy cigg:

:0 = NO7
:a+1 = 2:‘(1, (VRS @N,
3o =sup{3Js: B < a},a € LIM.

Roéwnowaznie GCH mowi, ze N, = 3, dla kazdego a € ON. Podobnie jak CH
jest ona niezalezna od aksjomatow ZFC. Ponadto z Hipotezy Continuum nie wy-
nika jej ogélniejsza wersja. Najmniejsza nieskoniczong liczba kardynalna, dla jakiej
uogblniona hipoteza continuum nie zachodzi moze by¢ dowolna regularna liczba
kardynalna. Okazuje sie, ze nie moze nia by¢ jednak singularna liczba kardynalna
o nieprzeliczalnej kofinalnosci, co dowiodt Silver w 1975 roku [36].

6.6. Twierdzenia Lowenheima-Skolema-Tarskiego

W ponizszych twierdzeniach dowolnie duza moc nie oznacza tego, co dowolna
moc!

Twierdzenie 6.75 (Malcew 1936 [30], Goérne twierdzenie Léwenheima-Skolema-
-Tarskiego). Jesli X ma model nieskoriczony lub modele dowolnie duzej mocy skori-
czonej, to X ma model dowolnie duzej mocy.

Dowdd. Tworzymy zbior {C,,: a € A}, gdzie A jest zbiorem dowolnie duzej mocy.
Nastepnie tworzymy zbior ¥/ = X U{C, # Cs: a € A, € A,a # (}. Z zalozenia
kazdy skoriczony podzbior zbioru ¥’ ma model. Zatem ¥’ ma model N. Ten model
ma moc przynajmniej tak duza jak moc zbioru A. Jesli ,zapomnimy” o nowo
wprowadzonych symbolach C,, (taka operacja nazywa sie redukcja), to dostaniemy
szukany model A/, [
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Twierdzenie 6.76 (Lowenheim 1915 [29], Skolem 1920 [37], Dolne twierdzenie
Léwenheima-Skolema-Tarskiego). Jesli |[L| < Ry @ X ma model mocy wiekszej niz
No, to X ma model mocy N,. [ |

Twierdzenie 6.77 (Malcew 1936 [30], Dolne twierdzenie Léwenheima-Skolema-
-Tarskiego). Jesli ¥ ma model nieskoriczony, to ¥ ma model kazdej mocy nieskori-
czonej wiekszej lub réwnej |L|. |

Wnhiosek 6.78 (Skolem 1922 [38], Paradoks Skolema). Jesli teoria mnogosci ma
model M , to istnieje przeliczalny model M’ teorii mnogosci, w ktérym to modelu
istniejq zbiory nieprzeliczalne w M'. [ |
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7. Maszyna Turinga

Definicja 7.1. Czesciowq funkcja o dziedzinie D nazywamy funkcje, ktorej dzie-
dzina jest podzbiorem zbioru D.

Czesciowa funkcje traktujemy jak funkcje, ktorej nie wszystkie wartosci sa
zdefiniowane. Dla odréznienia funkcji czesciowych od zwykle rozumianych funkcji
czasami uzywa sie nazwy funkcja totalna, ktoéra jest tozsama ze standardowym
pojeciem funkcji.

Przejdziemy teraz do najwazniejszej definicji tego przedmiotu.

Definicja 7.2. Maszyng Turinga (lub w skrocie MT) nazywamy uporzgdkowang
siodemke M = (Q, X, T, 6, q, B, F), gdzie:

o () - skoriczony zbior - zbior stanow maszyny Turinga,

o X - skonczony zbior - zbior symboli wejsSciowych,

o ' - skoniczony zbior taki, ze X C I' - alfabet tasmy,

e o - element zbioru Q) - stan poczatkowy,

e B lub blank - wyrdzniony element zbioru I' \ X - blank, znak pusty,

o [ - podzbior zbioru Q) - zbior stanow koncowych lub akceptujgcych,

o 0 - czeSciowa funkcja § : Q x I' = Q x I' x {L, P} - funkcja przejscia

Jak dziata Maszyna Turinga?
Maszyna Turinga operuje na dwustronnie nieskorczonej, przeliczalnej tasmie, w
ktorej komorkach zapisane sa symbole z I'. Maszyna Turinga w danym momencie
jest w jednym ze stanéw ze zbioru @), a jej glowica czyta jeden z symboli znajdu-
jacych sie na tasmie. Maszyna Turinga wykonuje jednoczesnie trzy operacje:
1. zmienia stan (moze pozostawi¢ ten sam),
2. zastepuje symbol znajdujacy sie na czytanej komoérce (moze pozostawié¢ ten
sam),
3. przechodzi do komoérki znajdujacej sie na lewo lub na prawo czytanej komorki.

o1
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Uwaga! Czesto zamiast maszyn dwustronnie nieskoriczonych rozwaza sie ma-
szyny jednostronnie nieskonczone.

Cwiczenie. Podaé¢ formalnie definicje maszyny Turinga z tasma jednostronnie
nieskonczong. Co nalezy zmodyfikowa¢ w podanych definicjach? Dodaé¢ warunek
(*) nie odwolujac si¢ do dodatkowego symbolu . Wskazowka: zmienié¢ definicje
konfiguracji, aby uwzgledniala réwniez pierwszy znak przed poczatkiem stowa.
Musi on by¢ pusty dla kazdej konfiguracji, ktora powstaje w wyniku nastepstwa
ze stowa w dla kazdego w € .

Definicja 7.3. Niech I' bedzie niepustym zbiorem zwanym alfabetem. Jego ele-
menty nazywamy znakamsi, literami lub symbolami. Bedziemy oznaczaé przez I'*
rodzine wszystkich ciggow skonczonych, ktorych elementy nalezqg do zbioru I'. Ele-
menty I'* nazywamy stowami. Stowo (wy, ..., w,) oznaczamy przez w ... w,. Jeslh
dla stowa (wy, ..., w,), zachodzi w; = a dla kazdego i, to oznaczamy je przez a™.
Bedziemy zwykle milczgco zaktadaé, ze alfabet, nad ktorym pracujemy ma przynaj-
mniej dwa elementy. Zwykle (choé nie zawsze) bedzie tez skoriczony.

Uwaga: mozna tez rozwazac¢ stowa nieskonczone, ktoére nie beda dla nas przy-
datne na tym przedmiocie, ale moga by¢ ciekawe np. w teorii automatow, ktora
bedzie w przysztym semestrze. Stowo a...a ... oznaczamy przez a“.

Definicja 7.4. Konfiguracjg maszyny Turinga lub opisem chwilowym nazywamy
stowo ayqas, gdzie aq, an € I' oraz q - stan biezgcy.

Konfiguracje maszyny Turinga interpretujemy tak, ze maszyna Turinga czyta
pierwszy znak stowa as lub blank, jesli as jest stowem pustym.

Definicja 7.5. Konfiguracjqa poczatkowq nazywamy konfiguracje postaci ciqow,
gdzie ag to stowo puste, a w € X* to stowo wejsciowe. Konfiguracje ayqow mozemy
tez zapisacé jako qow.

Definicja 7.6. Niech c; 1 ¢y bedg konfiguracjami pewnej maszyny Turinga. Mo-
wimy, ze co powstaje w wyniku bezposredniego nastepstwa z ¢y @ piszemy ci F co,
jesli konfiguracja co jest otrzymywana po jednym ruchu maszyny Turinga znaj-
dujgcej sie w konfiguracji c;. Mowimy, zZe co powstaje w wyniku nastepstwa z ¢
1 piszemy ¢ F* ¢y, jesli konfiguracja co jest otrzymywana po skonczonej liczbie
ruchow maszyny Turinga z konfiguracyi c;.

Cwiczenie: czy F* jest relacja cze$ciowego porzadku?
J 14 fe)

Definicja 7.7. Mowimy, ze maszyna Turinga akceptuje stowo w € ¥, jesli istnieje
stan q € F oraz konfiguracja ayqas, taka zZe gow H* aqqas.
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Definicja 7.8. Niech oy € ~* bedzie stowem 1 niech wy bedzie pierwszq literq
stowa g lub blankiem, jesli stowo oo jest puste. Mowimy, ze maszyna Turinga
zatrzymuge sie w konfiguracji ayqos, jesli 6(q, w) nie jest okreslone.

Definicja 7.9. Mowimy, ze maszyna Turinga jest maszynqg Turinga ze stopem lub,
ze ma wtasnosc stopu, jezeli dla kazdego w € X* istnieje stan akceptujacy q, taki
ze istniejq o, o, takie Ze qu H* ayiqas lub maszyna Turinga zatrzymuje sie w
konfiguracji cyqas.

Definicja 7.10. Niech q bedzie stanem poczgtkowym maszyny Turinga M. Mo-
wimy, ze M zapetla sie na stowie w, jesl nie istnieje konfiguracja, ktora powstaje
w wyniku nastepstwa konfiguracyi gW magjgca stan akceptujacy lub na ktorej ma-
szyna M sie zatrzymuge.

Definicja 7.11. Jezykiem akceptowanym przez maszyne Turinga M lub jezykiem
maszyny Turinga M nazywamy jezyk L(M) = {w € ¥* : M akceptuje w}.

Definicja 7.12. Mowimy, ze jezyk L C X* jest rekurencyjnie przeliczalny lub cze-
sciowo rozstrzygalny, jesli istnieje maszyna Turinga M, taka ze L = L(M). Md-
wimy, ze jezyk L C T'* jest rekurencyjny lub rozstrzygalny, jesl istnieje maszyna
Turinga ze stopem M, taka ze L = L(M).

Teza Churcha 7.12.1 (Church 1936 [10], Turing 1936 [40]|, Kleene 1936 [24]).

Kazdy problem obliczalny jest obliczalny na pewnej maszynie Turinga.

Uwaga: teza Churcha nie jest twierdzeniem! Jest ona tylko nieformalng hipo-
teza odnosnie potencjalnych alternatyw dla maszyn Turinga, jezykéw rekurencyj-
nych czy A-rachunku.




8. Modyfikacje maszyny Turinga

8.1. Maszyna Turinga z tasma jednostronnie
nieskonczona

Cwiczenie: jak symulowaé¢ dziatanie maszyny Turinga z tasma dwustronnie nie-
skoniczong na maszynie Turinga z tasma jednostronnie nieskoriczona?

8.2. Maszyna Turinga wieloSciezkowa, ale z
pojedyncza glowica i tadmami dwustronnie
nieskonczonymi

Cwiczenie: jak symulowa¢ dziatanie wielo$ciezkowej maszyny Turinga na maszynie
Turinga z tasma dwustronnie nieskoriczong?

8.3. Wielotasmowa Maszyna Turinga

Definicja 8.1. Wielotasmowa maszyna Turinga jest modyfikacjg maszyny Tu-

ringa, ktora sktada sie z k glowic oraz k tasm dwustronnie nieskonczonych. W po-

gedynczym ruchu wielotasmowa maszyna Turinga wykonuje jednoczesnie trzy ope-

racje:

1. Zmienia stan.

2. Zastepuje symbol znajdujgcy sie na kazdej czytanej komdorce.

3. Przemieszcza niezaleznie kazdg gtowice do komorki znajdujgce) sie na lewo lub
na prawo czytanej komorki.
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Wejscie poczgtkowo znajduje sie na pierwszej tasmie, a pozostate sq puste (wypet-
nione blankami).

Twierdzenie 8.2. Jezyk L jest rozpoznawalny przez pewng maszyne Turinga wtedy
1 tylko wtedy, gdy jest rozpoznawalny przez pewng wielotasmowq maszyne Turinga.

Dowo6d. Bedziemy symulowaé dziatanie k-tasémowej maszyny Turinga M; za po-
moca maszyny Turinga M, z 2k Sciezkami i jedna glowica. Kazdej tasmie M,
odpowiadaja dwie $ciezki Ms, z ktorych jedna rejestruje zawarto$é odpowiedniej
tasmy z M, a druga jest pusta poza znacznikiem w komorce zawierajacej symbol
obserwowany przez odpowiednia glowice.
Ruch M5 symulujacy M:
1. Glowica M, przesuwa sie w prawo, odwiedza komorki zawierajace znacznik
glowicy i zapamietuje obserwowane symbole w sterowaniu skoriczonym.
2. Przesuwa glowice w lewo az osiggnie pierwszy znacznik gtowicy uaktualniajac
symbol nad mijanymi znacznikami oraz odpowiednio je przesuwajac.
3. Zmienia stan. [ |

Wielotasmowe maszyny Turinga mozna wykorzystaé¢ w ten sposéb, aby na jed-
nej z tasm znajdowalo sie wyjscie inne niz ,tak” lub ,nie”, np. wynik dodawania
liczby na pierwszej tasmie i liczby na drugiej tasmie. Wielotasmowe maszyny Tu-
ringa mozna wiec zastosowaé¢ do modelowania maszyny obliczeniowe;j.



9. NDMT, czyli niedeterministyczna
maszyna Turinga

Definicja 9.1. Niedeterministyczna maszyna Turinga (w skrécie NDMT) sktada
sie z jednej jednostronnie nieskorczonej tasSmy i z jednej glowicy. Dla danego
stanu 1 symbolu obserwowanego przez gltowice tasmy niedeterministyczna maszyna
Turinga ma skoriczong liczbe opcji nastepnego ruchu (nie mamy tu do czynienia
z funkcjq przejscia, ale z pewnq relacjq przejscia).

Definicja 9.2. Mowimy, zZe niedeterministyczna maszyna Turinga M akceptuje
stowo w € ¥*, jesli istnieje cigg mozliwych wyborow kolejnych konfiguracyi niede-
terministyczne) maszyny Turinga w obliczeniu prowadzqgcy do stanu akceptujgcego.

Twierdzenie 9.3. Jezyk L jest akceptowany przez pewng niedeterministyczng ma-
szyne Turinga wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowany przez pewng maszyne
Turinga.

Dowéd. Niech M bedzie niedeterministyczna maszyna Turinga. Dla dowolnego
stanu i dowolnego symbolu tasmowego istnieje skoriczona liczba opcji nastepnego
ruchu, a wiec mozemy ja oszacowac z gory przez pewna liczbe naturalng r. Kazdy
skoniczony ciag wybranych opcji mozna wiec zaprezentowaé za pomoca ciagu liczb,
ktorego elementy naleza do zbioru {1,...,r}. Konstruujemy maszyne Turinga M’
o trzech tasmach. Pierwsza zawiera wejécie. Na drugiej generowane beda wszystkie
ciagi liczb ze zbioru {1,...,r}. Dla kazdego ciagu wygenerowanego na drugiej
tasmie M’ kopiuje wejscie na trzecia tasme, a nastepnie symuluje M. Jesli M’ nie
moze znalez¢ stowa akceptujacego dla danego ciggu, to zwieksza liczbe elementow
ciagow 1 symuluje ponownie. Jezeli stowo jest akceptowane na tasmie trzeciej dla
pewnego ciagu na tasmie drugiej, to przechodzimy do stanu akceptujacego. M

Obserwacja 9.4. Wszystkie opisane warianty maszyny Turinga majg te samg
moc obliczeniowq, tj. s¢ w stanie rozpoznac doktadnie te same jezyki. [

o6



10. Funkcje rekurencyjne

10.1. Wprowadzenie

Ile jest wszystkich funkcji N — N7

Nﬁo =% — ¢,
Ograniczenie sie do funkcji N — {0, 1} o dwoch wartosciach nie pomaga, bo:
2% — ¢,

Algorytm (takze program komputerowy, dowod, wzor funkeji, etc.) jest opisany
przez skoriczong liczbe znakéw z co najwyzej przeliczalnego alfabetu. Ile jest takich
algorytmow (przy ustalonym alfabecie)?

N+ R -Rg+--- =R+ N2 4 RE L= (%),

Wiemy, ze Rg - Ry = N2 = Ry, czyli moc kwadratu kartezjanskiego zbioru liczb
naturalnych jest mocy Rg. (Uwaga: ogolniej, moc kwadratu kartezjanskiego zbioru
mocy k jest mocy k, o ile k jest nieskoriczone.) Przez indukcje otrzymujemy, ze
NE = N dla kazdego k =1, 2,.... Zatem:

Przeliczalna suma przeliczalnych mocy jest przeliczalna. Stad otrzymujemy:

Mamy wiec Ny algorytméw, ale az 2% funkcji. Zatem prawie wszystkie mu-
sz by¢ nieobliczalne (w pewnym sensie). W dalszej czesci wyktadu zajmiemy sie
sformalizowaniem pojecia obliczalnosci funkcji.
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10.2. Funkcje prymitywnie rekurencyjne

Definicja 10.1. Mowimy, ze funkcja f : N**1 — N jest definiowana przez rekursje
prostq z funkcji h : N¥+2 N 4 g : N¥ — N, jesli

Vo Vy : f(x,0) = g(x) oraz f(z,y +1) = h(z,y, f(z,y)).

Definicja 10.2. Mowimy, ze klasa funkcji C jest zamknieta na ztozenie, jesl dla
dowolnych funkcji g : N¥ = N, ..., g, : N¥ = N, h:N" = N nalezqgcych do klasy
C funkcja f(x) = h(gi(z), ..., gn(z)) rowniez nalezy do klasy C.

Definicja 10.3. Klasq funkcji prymitywnie (pierwotnie) rekurencyjnych PREC
nazywamy najmniejszq w sensie inkluzji klase zamknietq ze wzgledu na ztozenie
funkcji © rekursje prostq oraz zawierajgcq nastepujgce funkcje (zwane funkcjami
inicjujgcyms):

1. 0,(x) =0, 0,:N*"—= N - zero,

2. S(z) =2 +1 - nastepnik,

3. IMzy,...,zn) = xp, IF:N" — N - rzutowanie na k-tq zmienng.

Przyktady funkcji prymitywnie rekurencyjnych (dowody na ¢wiczeniach):
funkcje state,
dodawanie,
mnozenie,
funkcja znaku sgn(z),
funkcja ,if z = 0, then y, else 27,
suma Y {f(x,y) 1y < z}, jesli f € PREC,
lloczyn [[{f(x,y) : y < z}, jesli f € PREC.
Definicja 10.4. Funkcjg Ackermanna (w uproszczonej przez Pétera wersji) nazy-
wamy funkcje A: N> — N zdefiniowang w sposob nastepujgcy:
y+1, x=0,
Az, y) = A(x —1,1), >0, y=0,
Az — 1, A(z,y — 1)), x>0, y > 0.

No ot W

Funkcja Ackermanna jest przykladem funkcji, ktora jest rekurencyjna, ale nie
jest prymitywnie rekurencyjna. Aby tego dowie$¢, bedziemy potrzebowaé kilku
lematow.

Lemat 10.5. Funkcja Ackermanna ma nastepujgce wtasnosci:
(A1) funkcja A jest totalna, a wiec dobrze zdefiniowana dla kazdej pary (x,y),
Ally) =y +2,

)
) >y,
)
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(A6) A(z,y+1) < A(z + Ly),

(A7) A(r, A(s,y)) < A(r + s+ 2,v),

(A8) dla kazdego r, s istnieje t niezalezne od y takie, ze A(r,y)+A(s,y) < A(t,y).
Dowéd. Na cwiczeniach. [ |

Lemat 10.6. Niech A,: N — N bedzie funkcjg dang jako A,(m) = A(n,m).
Wowczas dla kazdego n funkcja A,(m) jest funkcjg prymitywnie rekurencyjng.

Dowdéd. bedziemy dowodzi¢ twierdzenie przez indukcje za wzgledu nan. Dlan = 0
mamy Ag(m) =m+ 1 = S(m), wiec Ay jest prymitywnie rekurencyjna. Zatozmy,
ze A, jest prymitywnie rekurencyjna. Mamy

Ap1(0) =A(n+1,0) = A(n,1) = A,(1) =k
dla pewnej funkcji stalej k. Nastepnie

Appim+1)=An+1,m+1)=An,A(n+1,m)) = A,(A(n + 1,m))
= An(An+1(m))-

Otrzymalismy, ze A, jest zdefiniowana przez rekursje prosta z funkcji A,,, ktéra
jest prymitywnie rekurencyjna z zalozenia indukcyjnego. Funkcja A, .1 jest zatem
prymitywnie rekurencyjna. |

Definicja 10.7. Mowimy, ze funkcja g: N* — N jest zmajoryzowana przez funkcje
h: N> — N, jesli istnieje stata b, taka ze dla kazdego a1, ..., ap € N zachodzi
glay,...,a;) < h(a,b), gdzie a = max{ay,...,ax}.

Lemat 10.8. Nie istnicje funkcja h: N> — N, ktéra majoryzuje samaq siebie.

Dowédd. Zatézmy, ze taka funkcja istnieje. Zatem istnieje stata b, taka ze dla
kazdego x,y mamy h(x,y) < h(a,b), gdzie a = max{z,y}. Niech ¢ = max{a, b}.
Wowczas h(c,b) < h(max{b,c},b) = h(c,b). |

Lemat 10.9. Kazda funkcja pierwotnie rekurencyjna jest zmajoryzowana przez
funkcje Ackermanna.

Dowod. Oznaczmy przez A klase funkcji, ktore sa zmajoryzowane przez A. Dowod
bedzie polegal na pokazaniu, ze klasa A zawiera wszystkie funkcje inicjujgce, jest
zamknieta ze wzgledu na ztozenie oraz na rekursje prosta. Jako ze klasa PREC jest
najmniejsza klasg spelniajacg te warunki, to bedzie z tego wynikaé, ze PREC C A.

W dalszej czesci dowodu niech x = {x1,...,2,}, y = {1, .., yn}. Oznaczmy
przez & najwieksza z liczb x1, ..., x,. Podobnie niech 3 oznacza najwicksza z liczb

Y, -5 Yn-
Najpierw pokazemy, ze funkcje inicjujgce naleza do klasy A.
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e 0,(x)=0<2+1=A(0,2), wiec 0,(x) € A,

e S(n)=n+1<n+2=A(1,n), wiec S(n) € A,

o IM(z1,...,0y) =x, <& <T+1=A(0,x), wiec IF € A
Nastepnie pokazemy, ze klasa A jest zamknieta ze wzgledu na ztozenie funkcji.
zatozmy, ze funkcje g1, ..., ¢, sa funkcjami k& zmiennych, a h jest funkcjg m
zmiennych oraz ze kazda funkcja sposrod g; oraz h nalezy do klasy A. Oznacza to,
ze istnieja state r; oraz s, takie ze g;(x) < A(r;, x) oraz h(y) < A(s,y) dla kazdych
z, y. Niech f = h(g1,...,9m) 1 gj(r) = max{gi(z): i =1,...,m}. Wowczas

f(x) < A(s,gj(x)) < A(s, A(rj,z)) < A(s +1; + 2, ),

gdzie pierwsza nieréwnos$¢ wynika z ograniczenia na h. Druga nieréwnos¢ wynika z
ograniczenia na g, a ostatnia nierownos$¢ wynika z wtasnosci (A7). Stad f(z) € A,
a wiec klasa A jest zamknieta ze wzgledu na ztozenie.

Pozostalo nam do pokazania, ze klasa A jest zamknieta ze wzgledu na rekursje
prosta. Niech g bedzie funkcja k argumentéw, h funkcja k + 2 argumentéw i niech
g oraz h naleza do A. Analogicznie jak wcze$niej mamy, ze istnieja state r, s, takie
ze g(x) < A(r,z) oraz h(z) < A(s, ). Checemy pokazac, ze funkcja f zdefiniowana
przez rekursje prosta z funkcji g oraz h nalezy do klasy A.

W tym celu udowodnimy teraz nastepujace stwierdzenie: istnieje stata ¢, taka
ze f(x,n) < A(g,n + ).

Niech ¢ = 1 + max{r, s}. Bedziemy teraz przeprowadza¢ indukcje ze wzgledu
na n. Dla n = 0 mamy f(x,0) = g(z) < A(r,z) < A(q, ). Zalozmy, ze zachodzi
f(z,n) < A(g,n + ). Wowczas

flz,n+1) = h(z,n, f(z,n)) < A(s, 2),

gdzie z = max{z,n, f(x,n)}. Korzystajac z zatozenia indukcyjnego oraz faktu, ze
max{zr,n} <n+z < A(g,n + ) otrzymujemy z < A(q,n + Z). Stad

flx,n+1) < A(s,z) < A(s, A(g,n+2)) < A(qg—1,A(g,n+ 1)) = A(g,n+ 1+ ),

co konczy dowod stwierdzenia.
Aby zakonczy¢ dowdd twierdzenia, wystarczy wzia¢ z = max{z,y}. Wowczas
z udowodnionego stwierdzenia otrzymujemy, ze

flzy) <Alg, 2 +y) <22) < Ag,22+3) = A(q, A(2,2)) = A(g + 4, 2).
Wrynika z tego, ze f nalezy do klasy A, co konczy dowdd. [ |
Twierdzenie 10.10 (Ackermann 1928 [1], Péter 1935 [32]). Funkcja Ackermanna
nie jest funkcjqg prymitywnie rekurencyjng.

Dowé6d. Bezposrednio z lematow 10.8 oraz 10.9. |
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10.3. Funkcje rekurencyjne

Definicja 10.11. Mowimy, ze funkcja f : N* — N jest definiowana przez ji-rekursje
z funkeji g : NF*1 — N, jesli

1. Vx Jy: g(z,y) =1,

2. Vo f(x) =min{y: g(x,y) = 1}.

Oznaczenie f(z) = py: g(x,y).

Definicja 10.12. Mowimy, zZe funkcja jest efektywnie obliczalna, jesli jest obli-
czalna na pewnej maszynie Turinga.

Twierdzenie 10.13 (Church 1936 [11], Turing 1936 [40], Kleene 1936 [24]). Funk-
cja jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest rekurencyjna.

Definicja 10.14. Klasq funkcji rekurencyjnych REC nazywamy najmniejszqg w
sensie inkluzji klase zawierajacq funkcje inicjujgce © zamknietqg ze wzgledu na zto-
zenie funkcji, rekursje prostq i p-rekursje.

Twierdzenie 10.15 (Ackermann 1928 [1]). Funkcja Ackermanna jest funkcjq re-
kurencyjng. |

Wnhniosek 10.16 (Ackermann 1928 [1]). Zachodzi PREC C REC.

Definicja 10.17. Mdéwimy, ze relacja R C N¥ jest (prymitywnie) rekurencyjna,
jgesli funkcja charakterystyczna relacji R jest funkcjq (prymitywnie) rekurencyjng.

Twierdzenie 10.18 (Godel 1934 [19], Kleene 1936 [24], o eliminacji rekursji pro-
stej). Klasa funkcji rekurencyjnych jest najmniejszq w sensie inkluzji klasq zawiera-
jacq funkcje inicjujgce, dodawanie, mnozenie, funkcje charakterystyczng réwnosci
oraz zamknietq ze wzgledu na ztozenie funkcji © p-rekursje. ]

10.4. Twierdzenie Kleene’go o formie normalnej
rekursji

Najpierw zajmiemy si¢ numerowaniem wszystkich funkcji rekurencyjnych, w
taki sposob, ze kazdej liczbie naturalnej m bedzie odpowiada¢ doktadnie jedna
funkcja ¢F, gdzie k oznacza liczbe argumentéw funkeji ¢F.

Twierdzenie 10.19 (Ackermann 1928 [1], Kleene 1936 [24], o formie normalnej
rekursji). Istnieje prymitywnie rekurencyjna funkcja U: N — N i relacje prymityw-
nie rekurencyjne T, € N¥2, takie Ze dla dowolnej funkcji rekurencyjnej f istnieje
stata eg, taka ze f(ny,...,ng) = U(py: Tu(ep,na, ...k, y)).
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Dowé6d. Kazda funkcja rekurencyjna jest obliczalna na pewnej wielotasémowej
maszynie Turinga. Zatem istnieje pewna maszyna M;, ktora oblicza funkcje f.
Mozemy zalozy¢, ze M; jest o najmniejszym mozliwym kodzie < M; >. Niech ey
bedzie jej kodem.

Niech M; dla wejscia (nq,na, ..., ng) zatrzymuje sie (tj. koniczy obliczenie funk-
cji rekurencyjnej f) w kroku ty z wyjsciem ¢, czyli f(nq,n2,...,n) = q.

Niech t > ty, czyli czekamy, az M; zakonczy prace.

Niech (Sk(ef, n1,ng,...,ng,t))1 > length(ey), gdzie Sk(ef, ny,no, ..., g, t) jest
kodem stanu w momencie ¢ obliczenia na M; z wejSciem (nq, no, ..., ny), length(ey)
jest dtugoscia stowa ey, liczba (Sk(ef, n1, no, - . ., nk, t))1 jest wartoscia funkcji przej-
Scia dla instrukeji, ktéra ma by¢ wykonana w kroku ¢. Potrzebna bedzie nam jesz-
cze funkcja (z);, czyli funkcja pierwszej eksponenty. Polozmy zg = 293%. Wowczas
(20)2 = to 1 (20)1 = ¢. Stad (Sk(ef,n1,n9,..., 1%, (20)2))1 > length(ex) i (20)1 =
(Sklef,ny,ng, ..., g, (20)2))2. Co wiecej, 2o jest najmniejsza taka liczba, poniewaz
(20)2 = to jest momentem zatrzymania M;. Mamy wiec f(ni,ng,...,ng) = q¢ =
(20)1. Wezmy Ty (ef,ny, no, . .., ny, z) jako nastepujaca relacje: Ty, (ef, n1, no, . . ., Ny, 2)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi(Sk(ef, n1,n2, ..., nk, (20)2))1 > length(ex) oraz
(2)1 = (Sk(ep,n1,n9, ..., Nk, (2)2))2. Wowcezas Tj, jest prymitywnie rekurencyjna
relacja k + 1 argumentowa. Wowczas bierzemy U(z) = (2);. [ |

Whiosek 10.20. Do zdefiniowania dowolnej funkcji rekurencyjne) wystarczy uzyc
w-rekursji co najwyzej raz. |
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Definicja 11.1. Mowimy, ze funkcja jest efektyunie obliczalna, jesli jest obliczalna
na pewnej maszynie Turinga.

Teza Churcha 11.1.1 (Church 1936, Turing 1936, Kleene 1943). Funkcja jest
obliczalna wtedy @ tylko wtedy, gdy jest efektywnie obliczalna.

Definicja 11.2. System formalny S = (L, A, B,X) z rekurencyjnymi zbioramsi

63
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L, A, B. Mowimy, ze zbior zdan > jest rekurencyjnie aksjomatyzowalny, jesli ist-
nieje rekurencyjny zbior ¥, taki ze Col(¥) = Col(X').

Zauwazmy, ze rekurencyjna aksjomatyzowalnos¢ zbioru ¥ nie oznacza, ze jest
on rekurencyjny ani nawet przeliczalny, ale jest tak w przypadku zaréwno arytme-
tyki Peana jak i ZFC. Podobnie mozemy zdefiniowaé¢ skoniczong aksjomatyzowal-
nosc¢.

Definicja 11.3. System formalny S = (L, A, B,X) z rekurencyjnymi zbioramsi
L, A, B. Mowimy, ze zbior zdan ¥ jest skonczenie aksjomatyzowalny, jesli istnieje
rekurencyjny zbior X', taki ze Col(¥X) = Col(¥').

Innymi stowy: moglibysSmy zastapié¢ zbior aksjomatoéow > przez pewien skori-
czony zbior X*. Przypomnijmy, ze zbior aksjomatéw arytmetyki Peana nie jest
skoniczony, a tylko rekurencyjnie przeliczalny.

Ponizsze twierdzenie udowodnili niezaleznie od siebie Andrzej Mostowski i Cze-
staw Ryll-Nardzewski w 1952. Obie prace ukazaly sie w tym samym polskim cza-
sopismie Fundamenta Mathematicae w tym samym roku, a nawet wydaniu.

Twierdzenie 11.4 (Mostowski 1952 [31], Ryll-Nardzewski 1952 [35]). Dla kaz-
dego skoriczonego podzbioru Y zbioru aksjomatow Y arytmetyki Peana mamy X+
con(X).

Podobne twierdzenie udowodnili takze dla ZFC i ZF.

Twierdzenie 11.5 (Mostowski 1952 [31], Ryll-Nardzewski 1952 [35]). Dla kaz-
dego skoriczonego podzbioru X' zbioru aksjomatow X teorii mnogosci ZFC (lub ZF)
mamy ¥ F con(X).

Nie oznacza to, ze kazde rozszerzenie arytmetyki Peana czy ZFC nie jest skon-
czenie aksjomatyzowalne. Istotnie, teoria klas NBG (von Neumanna-Bernaysa-Godla)
jest rozszerzeniem ZFC i jest skoriczenie aksjomatyzowalna.

Definicja 11.6. Mowimy, ze zbior zdan X jest w-niesprzeczny, jesh dla kazdej
formuty A, dla ktorej z ¥ mozna dowies¢ A(0), A(1),..., z ¥ nie mozna dowiesé

dn: —=A(n).
Obserwacja 11.7. Jesli zbior zdan X jest w-niesprzeczny, to jest niesprzeczny.
Uwaga! Implikacja w druga strone nie zachodzi!

Twierdzenie 11.8 (Godel 1931 [18], pierwsze twierdzenie Godla, o niezupetnosei).
Niech S = (A, B, T, %) bedzie standardowym systemem formalnym z rekurencyjnie
aksjomatyzowalnym zbiorem aksjomatow . Jesli arytmetyka Peana zawiera sie w
zbiorze konsekwencji logicznych zbioru X3, to zbior X nie moze bycé jednoczesnie
w-niesprzeczny i zupetny.
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Rosser w 1936 roku [34]| uogoélnil powyzsze twierdzenie przez zastapienie w nim
w-niesprzecznosci przez niesprzecznosé. Istnieja zbiory aksjomatow, ktore by¢ moze
sa niesprzeczne, ale nie sa w-niesprzeczne. Dla przyktadu PAU{Con(PA)} nie jest
w-niesprzeczny, ale jest niesprzeczny, jesli Arytmetyka Peana jest niesprzeczna.
Zatem twierdzenia Godla w wersji Rossera sa istotnie silniejsze niz oryginalne,
o ile arytmetyka Peana faktycznie jest niesprzeczna (czego na mocy pierwszego
twierdzenia Godla nie mozna dowiesc).

Twierdzenie 11.9 (von Neumann 1930, Godel 1931 [18], drugie twierdzenie Godla,
o niedowodliwosci niesprzecznosci). Niech S = (A, B,T,Y) bedzie standardowym
systemem formalnym z rekurencyjnie aksjomatyzowalnym zbiorem aksjomatow X.
Jesli arytmetyka Peana zawiera sie w zbiorze konsekwencyi logicznych zbioru X @
w-niesprzeczna, to zbior X nie moze dowieS¢ swojej niesprzecznosci.

Von Neumann w 1930 roku po przeczytaniu manuskryptu Goédla z pierwszym
twierdzeniem zauwazyl, ze mozna je wzmocnié¢ do tego, co nazywamy dzisiaj dru-
gim twierdzeniem. Nie opublikowal on jednak tego wyniku, a Godel wlaczyt wynik
do swojej pracy bez wspotautorstwa von Neumanna [16]|. Zalozenie o standardo-
wym systemie formalnym jest konieczne. W szczegélnosci Gentzen w 1939 roku
pokazal, ze arytmetyka Peana jest niesprzeczna w silniejszym systemie formal-
nym, w ktorym poza sktadowymi standardowego systemu formalnego mozliwa jest
indukcja do liczby porzadkowej ¢o. Co wiecej, Gentzen w 1943 roku pokazal, ze
zalozenie o mozliwej indukcji jest konieczne i wystarczajace dla jego twierdzenia.
O tym, ze podany system formalny jest silniejszy, swiadczy np. to, ze prawdziwe
jest w nim twierdzenie Goodsteina, ktore jest niedowodliwe w arytmetyce Peana
(w standardowym systemie formalnym).

Dowiedziemy zaraz silniejszej wersji twierdzenia Gddla, ktéra pochodzi od Kle-
ene’go. Potrzebujemy jednak kilku definicji i jednego lematu.

Definicja 11.10. Mowimy, ze funkcja g jest uzupelnieniem czesciowe) funkcy
jednoargumentowej f o dziedzinie Dy C N, jesli ma dziedzing N i f(z) = g(z),

jesli f(x) jest zdefiniowane. Uzupetnienie funkcji f oznaczamy przez f.

Definicja 11.11. Mowimy, Ze czesciowa funkcja f jest potencjalnie rekurencyjna,
jesli istnieje jej uzupetnienie, ktore jest rekurencyjne.

Lemat 11.12. Istnieje czesciowa funkcja rekurencyjna, ktora nie jest potencjalnie
rekurencyjna.

Dowdd. Niech f(n) = U(u,: C(n,n,z)) + 1, jesli wartos¢é po prawej stronie jest
zdefiniowana. Funkcja f(n) przyjmuje wartos¢ f,(n)+1, gdy ta jest zdefiniowana, i
f(n) jest niezdefiniowana w przeciwnym przypadku. Z konstrukeji f(n) wynika, ze
jest ona rekurencyjna. Pokazemy, ze nie jest ona uzupetnialna do totalnej funkcji
rekurencyjne;j.
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Przypusémy nie wprost, ze istnieje funkcja g, ktora jest rekurencyjnym uzupet-
nieniem funkcji f. Skoro g jest totalna, to g(e) = f.(e) jest zdefiniowana, a wiec
f(e) = fele) + 1 jest zdefiniowana, ale f(e) = g(e), wiec fe(e) = gle) = f(e) =
fe(e) + 1, co daje sprzecznosé i koriczy dowod twierdzenia. [ |

Definicja 11.13. Mdwimy, zZe system formalny S = (A, B, T, ¥) pozwala na repre-
zentowanie k-arqgumentowej funkcyi f, jesli istnieje k+1 argumentowa formuta lo-
giczna p(T,y), taka Ze dla kazdej k-krotki m oraz kazdej liczby naturalnej n mamy:
1) Jesli f(m) =0, to ¥ F p(m,n).,
2) Jesli f(m) #0, to ¥ F —p(m,n).

Twierdzenie 11.14 (Kleene, uogolnione pierwsze twierdzenie Goédla). Niech S =
(A, B, T,Y) bedzie standardowym systemem formalnym. Jesli system formalny S =
(L, A, B, X)) pozwala na reprezentowanie kazdej funkcji prymitywnie rekurencyjney,
zbior ¥ jest rekurencyjny i w-niesprzeczny, to zbior X nie jest zupetny.

Dowéd. Zatézmy, ze ¥ jest jednoczesnie w-niesprzeczny i zupelny. Skoro S po-
zwala na reprezentowanie kazdej funkcji rekurencyjnej jednej zmiennej, to z twier-
dzenia Kleene’go o postaci normalnej istnieje formuta C, ktéra pozwala na repre-
zentowanie kazdej funkeji prymitywnie rekurencyjnej. Niech C' = 77 bedzie funkcja
z twierdzenia Kleene’'go o postaci normalnej. Wezmy dowolne e € w. Wowcezas
istnieje funkcja f, taka ze e = ef. Zdefiniujmy f. w nastepujacy sposob:

(1) f.(n) =U(p.: Cle,n, 2)), jesli (1) JzC(e,n,z) =0,

(2) f. =0, jesli (2) ¥ FVz—C(e,n,2,0).

Dalsza czes¢ dowodu bedzie polegaé na pokazaniu, ze f. jest rekurencyjnym uzupet-
nieniem funkeji f.. Pokazemy, ze przy zalozeniach twierdzenia f. jest rekurencyjna
totalng funkcja dla kazdego e.

Najpierw pokazemy, ze jest to istotnie czeSciowa funkcja. Aby to pokazac,
musimy uzasadni¢, ze warunki (1) i (2) sa rozltaczne. Zalézmy, ze oba warunki
zachodza rownoczesnie. Wowcezas istnieje zg, takie ze C(e,n, z9) = 0 oraz ¥ F
Vz=C(e,n, z,0), czyli w szczegolnosei dla z = zp otrzymujemy X F Vz—C(e, n, 2o, 0).
Skoro C reprezentuje C, to C'(e,n, zg) = 0 implikuje, ze (2) X F C(e,n, 20,0). To
prowadzi do sprzecznosci z tym, ze T jest niesprzeczne.

Pokazemy teraz, ze czesciowa funkcja f. jest funkcjg totalna. Zalézmy, ze wa-
runek (1) nie zachodzi. Wowczas dla kazdego k nie jest prawda, ze C(e,n, k) =0
Skoro S reprezentuje C, to dla kazdego z mamy X t/ C(e,n, z,0). Skoro ¥ jest
zupelne, to oznacza to, ze VzX = —C(e, n, z,0). Biorac z = k otrzymujemy sprzecz-
nosc.

Pokazemy teraz, ze f. jest (efektywnie) obliczalne. Zgodnie z wersja tezy Chur-
cha, o rownowaznos$ci modelu Turinga z modelem funkcji rekurencyjnych, jest to
réwnowazne temu, ze f, jest rekurencyjne. Doktadniej: funkcja jest rekurencyjna
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wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja obliczy¢ (przedstawi¢) na pewnej maszynie
Turinga.

Dla wejscia n przeprowadzamy dwa przeszukiwania rownolegle (tj. naprzemien-
nie krokami z pierwszego i drugiego przeszukiwania). Jedno przeszukiwanie prze-
chodzi przez liczby k = 0,1,2,... i sprawdza, czy C(e,n, k) = 0. Jesli tak, to dla
pierwszego znalezionego takiego k przyjmujemy f.(n) = U(u.: C(e,n,2)) = k.
Moze to zrobi¢ ponieweaz relacja C(e,n, k) jest rekurencyjna. Drugie przeszuki-
wanie przebiega przez dowody w w S i sprawdza czy w dowodzi zdania ¢ =
(Vz # C(e,n, 2,0)). Jedno z przeszukiwan musi sie zakonczy¢, poniewaz T jest
rekurencyjnie aksjomatyzowalne. Wynika z tego, ze f. jest obliczalna.

Wobec dowolnosci wyboru parametru e, wynika stad, ze kazda rekurencyjna
funkcja f. jest potencjalnie rekurencyjna, co prowadzi do sprzecznosci i konczy
dowdd twierdzenia. [ |

Pytanie: co by byto, gdybysmy sprobowali dowiesé niesprzecznosci aksjomatyki
Peana lub ZFC w odpowiednio ,,mocnym” systemie formalnym. Jaka stoi na drodze
przeszkoda, aby w ten sposob dowies¢, ze systemy PA i ZFC sg niesprzeczne?
Poréwnaj lemat Lindenbauma z twierdzeniem Gdodla.

Twierdzenie 11.15. Niech ¥ zbiorem aksjomatow pewnego systemu formalnego
spetniajgcego zatozenia twierdzenia Godla. Wowcezas, jesli zbior 3% C 3 jest skon-
czony, to X+ Con(X*). O

Obserwacja 11.16. Standardowa aksjomatyka teorii mnogosci ZFC (a takze ZF)
spetniajq zatozenia twierdzenia Godla. [ |

Definicja 11.17. Niech #0 bedzie numerem Gédla zdania o. Formute T nazy-
wamy definicjq prawdy, jesli dla kazdego x mamy T(x) = x € w oraz T(#0) < 0.

Twierdzenie 11.18 (Tarski). Definicja prawdy nie istnieje.

Dowo6d. Niech (p;: 7 € w) bedzie enumeracja wszystkich formul z jedna wolna
zmienna. Niech 1 (z) bedzie formula:

P(2) & x € wA T (#ea()).

Istnieje liczba naturalna k, taka ze ¥ = . Wowczas mamy

o & (k) & T (#ea(x) & T (F#(k),

co prowadzi do sprzecznosci. [ |
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A-rachunek jest alternatywnym (w stosunku do klasycznego, teoriomnogoscio-
wego) spojrzeniem na definicje funkcji. Funkcje w A-rachunku rozumiane sa jako
przepisy, pewne procedury, co podkresla ich obliczalno$¢. Rachunek A dzieli sie na
nietypowany oraz typowany. My jednak zajmiemy si¢ tylko pierwszym z nich.

Napisy (poprawnie zbudowane wyrazenia) w A-rachunku nazywane sa termami.
Zdefiniujemy je formalnie:

Definicja 12.1. Niech Var bedzie nieskoriczonym zbiorem przeliczalnym nazywa-
nym zbiorem zmiennych i niech symbole kropki i nawiasow otwartych oraz symbol
A nie nalezg do zbioru Var. Zbiorem termow A-rachunku nazywamy najmniejszy
zbior A skonstruowany w nastepujgcy sposob:

1. Kazda zmienna ze zbioru Var jest termem A-rachunku,

2. Dla kazdego termu M ze zbioru A oraz dowolnej zmiennej x ze zbioru Var
term postaci (Ax.M) jest termem rachunku lambda. Opisany sposdb tworzenia
termow nazywamy abstrakcyq.

3. Jezeli M i N sq termami rachunku A, to (MN) rowniez jest termem. Ten
sposob tworzenia termow nazywamy aplikacjq.

Reguly opuszczania nawiasow:
Nawiasy sa czesto pomijane wedlug tacznosci lewostronnej, dla przyktadu term
M N PQ jest tym samym, co term (((MN)P)Q). Wieloargumentowe funkcje sg re-
prezentowane przez funkcje jednoargumentowe, ktérych argumentami tez sa funk-
cje. To, co standardowo zapisalibysmy jako F'(N, M) zapisujemy jako ((F'N)M)
lub FNM. Dodatkowo powtorzenia symbolu A sa pomijane wedtug zasady tacz-
nosci prawostronnej, na przyktad (Az.(Ay.(Az.M))) jest tym samym co Azyz.M.

Heurystycznie: Méwimy, ze zmienna x w termie M jest zwiazana, jesli znajduje
sie w zasiegu operatora Az. W przeciwnym wypadku moéwimy, ze zmienna jest
wolna. Bardziej formalnie:

68
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Definicja 12.2. Niech M bedzie dowolnym termem. Zbiorem zmiennych wolnych

termu M (oznaczenie FV (M)) nazywamy minimalny zbior skonstruowany w na-

stepujgcy sposob:

1. Jesli M jest pojedynczqg zmienng, to M jest wolna,

2. Jesli M jest postaci Ax.N dla pewnego termu N, to operator A\x wigze wszystkie
zmienne w termie N. Zatem FV (M) = FV(N)\ {z}.

3. Jezeli M jest postaci PQ), to zmiennymi wolnymi termu M sq wszystkie zmienne
wolne wystepujgce w termie P lub Q. Tj. FV (M) = FV(P)U FV(Q).

Zmienng wystepujgeg w termie M, ktora nie jest wolna, nazywamy zwigzang.

Definicja 12.3. Term M nazywamy domknietym, jesl nie ma zmiennych wolnych.

Przyktady:

e W termie M = y(Ax.z) zmienna y jest zmienng wolna, a x zmienna zwigzana.

e W termie M = z(\x.z) pierwsze wystapienie zmiennej x jest wolne, a wiec
FV(M) = {x}.

Na termy w A-rachunku patrzymy jako na przepisy, jak z zadanej wartosci ar-
gumentu otrzymaé wartos¢ funkcji. Termy interpretujemy jako procedury, ktérych
parametry specyfikowane sa poprzez abstrakcje.

Przedstawimy teraz dwie operacje, za pomoca ktorych dokonywane sg oblicze-
nia w w A-rachunku: a-konwersje i S-redukcje.

a-konwersja polega na zamianie nazw zmiennych zwigzanych. W przypadku,
gdy poprzez stosowanie ,podprocedur” lub parametréw pochodzacych z wykonania
innych procedur dochodzi do konfliktu nazw zmiennych. Aby zapewnié¢ poprawne
wykonanie, stosujemy a-konwersje, ktora pozwala zapewnié¢ unikalno$¢ nazw.

.M —, Ay.Mlz/y],

gdziey ¢ FV (M), a M[x/y] oznacza term powstaly przez podstawienie y za kazde
zwiazane wystapienie zmiennej x w termie M.

Bedziemy uzywaé oznaczenia T} =, T, jesli termy T} i T, sa sobie réwne
modulo a-konwersja. Przyktady:
o \r.x =, \y.y,
o \v.rz =, \y.yz,
o \1.1Y #4 AT.XZ.

p-redukcja polega na wykonaniu obliczenia przez procedure. Aplikacja proce-
dury Az.M do argumentu /NV:

(Ax.M)N —3 M[z/N].
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dziata w taki sposob, ze kazda zmienna wolna termu N pozostaje wolna po pod-
stawieniu. Jest to mozliwe do osiagniecia po ewentualnym wczeéniejszym zastoso-
waniu a-konwersji. Na przyktad

(Azy.zy)y A5 A\y.yy

jest nieprawidlowym uzyciem [-konwersji, gdyz dochodzi do konfliktu oznaczen i
do utraty pierwotnego znaczenia termu (procedury). Mozemy temu zaradzi¢ przez
wczedniejsze zastosowanie a-konwersji:

Azy.zy)y =4 (A\zz.22)y —p A2.yz.

Podobnie bedziemy uzywaé oznaczenia 17 =g T, jesli termy T i T3 sg sobie
rowne modulo S-konwersja.

Twierdzenie 12.4 (Churcha-Rossera 1936, wlasnosc karo). Jezeli term M poprzez
pewne ciqgi [S-redukcji redukuje sie do terméw Ny oraz Na, to istnieje term M,
taki ze zaréwno Ny jak i Ny mozna zredukowac do termu M. [ |

M
N1 N2
Ml

12.1. Numerale Churcha

Popatrzmy teraz na liczbe naturalna n jako na procedure, ktoéra n-krotnie sto-
suje operacje nastepnika do zera. Taka procedura w jednoznaczny sposob okresla
liczbe n i na odwrot. Ta idea prowadzi do pojecia numerali Churcha.

Zdefiniujmy 0 = Asz.x, 1 = Asz.sx, 2 = Asx.s(sx), 3 = Asx.s(s(sz)) 1 ogolnie
n = Asx.s(s(...(z)...)). Gdzie s wystepuje n razy. Numerale Churcha sa zdefi-
niowane z doktadnoscia do a-konwersji.

Operacje na liczbach:

Term Add = Amnsx.(ms)(nsz) reprezentuje dodawanie.
Przyktad: Add12=....

Term Mult = Amns.m(ns) reprezentuje mnozenie.
Przyktad: Mult 22 =....
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Twierdzenie 12.5 (Kleene 1936). Kazda funkcja rekurencyjna jest reprezento-
walna w A-rachunku. [ |

Twierdzenie 12.6 (Church 1936). Kazda funkcja reprezentowalna w A-rachunku
jest rekurencyjna. [ |



13. Obliczalnosé

Wrécimy teraz do wezesniej omawianych poje¢ maszyn Turinga oraz jezykoéw
rekurencyjnych i rekurencyjnie przeliczalnych. Przedstawimy teraz kilka prostych
faktow na temat klas tych klas jezykow. Dla jezyka L oznaczmy przez L jego
dopekienie.

Twierdzenie 13.1. Klasy jezykow rekurencyjnych jest zamknieta na sume.

Dowéd. Niech M; bedzie maszyna Turinga ze stopem rozpoznajaca jezyk L,
i niech M, bedzie maszyng Turinga ze stopem rozpoznajaca jezyk Ls. Skonstru-
ujemy maszyne Turinga M3 ze stopem, ktoéra rozpoznaje jezyk LiULs. Maszyna M;
najpierw symuluje dzialanie maszyny na wejsciowym stowie. Jesli M; da odpowied?
Sbak” to Ms daje odpowiedz ,tak”. Jesli M; da odpowiedz ,nie”, to symulujemy
dzialanie maszyny M, na wejsciowym stowie. Jesli My da odpowiedz ,tak” to Mj
daje odpowiedz ,tak”. Jesli M, daje odpowiedz ,nie”, to M3 daje odpowiedz ,nie”.

M3
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Twierdzenie 13.2. Klasy jezykow rekurencyjnie przeliczalnych jest zamknieta na
sume.

Dowéd. Niech M; bedzie maszynag Turinga rozpoznajaca jezyk L; i niech M,
bedzie maszyna Turinga rozpoznajaca jezyk L. Skonstruujemy dwutasmows ma-
szyne Turinga Ms, ktora rozpoznaje jezyk L; U L,. Maszyna Mj; jednoczednie
symuluje dzialanie maszyn M; oraz Ms na wejéciowym slowie na oddzielnych ta-
smach. Jesli ktoras z maszyn M; i My da odpowiedz ,tak”, to maszyna Mj daje
odpowiedz ,tak”.

Mz

Twierdzenie 13.3. Jezeli jezyki L i L sq rekurencyjnie przeliczalne, to sq tez
rekurencyjne.

Dowoéd. Niech M; bedzie maszyna Turinga rozpoznajaca jezyk L i niech M, bedzie
maszyng Turinga rozpoznajaca jezyk L. Skonstruujemy dwutasmowa maszyne Tu-
ringa Mj ze stopem, ktora rozpoznaje jezyk L. Maszyna Turinga M3 réwnoczesnie
na oddzielnych tasmach symuluje dziatania maszyn M; oraz M, na wejSciowym
stowie. Jesli maszyna M; da odpowiedZ ,tak”, to maszyna M3 daje odpowiedz
ybak”. Jesli maszyna My da odpowiedz ,tak”, to maszyna M3 daje odpowiedz ,nie”.
Teze dla jezyka L otrzymujemy przez zastapienie L przez L.

M3
>
T T
w
—
T N
—
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Twierdzenie 13.4. Jesli jezyk L jest rekurencyjiny, to L tez jest rekurencyjny.

Dowod. Cwiczenia. [ |



14. Arytmetyzacja maszyn Turinga

Arytmetyzacja Maszyn Turinga polega na nastepujacych kodowaniach:
Kodowanie instrukeji 6(g;, X;) = (qx, Xy, D), gdzie D1 = L, Dy = R wyglada
nastepujaco: o

code; = 0'10710¥10'10™.
Nastepnie kodowanie maszyny Turinga:
111codei11lcodes11 ... 111.

Jako ze nie mamy zadanej kolejnosci instrukcji, to maszyna Turinga ma wiele
kodow. Oznaczmy przez < M > najmniejszy w porzadku leksykograficznym kod
maszyny M.

Twierdzenie 14.1. Istnieje maszyna Turinga ze stopem, ktora rozpoznaje, czy
dane stowo w € {0,1}* jest kodem pewnej maszyny Turinga. [ ]

Twierdzenie 14.2. Istniejg maszyny P, QQ, R ze stopem takie, zZe: maszyna P
odpowiada na pytanie, czy wejscie w jest kodem pewnej maszyny Turinga; dwuta-
smowa maszyna ) majgc na wejsciu liczbe i generuje maszyne Turinga o kodzie
t na drugiej tasmaue, jesli © jest kodem pewnej maszyny Turinga; dwutasmowa ma-
szyna R odpowiada na pytanie, czy wejscie w jest rowne pewnemu < M; > 1 jesli
tak, to generuje liczbe © na drugiej tasmie. [ ]

Niech obl(M,w,i) = webw:$ ... w;, gdzie w = wy oraz wy dla k > 1 oznacza
stany maszyny M w momencie k, ktéra wykonuje obliczenia na stowie w.

Definicja 14.3. Jezykiem obliczen wszystkich maszyn Turinga nazywamy jezyk

OBL = {< M > obl(M,w,i): M - maszyna Turinga,w € {0,1}*,7 € N}.

)
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Twierdzenie 14.4. Jezyk OBL jest jezykiem rekurencyjnym.

Dowoéd. Maszyna rozpoznajaca OBL czyta kod <M> i zaczyna symulowaé¢ M
do i-tego kroku na stowie w i poréwnuje wynik z wejsciem. Maszyna OB L musi
tez sprawdzié, czy podany kod maszyny M jest najmniejszym w porzadku leksy-
kograficznym z tych kodéw, co moze zrobi¢ za pomoca symulacji maszyny R. W

Definicja 14.5. Jezykiem Ly nazywamy jezyk
Ly = {w; € X*: w; nie jest akceptowane przez M,}.
Twierdzenie 14.6. Jezyk Ly nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd. Zalézmy nie wprost, ze Ly jest rekurencyjnie przeliczalny. Niech 7y bedzie

kodem maszyny Turinga rozpoznajacej jezyk Lg, czyli Ly = L(M;,). Rozwazmy

stowo w,:

o Jesli wy, € L(M,,) = Lg, to w;, nie jest akceptowane przez maszyne M;,, czyli
Wiy ¢ L (Mio)'

o Jesli wy, ¢ L(M,,) = Lg, to w;, jest akceptowane przez maszyne¢ M;,, czyli
w;, € L(M;,). [

Whiosek 14.7. Ponizszy problem decyzyjny jest nierozstrzygalny.
Instancja: stowo w; € X*.
Pytanie: czy w; nie jest akceptowane przez maszyne Turinga o numerze 17 |

Definicja 14.8. Jezykiem uniwersalnym nazywamy jezyk
L,={< M > w: M akceptuje w}.
Twierdzenie 14.9. Jezyk L, jest jezykiem rekurencyjnie przeliczalnym.

Dowo6d. Maszyna Turinga rozpoznajaca L, czyta kod maszyny M, a nastepnie
symuluje jej dziatanie na stowie w. [

Definicja 14.10. Maszyne Turinga rozpoznajgcq jezyk L, (dziatajecq jak w po-
wyzszym dowodzie) nazywamy maszyng uniwersalng i oznaczamy jg przez M,.

Twierdzenie 14.11. Jezyk L, nie jest rekurencyjny.

Dowo6d. Zatézmy nie wprost, ze istnieje maszyna Turinga ze stopem M, ktora
rozpoznaje jezyk L,. Dojdziemy do sprzeczno$ci przez skonstruowanie maszyny
Turinga rozpoznajacej jezyk Lyg. |
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Whiosek 14.12. Jezyk L, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd. Jesli L, i L, bylyby rekurencyjnie przeliczalne, to L bylby tez rekuren-
cyjny. |

Definicja 14.13. Jezykiem Lyp (od halting problem, problem stopu) nazywamy

Jjezyk
Lyp ={<m > w: maszyna M zatrzymuje si¢ na stowie w}.

Twierdzenie 14.14. Jezyk Lyp nie jest rekurencyjny.

Dowé6d. Zalozmy, ze istnieje maszyna ze stopem Mpyp, ktora rozpoznaje jezyk
HP. Kodujemy maszyne N w sposob nastepujacy. Wejsciem maszyny N jest kod
maszyny Turinga < M >. Najpierw N podwaja kod, to znaczy tworzy nowe stowo
< M >< M >, a nastepnie przekazuje podwojony kod do maszyny Mpyp. Te-
raz, jesli Myp da odpowiedz ,tak”, to zapetlamy maszyne Mpyp, jesli Myp da
odpowiedz ,nie”, to maszyna N daje odpowiedz ,tak”.

Zauwazmy, ze N da odpowiedz ,tak” wtedy i tylko wtedy, gdy M zapetla sie
na swoim kodzie. Natomiast N zapetla sie wtedy i tylko wtedy, gdy M zatrzymuje
sie na stowie < M >.

Rozwazmy teraz maszyne N, ktore na wejsciu dostaje swoj kod < N >. Wow-
czas jesli maszyna N odpowiedziataby ,tak”, to oznaczaloby, ze N zapetla sie.
Natomiast jesli maszyna N zapetlitaby sie, to oznaczaloby to, ze N zatrzymuje

sie.

<M> <M><M>

Tak

\ 4

Twierdzenie 14.15. Jezyk Lyp jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdéd. Skonstruujemy maszyne Turinga My p, ktora rozpoznaje jezyk Lyp. Ma-
szyna Mpyp dostaje na wejsciu stowo < M > w. Nastepnie symuluje na uniwersal-
nej maszynie Turinga dzialanie maszyny < M > na stowie w. Niezaleznie od tego,
czy dostanie odpowiedz ,tak” czy ,nie” daje odpowiedz ,tak”.
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Mup

Tak

<M>w Tak
[ — H

Nie

Whiosek 14.16. Jezyk Lyp, mowigcy o tym, czy maszyna sie zapetli, nie jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Dowéd. Zalozmy, ze Lyp jest rekurencyjnie przeliczalny. Wowczas zaréwno Ly p
jak i Lyp sa rekurencyjnie przeliczalne. Wynika z tego, ze Lyp jest rekurencyjnie
przeliczalny, co daje sprzecznosé. [ |



15. WlasnoSci klas jezykow

Niech § bedzie klasa pewnych jezykow rekurencyjnie przeliczalnych (nad zada-
nym alfabetem). Klase S nazywamy tez wlasnoscia jezykow. Przez Ls bedziemy
oznaczaé zbior Ls = {< M >: L < M >€& S}. Bedziemy mowi¢, ze klasa S
jest rozstrzygalna, rekurencyjnie przeliczalna, etc., jesli L(S) jest rozstrzygalna,
rekurencyjnie przeliczalna, etc..

Definicja 15.1. Mowimy, ze klasa S jest trywialna, jesli S jest pusta lub S jest
klasq wszystkich jezykow rekurencyjnie przeliczalnych.

Twierdzenie 15.2 (Rice 1953). Klasa S jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest trywialna. [ |

Definicja 15.3. Mowimy, ze klasa jezykow rekurencyjnie przeliczalnych S jest
monotoniczna, jesh dla kazdych dwoch jezykow rekurencyjnie przeliczalnych L,
1 Lo, jesli Ly € S oraz Ly C Ly, to Ly € S.

Definicja 15.4. Mowimy, ze jezyk L € S ma podjezyk skonczony w S, jesl istnieje
skoriczony jezyk L' C L, taki ze L' € S.

Nieformalnie:

Definicja 15.5. Numeratorem jezyka L nazywamy maszyne Turinga z ,drukarkq”,
ktora drukuje liste (byé moze z powtdrzeniami) wszystkich stow nalezgcych do L.

Definicja 15.6. Mowimy, ze jezyk L jest numerowalny, jesl istnieje numerator
dla jezyka L.

Twierdzenie 15.7. Jezyk L jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy 1 tylko wtedy,
gdy jest numerowalny.
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Dowéd. Zalozmy, ze istnieje numerator E, ktory rozpoznaje jezyk A. Pokazemy,
ze istnieje maszyna Turinga M, ktora rozpoznaje jezyk A. Maszyna Turinga M
dziala w nastepujacy sposob:

1. wejscie: stowo w,

2. uruchamiamy numerator F,

3. za kazdym razem, gdy numerator drukuje stowo w’ poréwnujemy je ze stowem

w 1 akceptujemy, jesli w = w'.

Skoro numerator F numeruje wszystkie elementy A (i tylko elementy A), to stowo
w w koricu zostanie wydrukowane przez numerator F i w konsekwencji zaakcep-
towane przez maszyne M.

Zalozmy teraz, ze istnieje maszyna Turinga M rozpoznajaca jezyk A. Skonstru-
ujemy numerator E, ktory rozpoznaje jezyk A. Niech sq, ... bedzie lista wszystkich
mozliwych stow w 3*. Numerator E dziala w nastepujacy sposob:

1. ignorujemy stowo wejsciowe, czyli numerator E dziata tak samo niezaleznie od
wejscia,
2. uruchamiamy maszyne Turinga M przez ¢ krokéw kolejno dla kazdego z wejsé

S1y, «+.y Siy
3. jesli jakas z konfiguracji zostanie zaakceptowana, to drukujemy odpowiadajace

wejscie s;.

Zauwazmy, ze jeSli maszyna Turinga M akceptuje pewne stowo w, to pojawi si¢
ono na liscie generowanej przez E. Co wiecej, pojawi sie na nim nieskoriczenie wiele
razy. |

Uwaga: stad angielska nazwa jezyka rekurencyjnie przeliczalnego: recursively
enumerable.

Twierdzenie 15.8 (Rice-Shapiro). K jesli klasa S jest rekurencyjnie przeliczalna,
to spetnione sq wszystkie z nastepujgcych warunkow:

1. klasa S jest monotoniczna,

2. kazdy jezyk z S ma podjezyk skonczony w S.
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16. ZlozonoS¢ czasowa 1 pamieciowa
maszyny Turinga

Klasyfikacja wedlug ztozonosci obliczeniowej oparta jest na ilosci czasu, miej-
sca czy innych zasobow (np. wyréznionych operacji w obliczeniach kwantowych)
potrzebnych do rozpoznania danego jezyka za pomoca urzadzenia obliczeniowego,
takiego jak maszyna Turinga.

Definicja 16.1. Jezeli dla dowolnego stowa w € ¥* dtugosci n maszyna Turinga
M przeglagda co najwyzej S(n) klatek na tasmach roboczych przed przejsciem do
stanu akceptujgcego lub zatrzymania, to mowimy, ze maszyna M ma ztozonosé
pamieciowg S(n).

Definicja 16.2. Jezeli dla dowolnego stowa w € ¥* dtugoSci n maszyna Turinga
M wykonuje co najwyzej T'(n) krokéw przed przejsciem do stanu akceptujgcego lub
zatrzymania, to mowimy, ze M ma ztozonosc czasowq T'(n).

Analogicznie mozemy zdefiniowaé¢ ztozonos¢ pamieciows i czasowa dla niede-
terministycznej maszyny Turinga, przy czym interesuje nas ztozonos¢ najdtuzszej
drogi prowadzacej do stanu akceptujacego.

Definicja 16.3. Niech S(n) bedzie pewng funkcjg S : N — N. Oznaczmy przez
DSPACE(S(n)) rodzine jezykow o ztozonosci pamieciowej S(n).

Definicja 16.4. Niech S(n) bedzie pewng funkcjg S : N — N. Oznaczmy przez
DTIME(S(n)) rodzine jezykow o ztozonosci czasowej S(n).

Analogicznie definiujemy klasy NSPACE(S(n)) oraz NTIME(S(n)). Zwykle
w przypadku ztozonosci wazne jest funkcyjne tempo wzrostu (liniowe, kwadratowe,
wyktadnicze, ...), a czynniki stale pomijamy. Ponizsze twierdzenia méwia o tym,
ze w wickszodci przypadkow te czynniki sg istotnie pomijalne i nie mozemy wybraé
optymalnego.
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Twierdzenie 16.5 (O przyspieszeniu liniowym). Jesli jezyk L jest rozpoznawalny

przez maszyne Turinga o ztozonosci czasowej T(n) oraz lim @ = 0, to jest
n—oo

rozpoznawalny przez maszyne Turinga o ztozonosci czasowej ¢(T'(n)) dla dowolnego

c>0. |

Twierdzenie 16.6 (Blum 1967, o liniowej kompresji pamieci). Jesli jezyk L jest
rozpoznawalny przez maszyne Turinga o ztozonosci pamieciowej S(n) oraz lim @ =
n—oo

0, to jezyk L jest rozpoznawalny przez maszyne Turinga o ztoZonosci pamieciowej
c(S(n)) dla dowolnego ¢ > 0. |

Pytanie: Czy istnieje ograniczenie czasowe lub pamieciowe f(n), takie ze kazdy
jezyk rekurencyjny nalezy do DSPACE(f(n)) lub DTIME(f(n))?

Pytanie: Czy bedziemy mogli rozpoznawac nowe jezyki, jesli pomnozymy funk-
cje f(n) przez jakas funkcje wolno rosnaca?

Definicja 16.7. Mowimy, ze funkcja S(n) jest konstruowalna pamieciowo, jesli
istnieje maszyna Turinga z ograniczeniem pamieci S(n), ktora dla dowolnego n
zuzywa doktadnie S(n) komorek przy pewnym wejsciu dtugosci n.

Definicja 16.8. Mowimy, ze funkcja S(n) jest w petni konstruowalna pamieciowo,
jesli istnieje maszyna Turinga z ograniczeniem pamieci S(n), ktora dla dowolnego
n zuzywa doktadnie S(n) komdrek przy kazdym wejsciu ditugosci n.

Przyktady funkcji w petni konstruowalnych pamieciowo: logn, n*, 27, nl.
Twierdzenie 16.9 (O hierarchii pamieciowej). Niech Si(n) bedzie dowolng funkcjq

i niech Sa(n) bedzie w petni konstruowalna pamieciowo. Niech Si(n) = logn oraz

niech Sa(n) > logn. Jesli lim S — 0, to
n-soo 92(n)

DSPACE(Sy(n)) \ DSPACE(S;(n)) # 0.

Definicja 16.10. Klasq jezykow P (polynomial time) nazywamy klase

P =|JDTIME(@n").

k=1

Sa to wszystkie jezyki rozpoznawalne w czasie wielomianowym przez maszyne
Turinga, czyli problemy ,tatwe”.

Definicja 16.11. Klasq jezykow NP (non-deterministic polynomial time) nazy-
wamy klase

NP = | JNTIME(n").
k=1
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Sa to wszystkie problemy rozpoznawalne w czasie wielomianowym przez nie-
deterministyczna maszyne Turinga. R6znica pomiedzy klasa NP a P jest taka, jak
pomiedzy znalezieniem dowodu twierdzenia a sprawdzeniem, czy dany dowod jest
poprawny. Sprostujmy jeszcze, ze klasa NP nie oznacza klasy ,non-polynomial”.
Nie oznacza tez klasy wyktadniczej EX P. Zdefiniujmy jeszcze.

Definicja 16.12. Klasq jezykow PSPACE nazywamy klase

PSPACE = | | DSPACE(n").

k=1

Definicja 16.13. Klasq jezykow NPSPACE nazywamy klase

NPSPACE = | | NSPACE(n").
k=1

Hipoteza 16.14. P # NP.

Powyzsza hipoteza jest jednym z najwazniejszych nierozstrzygnietych proble-
moéw nie tylko w informatyce, ale tez w calej matematyce. W szcezegolnosci znajduje
sie ona na liscie siedmiu probleméw milenijnych obok hipotezy Riemanna. Jest to
bardzo istotne, poniewaz jesli P = N P, to wiele z wynikéw w teorii zlozonosci ob-
liczeniowej trywializuje sie. Wiekszo$¢ matematykow (chociaz nie wszyscy) uwaza
jednak, ze prawdopodobnie P # NP.

Twierdzenie 16.15. Niech f: N — N. Wowczas:

DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)).
Dowdd. Jezeli Maszyna Turinga wykonuje nie wiecej niz f(n) ruchéw, to nie moze
przejrzeé wiecej niz f(n) + 1 komoérek pamieci. [ |
Twierdzenie 16.16. Niech f : N — N. Jezeli f(n) > logyn, to
L € DSPACE(f(n)) = 3¢(L) > 0: L € DTIME(c!™).

Dowdéd. Liczba réznych konfiguracji maszyny Turinga o ograniczeniu pamieci
f(n), s stanach i t symbolach wejsciowych przy wejsciu dtugosci n jest ograniczona.
Po liczbie ruchow ¢/ dla pewnej stalej ¢ maszyna Turinga musi powtorzy¢ jakas
konfiguracje, a wiec sie zapetli. [ |

Twierdzenie 16.17. Niech f : N — N.
L e NTIME(f(n)) = 3¢(L) > 0: L € DTIME(/™).
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Dowédd. Przejscie z modelu niedeterministycznego do deterministycznego wymaga
wyktadniczego nakladu czasu. Konstruujemy liste wszystkich konfiguracji mozli-
wych dla niedeterministycznej maszyny Turinga przy danym wejsciu. Jest ich wy-
ktadnicza liczba. Nastepnie dla kazdej konfiguracji wykonujemy deterministyczny
algorytm, ktory ma ztozonosé czasowa f(n). [

Twierdzenie 16.18 (Savitch 1970). Niech S(n) bedzie funkcjg w petni konstru-
owalng pamieciowo i niech S(n) = logn. Zachodzi wowczas:
NSPACE(S(n)) € DSPACE(S*(n)). |



17. Transformacja wielomianowa

Definicja 17.1. Niech jezyki L i L' nalezg do ¥*. Mowimy, zZe L transformuje sie
wielomianowo do L' (ozn. L <p L'), jesli istnieje funkcja f: 3* — ¥* realizowana
w czasie wielomianowym na maszynie Turinga taka, ze dla dowolnego x € ¥*
zachodzi x € L wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) € L.

Definicja 17.2. Problemem decyzynym @ nazywamy funkcje, ktora przyporzqd-
kowuje danym wejsciowym (instancjom) liczbe 0 lub 1, gdzie 0 odpowiada stowu

snie”, a1 odpowiada stowu tak” Dziedzine problemu ) bedziemy oznaczaé przez
Dq, a zbior tych instancyi, ktore dajg odpowied? ,tak”, bedziemy oznaczac przez Yy.

Podanie problemu decyzyjnego @ (dla ustalonej dziedziny) jest réwnowazne
podaniu zbioru Y. Dlatego czesto utozsamiamy problem @) ze zbiorem Yg. Row-
niez dowolny zbior ¥ € ¥* mozemy utozsamic¢ ze zbiorem Yy pewnego problemu
decyzyjnego ). Dlatego tez wszystko, co mowiliSmy o jezykach mozemy przeniesé
na problemy decyzyjne. Bedziemy milczaco zaktadaé, ze instancje sa skonczone.

Definicja 17.3. Podproblemem problemu decyzyjnego QQ nazywamy problem (),
taki ze Do C Dg oraz Yor = Yo N Dg. Mowimy wtedy, Ze problem Q)" powstaje
przez zaciesnienie problemu @) do zbioru instancji Dy .

Definicja 17.4. Niech Q i Q' bedg problemami decyzyjnymi. Mowimy, ze Q trans-
formuge sie wielomianowo do Q', jesli istnieje funkcja f: Do — D¢ realizowana
w czasie wielomianowym na maszynie Turinga taka, ze dla dowolnego x € Dg
zachodzi © € Y wtedy i tylko wtedy, gdy f(z) € Yo.. Piszemy wtedy, ze Q <p Q'.

Obserwacja 17.5. Jesli Q <p Q' oraz Q' € P, to Q € P. [ |

Obserwacja 17.6. Relacja <p jest relacjq przechodnig. [ |
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Definicja 17.7. Jezeli Q <p Q' oraz Q' <p Q, to mowimy, ze problemy Q i Q'
5q rownowazne.

Definicja 17.8. Niech C' bedzie klasq problemow. Mowimy, ze problem L jest
jgest trudny w klasie C (lub jest C-trudny), jesli dla kazdego problemu L' w klasie
C zachodzi L' <p L. Problem L, ktory nalezy do C i jest C-trudny nazywamy
zupetnym w klasie C' lub C-zupetnym.

Obserwacja 17.9. Jesli dla pewnego problemu NP-zupelnego istniatby algorytm
wielomianowy, to wowczas P = NP. Zatem, jesli P # NP, to kazdy problem
NP-zupetny nie nalezy do klasy P.

W celu udowodnienia, ze problem decyzyjny jest zupelny w klasie NP, wyko-
nujemy zwykle dwa kroki:

1. pokazujemy, ze problem () nalezy do klasy NP, czyli ze jest obliczalny w czasie
wielomianowym na niedeterministycznej maszynie Turinga,
2. dowodzimy NP-silnos$ci () przez skonstruowanie transformacji wielomianowej

znanego nam wcezesniej problemu NP-zupelnego do Q.

Jako ze na poczatku nie mamy do dyspozycji zadnego problemu, o ktérym
wiemy, ze jest NP-silny, to NP-silno$¢ pierwszego problemu NP-zupelnego () mu-
simy udowodnié¢ z z definicji i pokazaé, ze kazdy problem z klasy NP transformuje
sie wielomianowo do problemu Q).

Historycznie pierwszym znanym problemem NP-zupelnym jest problem spel-
nialnosci SAT. W celu postawienia tego problemu bedziemy potrzebowaé kilku
definicji.

Definicja 17.10. Literatem nazywamy zmienng logiczng x; lub jej zaprzeczenie
Z;. Klauzulg nazywamy (byé moze wielokrotng) alternatywe literatow. Alternatywa
ta moze byc trywialna, tj. sktadaé sie tylko z jednego literatu.

Definicja 17.11. Mowimy, ze formuta ¢ jest w koniunkcyjnej postaci normalney,
jesli  jest (byé moze wielokrotng) koniunkcjq literatow. Koniunkcja ta moze byé
trywialna, tj. sktadaé sie tylko z jednego literatu.

Twierdzenie 17.12. Kazda formuta zdaniowa bez kwantyfikatoréw jest réwno-
wazna formule w konitunkcyjnej postaci normalne;.

Dowo6d. Na ¢wiczeniach. Wskazowka: kazda formuta zdaniowa jest réwnowazna
formule w alternatywnej postaci normalnej (oczywiste) i przejs¢ do zaprzeczenia.

Definicja 17.13. Problemem spetnialnosci w skrécie SAT (od satisfiability) na-
zywamy nastepujgcy problem:
Instancja: formuta zdaniowa ¢ w koniunkcyjnej postaci normalne;j.
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Pytanie: czy ¢ jest spetnialna, czyli czy istnieje takie przypisanie warto$ci logicz-
nych 01 1 zmiennych w ¢, dla ktorych ¢ przyymuje wartosé 1, a wiec formuta jest
prawdziwa dla tego wartosciowania.

Obserwacja 17.14. Podstawianie wszystkich mozliwych wartosci dla wejscia diu-
gosci n i m zmiennych ma ztozonosé ©(2™ - n) < O(2"). Nie jest wiec to szybki
(choc¢ poprawny) algorytm. [ |

Twierdzenie 17.15 (Cook 1971). Problem SAT jest NP-zupelny.

Dowdd. Zaczniemy od pokazania, ze SAT nalezy do klasy NP. Niedetermini-
styczna maszyna Turinga moze rozstrzygnaé¢ problem spetnialnosci w nastepujacy
sposob:

1. Niedeterministyczna maszyna Turinga ,zgaduje” rozwiagzanie poprzez genero-

wanie wszystkich mozliwych warto$ciowan ciagu x1, ..., x,.

2. Niedeterministyczna maszyna Turinga sprawdza, czy dla danego warto$ciowania
formuta jest prawdziwa. Moze to zrobi¢ w czasie liniowym.
Wynika z tego, ze problem S AT nalezy do klasy NP.

W dalszej czesci dowodu pokazemy, ze SAT jest NP-silny, czyli, ze kazdy
problem @ z klasy NP transformuje sie wielomianowo do problemu SAT, czyli
Q <p SAT.

Niech ) € NP. Szukamy funkcji

f: Dg — {¢: p-formuta w koniunkcyjnej postaci normalne;j},

taka ze f jest obliczalna w czasie wielomianowym i dla dowolnego elementu g € Dg
zachodzi nastepujacy warunek: () jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € Y.
Skoro () € NP, to istnieje niedeterministyczna maszyna Turinga M, ktoéra
rozpoznaje () w czasie wielomianowym. Przyjmijmy oznaczenia:
qi, ---, Qs - stany maszyny M,
1, ..., Ty - symbole maszyny M,
p(n) - ztozonosé czasowa M (pewien wielomian),
0 - funkcja nastepnego ruchu.
w - stowo wejsciowe,
|w| = n - dtugos¢ stowa wejsciowego.
Definiujemy zbior zmiennych zero-jedynkowych dla formuty ¢(w):
e C(i,j,t) przyjmuje wartos¢ 1, jesli w klatce ¢ w chwili ¢ jest symbol z; dla
1<t <p(n),1<i<pln),1<j<m (tych zmiennych jest O(p?(n))),
o S(k,t) przyjmuje wartos¢ 1, jesli w chwili ¢ maszyna jest w stanie g (tych
zmiennych jest O(p(n)),
e H(i,t) przyjmuje wartos¢ 1, jesli w chwili ¢ glowica czyta klatke i (tych zmien-
nych jest rzedu O(p*(n)).
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Dla uproszczenia zalézmy, ze kazde obliczenie akceptujace w M sktada sie
z doktadnie p(n) konfiguracji. (W razie potrzeby powtarzamy stan akceptujacy).
Ciag konfiguracji k1, . . ., ky(n) jest akceptujacy, jesli spelnione sg wszystkie z na-
stepujacych warunkow:
1. w kazdej konfiguracji gtowica czyta doktadnie jedna klatke,
2. w kazdej konfiguracji kazda klatka zawiera doktadnie jeden symbol,
3. w kazdej konfiguracji jest doktadnie jeden stan,
4. przy przejsciu z konfiguracji k; do k;11 tylko klatka czytana moze zmienié za-
wartoscé,
5. przy przejsciu z konfiguracji k; do k;, 1 potozenie glowicy i zawartosé klatek
zmienia sie zgodnie z funkcjg przejscia ¢,
6. konfiguracja k; jest poczatkowa,
7. konfiguracja k) jest akceptujaca.
Formutla ¢(w) bedzie wiec koniunkcja zdan odpowiadajacych tym siedmiu cze-
Sciom.
Niech
Uy, ) = (21 V- Van) [[[][@ Vv E).
J<i i#j
Zauwazmy, ze U ma warto$¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy doktadnie jedna ze
zmiennych z; ma wartos¢ 1. Skonstruujemy teraz siedem wyrazen A — G-
1. Wyrazenie A stwierdza, ze maszyna M czyta doktadnie jedng klatke w kazdej

chwili. Niech A; stwierdza, ze ze w chwili ¢ czytana jest doktadnie jedna klatka.
Wtedy A=Ay ----- A,(n), gdzie

A, =U(H(1,t),...,H(p(n)(t)).

Wyrazenie A ma dtugosé O(p3(n)).
2. Wyrazenie B stwierdza, ze kazda klatka zawiera dokladnie jeden symbol. Niech
B, stwierdza, ze i-ta komorka zawiera dokltadnie jeden symbol w chwili ¢.

Wtedy
B =]]Bi
it

gdzie B;; = U(C(i,1,t),...,C(i,m,t)). Wyrazenie B ma dlugos¢ p(n).
3. Wyrazenie C' stwierdza, ze w kazdej chwili ¢ maszyna M jest tylko w jednym
stanie:

c= [ Us@),....S(s.1).

0<i<p(n)

Wyrazenie C' ma dtugosé p(n).



17. Transformacja wielomianowa 90

4. Wyrazenie D stwierdza, ze przy przejsciu z konfiguracji k; do k;1; tylko klatka
czytana moze zmieni¢ zawartosc.

D =[[I(=C(i,j.t) v C(i,j,t + 1)) A (=C(i, j,t + 1) V C(i, j.t)) V H(i,1)].

i?j7k

Dtugos¢ D wynosi O(p?(n)). Mozemy przeksztalci¢ to wyrazenie do koniunk-

cyjnej postaci normalne;j.

Podobnie musimy zdefiniowa¢ wyrazenia E, F' oraz G (pozostawiamy to do
samodzielnej pracy). Ostatecznie otrzymujemy ¢ = ANBACADANEANEANFNAG.

Zauwazmy, ze ¢ mozemy wygenerowaé w czasie wielomianowym oraz ze ¢(w)
jest spelialna wtedy i tylko wtedy, gdy M akceptuje stowo w. [



18. Hierarchia wielomianowa

Przez wieksza czes¢ wyktadu rozwazamy jedynie klasy P oraz NP. Nie sa to
jedyne klasy ztozonosci czasowej. W szczegdlno$ci wspomnielismy o klasie EXP,
czyli klasie wszystkich problemoéw realizowalnych w czasie wyktadniczym. Pomie-
dzy P, NP a EXP istnieja jednak inne klasy, co do ktérych nie wiemy, czy sa réwne
NP, EXP czy zadnej z nich. Najwazniejsza z takich klas jest zapewne klasa coNP.

Definicja 18.1. Niech C' bedzie klasq problemow decyzyjnych. Klasq coC nazy-
wamy klase tych problemow, ktorych dopetnienie nalezy do klasy C.

O problemach klasy NP moglismy mysle¢ jako o problemach, dla ktorych tatwo
(czyli w czasie wielomianowym) sprawdzié¢, czy dany przyklad (ciag generowany
przez niedeterministyczna maszyne Turinga) daje nam rozwiazanie pozytywne.
Jak moglibysmy w podobny sposéb interpretowac klase colN P?

Oto6z problemy klasy coNP, to te, dla ktérych mozemy tatwo sprawdzié, czy
dany przyktad jest kontrprzyktadem.

Hipoteza 18.2. Zachodzi coNP = NP.

Zauwazmy, ze jeSli P = NP, to odpowiedZ na to pytanie jest oczywista. Po-
wyzsza hipoteza nie jest jednak w oczywisty sposob rozstrzygnieta, jesli wiemy, ze
P+ NP.

Podamy teraz definicje ogoélniejszej niz NP czy coNP klasy probleméw, ktore
tworza tak zwana hierarchie wielomianows.

Definicja 18.3. Niech i > 1. Mowimy, ze jezyk L nalezy do klasy XY (boldface
3P ), jesli istnieje maszyna Turinga M dzialajaca w czasie wielomianowym oraz
wielomian q, taki zZe:

reLe Ju €{0,1}%Vuy € {0,1}% ... Qiu; € {0,1}% M (z,uy,...,u;) =1,
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gdzie q, oznacza wartosé q(|z|), a Q; jest kwantyfikatorem ogdlnym lub szczegdlnym
w zalezno$ci od parzystosci liczby .

Definicja 18.4. Niech i > 1. Méwimy, Ze jezyk L nalezy do klasy IIY (boldface
I1? ), jesli istnieje maszyna Turinga M dzialajaca w czasie wielomianowym oraz
wielomian q, taki ze:

re L& Yu €{0,1}Juy € {0,1}% ... Quu; € {0, 1} M (x,uy, ..., u;) =1,

gdzie q, oznacza wartosé q(|z|), a Q; jest kwantyfikatorem szczegdlnym lub ogdlnym
w zalezno$ci od parzystosci liczby .

Definicja 18.5. Hierarchiq wielomianowq nazywamy klase PH = | J 2P,

Zwroémy uwage, ze 37 jest klasa NP, a ITY jest klasa coN P. Pozwala to nam
w inny sposob spojrzeé na klase NP nie odwotujac sie do pojecia niedeterministycz-
nej maszyny Turinga. Mozemy réowniez inaczej popatrzeé¢ na niedeterministyczna
maszyne Turinga. Mozemy zdefiniowa¢ X = IT§ = P.

W ogolnosci dla kazdej liczby naturalnej ¢ mamy II? = coX?. Zauwazmy
rowniez, ze X C coll?, ;, wiec mogliby$my zdefiniowaé hierarchi¢ wielomianows
przez PH = (JII}. Nietrudno dowies¢, ze podobnie jak NP zawiera sie w klasie
EXP, hierarclllia wielomianowa zawiera sie w klasie X P.

Pytanie: W definicjach sktadowych hierarchii wielomianowej kwantyfikatory ogblne
i szczegbdlne pojawiajg sie naprzemiennie. Co by sie zmienilo, jakbysmy umiescili
dwa (lub wiecej) kwantyfikatoréw tego samego typu obok siebie?

Hipoteza 18.6. Dla kazdego i € N zachodzi ¥ C %P, ;.

Zwroémy uwage, ze powyzsza hipoteza jest uogélnieniem hipotezy P # NP.
,7° . p p . . . . . .
Jesli dla pewnego ¢« mamy 3 C 37, to oznaczmy przez ip najmniejsze takie .
Wowcezas mowimy, ze hierarchia wielomianowa zapada sie na poziomie 2. Mowimy

wtedy tez o kolapsie hierarchii wielomianowe;j.



19. Klasyczne problemy NP-zupelne

W 1972 roku Karp udowodnit NP-zupetnosé 21 probleméw. Wérdd nich znaj-
duje sie sze$¢ ,najstawniejszych’™
1. Problem 3-spemhialnosci (3-SAT),
2. Problem pokrycia wierzchotkowego (VC),
3. Problem kliki (CLIQUE),
4. Problem cyklu Hamiltona (HC),
5. Problem pokrycia 3-wymiarowego (3DM),
6. Problem podziatu (Partition).
Omoéwimy powyzsze problemy i pokazemy NP-zupelnosé czesci z nich.

19.1. Problem 3-spelialnosci (3-SAT)

Definicja 19.1. Mowimy, ze formuta ¢ jest w k-koniunkcyjnej postaci normalney,
jesli p = C1 N ... Cy,, gdzie C; dla j < m jest klauzulg doktadnie k literatow.

Definicja 19.2. Problemem 3-SAT nazywamy podproblem problemu SAT powstaty
przez zacie$nienie instancyi do formut w 3-koniunkcyjnej postaci normalne;.

Twierdzenie 19.3. Problem 3-SAT jest NP-zupetny.

Dowo6d. Problem 3-SAT nalezy do klasy NP, poniewaz jest podproblemem pro-
blemu SAT, ktéry nalezy do klasy NP.

Pokazemy, ze 3-SAT jest NP-zupelny przez udowodnienie, ze SAT <, 3-SAT.
o Wejscie: ¢ dla SAT,
e Wyjscie: ¢ dla 3-SAT,
gdzie formuta ¢ jest spelialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest spelnialna. Niech
o=CiAN---ANCLi¢p=C/N---NC/.
1. Jezeli C; jest alternatywa trzech literatow, to C! = C;.
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2. Jezeli C; jest literatem x1, to wprowadzamy nowe zmienne z; oraz z,. Wowczas
Cl=(x1VaVa)AN@ VZi Vo)A@ Ve Vi) Alx VZVZ).

3. Jezeli C; = x1 V x4y jest alternatywa dwoch literatow, to wprowadzamy nowe
zmienng z;. Wowczas

C,L/ = (131 V X9 \/Zl) N (.Tl V Xo \/51)

4. Jezeli C; = xy - - -V xy, jest alternatywsa co najmniej czterech literalow, to wpro-
wadzamy zmienne 2y, ..., 2Zx_o. WOwczas

Czl = (.’L’l \/1'2\/21) N ([Ifg \/31 \/22) A (iL’4 \/22\/23) VANCEIAN (.I'k,1 \/iL’k,Q \/Ekfg).

Zauwazmy, ze wyrazenie C! jest spelnialne wtedy i tylko wtedy, gdy C; jest spel-
nialne. Dtugos¢ wyjscia jest liniowa w stosunku do dtugosci wejscia. |

Problem 3-SAT jest problemem, ktéry wygodnie transformowaé do innych pro-
bleméw w celu dowodzenia ich NP-zupelosci.

Uwaga: analogicznie zdefiniowany problem 2-SAT nalezy do klasy P. Zacie$nie-
nie do 3-SATu jest wiec w pewnym sensie optymalne.

19.2. Problem pokrycia wierzcholkowego

Definicja 19.4. Problemem pokrycia wierzchotkowego (vertex cover, VC) nazy-
wamy nastepujgcy problem:

Instancja: dany jest graf G = (V| E) oraz liczba naturalna dodatnia k < |V|.
Pytanie: czy dla danego grafu G i danej liczby naturalnej k graf G ma pokrycie
wierzchotkowe o licznosci nie wiekszej niz k¢

Twierdzenie 19.5 (Karp 1972). Problem pokrycia wierzchotkowego jest proble-
mem NP-zupelnym.

Dowdéd. Najpierw uzasadnimy, ze problem VC nalezy do klasy NP. Niedetermini-
styczna maszyna Turinga generuje wszystkie mozliwe podzbiory zbioru wierzchol-
kéw, a nastepnie sprawdza czy dany podzbidr jest pokryciem oraz czy jest mocy
co najwyzej k. Moze to zrobi¢ w czasie wielomianowym.

Pokazemy, ze 3-SAT redukuje si¢ wielomianowo do VC. Niech ¢ bedzie formuta
w 3-koniunkcyjnej formule normalnej. Niech 1, ..., x, beda zmiennymi w formule
@ oraz niech (1, ..., C,, beda klauzulami w formule ¢. Skonstruujemy graf G =
(V, E), taki ze graf G ma pokrycie mocy co najwyzej k wtedy i tylko wtedy, gdy
formuta ¢ jest spetnialna.
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Graf G konstruujemy w nastepujacy sposob: Dla kazdej zmiennej z; tworzymy
dwa wierzchotki x; oraz 7;, a dla kazdej klauzuli C; tworzymy trzy wierzchotki
C}, C]2 oraz C?. Krawedzia taczymy kazda zmienna z; z jej zaprzeczeniem ;.
Dla kazdego j wierzchotki C}, CJZ oraz C]‘?’ taczymy ze soba w klike K3. Krawedz
miedzy literalem z; lub T; a wierzchotkiem C’Jl. tworzymy wtedy, gdy literat jest
[-ta zmienng w klauzuli Cj.

Niech k& = n + 2m. Pozostalo pokazaé, ze graf G ma pokrycie wierzchotkowe
wtedy i tylko wtedy, gdy graf G ma pokrycie wierzchotkowe co najwyzej k wierz-
chotkami. Najpierw uzasadnimy, ze jesli istnieje k—pokrycie w grafie G, to zawiera
ono doktadnie k wierzchotkow. Pokrycie w grafie G o mocy k musi zawiera¢ dwa
wierzchotki z kazdego trojkata oraz po jednym wierzchotku z kazdej zmiennej i jej
negacji. Dla literaléw wybranych do pokrycia ktadziemy wartos¢ 1 w formule ¢
i w ten sposob w kazdej alternatywie mamy co najmniej jedng 1.

Teraz pokazemy, ze jesli formula ¢ jest spetlnialna, to istnieje pokrycie wierz-
chotkowe grafu G mocy k. Dla wartosciowania zmiennych 1, ldots, x,,dla ktérych
© jest spetnione wybierzmy literaly majace wartos¢ 1. Pokrywaja one krawedzie
miedzy literatami i co najmniej jedng krawedz miedzy literalami a wierzchotkami
C! dla kazdego m. Nastepnie do pokrycia doktadamy po dwa wierzcholki z klik
odpowiadajacym klauzulom w taki sposob, aby wybrane zostaty wszystkie wierz-
chotki, ktéorych odpowiadajace zmienne maja warto$é 0. Poniewaz formuta ¢ jest
spetniona, to w kazdej klice odpowiadajacej klauzuli znajduja si¢ co najwyzej dwa
takie wierzchotki. [ |

19.3. Problem kliki

Definicja 19.6. Problemem kliki (CLIQUE) nazywamy nastepujacy problem:
Instancja: graf G = (V, E) oraz liczba naturalna dodatnia j < |V|.

Pytanie: czy dla podanego grafu G ¢ liczby naturalnej 7 graf G zawiera klike rzedu
co nagmniej j?

Twierdzenie 19.7 (Karp 1972). Problem kliki jest problemem NP-zupelnym.

Dowo6d. Na éwiczeniach. [ |

19.4. Problem cyklu Hamiltona

Definicja 19.8. Problemem cyklu Hamiltona (Hamilton cycle, HC) nazywamy
nastepujgcy problem:

Instancja: graf G = (V, E).

Pytanie: czy dla podanego grafu G istnieje cykl Hamiltona?
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Twierdzenie 19.9 (Karp 1972). Problem cyklu Hamiltona jest NP-zupetny.

Dowéd. Najpierw uzasadnimy, ze problem cyklu Hamiltona nalezy do klasy NP.
Niedeterministyczna maszyna Turinga, ktora rozpoznaje problem cyklu Hamil-
tona, generuje wszystkie ciagi wierzchotkéw i sprawdza, czy dany ciag tworzy cykl
Hamiltona. Moze to zrobi¢ w czasie wielomianowym.

Pokazemy teraz, ze problem cyklu Hamiltona jest NP-zupelny poprzez trans-
formacje problemu pokrycia wierzchotkowego do problemu cyklu Hamiltona. Kon-
struujemy funkcje f: Dyec — Dy, taka ze:

Wejscie: graf G = (V, E)) oraz dodatnia liczba naturalna k < |V,
Wyjscie: graf G = (V, E'), taki ze graf G ma pokrycie mocy k wtedy i tylko wtedy,
gdy graf G’ ma cykl Hamiltona.

Niech e = uv bedzie krawedzia w grafie G. Funkcja g zastepuje tg krawedz
sktadowa H' o 12 wierzchotkach tworzacych zbior V! i 14 krawedziach tworzacych
zbior E..

HI

(ve, 1)

(u, e, 6) (v e,6)

Istnieja trzy mozliwe przejscia cyklu Hamiltona przez taka sktadowa:
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4 11 N
/1

Odpowiadaja one sytuacjom, gdy:

1. wierzchotek u nalezy do pokrycia, a wierzchotek v nie,

2. oba wierzchotki u, v naleza do pokrycia,

3. wierzchotek v nalezy do pokrycia, a wierzcholek u nie.

Pozostate krawedzie w grafie G’ beda taczy¢ te sktadowe ze sobg oraz taczyé skla-
dowe z dodatkowymi wierzchotkami, ktoére bedziemy nazywac selektorami. Dla do-
wolnego wierzchotka v w I oznaczmy krawedzie incydentne z v przez ey, ..., equ).
Wszystkie sktadowe odpowiadajace tym krawedziom taczymy w G’ za pomoca kra-
wedzi (v, e;,6)(v, €41, 1).

Wprowadzimy teraz selektory s, ..., sg. Wierzcholki postaci (v,e;,6) oraz
(v, €11, 1) taczymy z kazdym z selektorow.

Wykazemy teraz, ze graf G ma pokrycie wierzchotkowe mocy k wtedy i tylko
wtedy, gdy graf G’ ma cykl Hamiltona. Zalézmy najpierw, ze istnieje cykl Ha-
miltona w grafie G. Rozwazmy fragment tego cyklu zaczynajacy sie i konczacy
wierzchotkiem ze zbioru selektorow i nie zawierajacy poza tym zadnego innego
selektora. Ze wzgledu na sposob lgczenia sktadowych ten fragment cyklu zawiera
Sciezke przyporzadkowana pewnemu wierzchotkowi v; w grafie G. Po przejsciu
tej Sciezki cykl idzie do kolejnego selektora, a nastepnie znowu przechodzi przez
Sciezke odpowiadajaca pewnemu wierzchotkowi vy. Rozumujac w ten sposob otrzy-
mujemy zbiér wierzchotkow vy, ..., v, ktére tworza pokrycie w grafie G, poniewaz
przejscie z selektora s; do sktadowej odpowiadajacej krawedzi e jest mozliwe tylko
wtedy, gdy v; € e.

Zatozmy teraz, ze graf G ma pokrycie {vy, ..., v;}. Skonstruujemy cykl Hamil-
tona w G’. Startujemy w jednym z selektoréw s; i nastepnie przechodzimy przez
kolejne sktadowe po Sciezce dla wierzchotka vy, idziemy do ss, a nastepnie $ciezka
dla v, itd.. Przez sktadowe przechodzimy zgodnie z opisanymi wczesniej zasadami.
Zauwazmy, ze powstaje nam cykl, ktéry przechodzi przez wszystkie wierzchotki
grafu G'; a wiec cykl Hamiltona. [
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Definicja 19.10. Problemem sciezki Hamiltona (Hamilton path, HP) nazywamy
nastepujgcy problem:

Instancja: graf G = (V, E).

Pytanie: czy dla podanego grafu G istnieje sciezka Hamiltona?

Twierdzenie 19.11 (Karp 1972). Problem Sciezki Hamiltona jest NP-zupetny.

Dowo6d. Problem Sciezki Hamiltona nalezy do klasy NP, poniewaz niedetermini-
styczna maszyna Turinga rozpoznajaca ten problem generuje wszystkie mozliwe
ciggi wierzchotkéw, a nastepnie sprawdza, czy tworza one $ciezke Hamiltona. Moze
to zrobi¢ w wielomianowym czasie.
Dow6d NP-zupetosci mozemy przeprowadzi¢ na dwa sposoby

1. zmodyfikowaé transformacje VC' <p HC,

2. skonstruowac transformacje HC <p HP.

Szczegdly pozostawiam do samodzielnej pracy. [ |

19.5. Problem pokrycia 3-wymiarowego

Definicja 19.12. Problemem pokrycia 3-wymiarowego (3-dimensional matching,
3DM) nazywamy nastepujgcy problem:

Instancja: parami roztaczne zbiory W, X, Y, takie ze | X| = |W| = q oraz podzbior
MCWxXxY.

Pytanie: czy istnieje zbior M' C M, taki ze |M'| = q i Zadne dwa rézne elementy
ze zbioru M' nie majg wspélnych wspotrzednych?

Twierdzenie 19.13 (Karp 1972). Problem pokrycia 3-wymiarowego jest proble-
mem NP-zupetnym. [

19.6. Problem podzialu

Definicja 19.14. Problemem podziatu (PARTITION) nazywamy nastepujacy pro-
blem:

Instancja: zbior C' pewnych liczb naturalnych dodatnich.

Pytanie: czy istnieje zbior C' C C, taki ze suma elementéw nalezgcych do C' jest
rowna sumie elementow nalezgcych do C'\ C'?

Twierdzenie 19.15 (Karp 1972). Problem podziatu jest NP-zupetny. |
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Definicja 19.16. Problemem sumy podzbiorow (Subset-sum) nazywamy nastepu-
jacy problem:

Instancja: zbior C pewnych liczb naturalnych dodatnich oraz liczba naturalna do-
datnia B.

Pytanie: czy istnieje zbior C' C C, taki ze suma elementéw nalezgcych do C' jest
rowna B?

Twierdzenie 19.17 (Karp 1972). Problem sumy podzbioréw jest NP-zupeiny. B

Problem podziatu jest szczegdlnym przypadkiem problemu sumy podzbiorow.
Jak uzasadnié¢ to twierdzenie?



20. Analiza zlozonosci problemoéow

Spotykajac sie z nowym problemem obliczalnym podstawowym pytaniem, jakie
mozna sobie zadaé, jest: czy jest on rozwiazywalny w czasie wielomianowym? W
przypadku, gdy potrafimy odpowiedzie¢ twierdzaco na to pytanie, pozostaje znale-
zienie mozliwie jak najefektywniejszego algorytmu. W innym przypadku pozostaje
pytanie, czy problem jest NP-zupelny?

Definicja 20.1. Niech Q bedzie problemem decyzyjnym. Podproblemem Q' pro-
blemu () nazywamy problem (), taki ze Do C Dg oraz Yor = Yo N Dgr. Mowimy
wtedy o zaciesnieniu problemu @) do zbioru Dy .

Jesli mamy problem NP-zupelny, to moze sie okazaé, ze dany podproblem jest
latwy (np. problem cyklu Hamiltona dla graféw o maksymalnym stopniu 2). Po-
dobnie problem 2-kolorowania wierzchotkowego grafu jest wielomianowy, poniewaz
polega na sprawdzeniu, czy dany graf jest dwudzielny. Pokazemy po6zniej, ze pro-
blem 3-kolorowania jest NP-zupelny. W przypadku problemu cyklu Hamiltona czy
3-kolorowania problem w ogoélnoéci byt NP-zupelny, ale pewne jego podproblemy
byly wielomianowe. Czesto nie jest jedna tak tatwo sprawdzié¢, czy dane zacie-
$nienie powoduje, ze problem staje sie tatwy. Ponadto, zaktadajac P # N P, moga
istnie¢ problemy posrednie. Stawiamy wiec granice pomiedzy problemami tatwymi
i trudnymi. Analizujac dany podproblem chcemy sie dowiedzieé¢, po ktorej stronie
granicy jestedmy. Omoéwimy to dokladniej na przyktadzie problemu 3-kolorowania
wierzchotkowego. Potrzebna nam bedzie jeszcze definicja problemu NAESAT.

Definicja 20.2. Problemem NAESAT (Not all equal SAT) nazywamy nastepujgcy
problem:

Instancja: formuta zdaniowa ¢ w 3-koniunkcyjnej postaci normalney.

Pytanie: czy ¢ jest spetnialna w taki sposob, aby w kazdej klauzuli przynajmniej
jeden literat miat wartosc 0.

100
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Twierdzenie 20.3. Problem NAESAT jest NP-zupetny. |

Definicja 20.4. Problemem k-kolorowania wierzchotkowego (k-COLORING) na-
zywamy nastepujgcy problem:

Instancja: graf G = (V, E), liczba naturalna dodatnia k < |V|.

Pytanie: czy dany graf jest k-kolorowalny.

Twierdzenie 20.5 (Karp 1972). Problem 3-kolorowania jest NP-zupelny.

Dowéd. Najpierw uzasadnimy, ze problem 3-kolorowania nalezy do klasy NP. Nie-
deterministyczna maszyna Turinga rozpoznajaca problem 3-kolorowania generuje
wszystkie (niekoniecznie wlasciwe) kolorowania grafu trzema kolorami. Nastepnie
sprawdza, czy dane kolorowanie jest wlasciwe. Moze to zrobi¢ w czasie wielomia-
nowym.

Pokazemy teraz, ze problem NAESAT transformuje sie wielomianowo do pro-
blemu 3-kolorowania.

Niech (1, ..., C), beda klauzulami formulty ¢ w 3-koniunkcyjnej postaci nor-
malnej i niech x1, ..., x, beda zmiennymi w ¢. Skonstruujemy graf G' w naste-
pujacy sposob:

1. klauzule C; reprezentuje klika K3 o wierzcholkach C}, C? 5 C?,

2. dodajemy nowy wierzchotek a,

3. kazda zmienna x; przedstawiamy za pomoca kliki K3 o wierzchotkach a, z;, 7;,
4. kazde C'ij taczymy z literatem, ktory reprezentuje.

Pokazemy, ze graf G mozna pokolorowaé¢ wlasciwie kolorami ze zbioru {0, 1, 2}
wtedy i tylko wtedy, formuta ¢ jest spetnialna w taki sposéb, ze kazda klauzula
ma falszywy literal. Zalézmy, ze graf G mozna pokolorowaé¢ wtasciwie kolorami
ze zbioru {0, 1,2}. Bez straty dla ogolnosci mozemy przyjac, ze wierzcholtek a ma
kolor 2. Wtedy pozostale wierzchotki w klice {a, x;,7;} maja kolor 1 lub 0. Jesli
klika odpowiadajaca danej klauzuli jest potaczona krawedzig z trzema wierzchot-
kami koloru 1, to zaden wierzchotek kliki nie moze dostac¢ koloru 1, wiec nie moze
by¢ pokolorowany wtasciwie. Analogicznie dla koloru 0. Wynika z tego, ze kazda
z klik odpowiadajacych klauzulg jest potaczona z przynajmniej jednym wierzchot-
kiem koloru 1 oraz z przynajmniej jednym wierzchotkiem koloru 0. Wartosciowanie
literaléow odpowiadajgce kolorowi 1 daje nam spetnialnosé formuty ¢ w sensie NA-
ESAT.

Zalozmy teraz, ze formula ¢ jest spetniona w sensie NAESAT. Wéwczas koloru-
jemy wierzchotek a kolorem 2, a literaty ich warto$ciami logicznymi. Dla kazdego C;
wybieramy dwa literaly o réznych wartosciach. Kolorujemy wierzchotek sasiedni
z wierzchotkiem koloru 1 za pomoca 0, a wierzcholek sasiedni z wierzchotkiem
koloru 0 za pomoca 1. Pozostate wierzchotki w klauzulach kolorujemy kolorem 2.
Wystarczy zauwazy¢, ze skonstruowane kolorowanie grafu G jest wlasciwe. |
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By¢ moze wprowadzajac pewne ograniczenia na stopien wierzchotkéw w grafie
otrzymamy problem wielomianowy. Przytoczymy znane z teorii graféw twierdzenie
Brooksa.

Twierdzenie 20.6 (Brooks 1941). Niech G bedzie grafem spojnym o stopniu mak-
symalnym nie wiekszym niz 3. Wtedy G jest 3-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
nie zawiera kliki Ky .

Dowéd. Twierdzenie byto udowodnione na teorii grafow. |

Postawmy wiec pytanie: czy spojny graf o stopniu maksymalnym co najwyzej
3 jest 3-kolorowalny?

Odpowiedz: tak, ten problem nalezy do klasy P, poniewaz wystarczy spraw-
dzi¢, czy zawiera graf pelny na czterech wierzchotkach, co mozemy zrobi¢ w czasie
wielomianowym.

Pytanie: czy taka sama odpowiedz otrzymamy, gdy zmienimy ograniczenie na
stopiert maksymalny z 3 na 47

Twierdzenie 20.7. Problem 3-kolorowania grafu o stopniu maksymalnym nie
wiekszym niz 4 jest problem NP-zupetnym.

Dowdéd. Problem nalezy do klasy NP, bo ogélny problem 3-kolorowania nalezy do
klasy NP.

Pokazemy teraz, ze ogélny problem 3-kolorowania transformuje sie wielomia-
nowo do problemu 3-kolorowania, w ktérym wprowadzimy ograniczenie na stopien
maksymalny nie wiekszy niz 4. Niech G = (V, E) bedzie wejsciem dla ogolnego
problemu. Skonstruujemy odpowiadajacy mu graf G’ = (V, E') o stopniu maksy-
malnym nie wiekszym niz 4 taki, ze G jest 3-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
G’ jest 3-kolorowalny. Konstruujemy pewne grafy Hj dla k& > 3, ktore bedziemy
nazywaé sktadowymi. Graf Hs:

Kazda z tych sktadowych ma wierzchotki stopnia dwa, nazwijmy je wierzchol-
kami zewnetrznymi. Ponadto zaden z wierzchotkéw grafu Hj nie zawiera wierz-
chotka o stopniu maksymalnym wiekszym niz 4. Zauwazmy, ze graf Hj nie jest
2-kolorowalny, ale jest 2-kolorowalny.
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Graf G’ konstruujemy w sposob nastepujacy: niech vy, ..., v, oznacza wierz-
chotki stopnia co najmniej 5 w grafie G. Konstruujemy rekurencyjnie ciag gra-
fow G = Gy, ..., G, = G' w taki sposob, ze graf G; powstaje z grafu G;_,
zastepujac wierzcholek v; stopnia d(v;) sktadows Hg,,), a wierzcholki potaczone
w (;_1 z wierzcholkiem v; taczymy z odpowiednimi wierzchotkami wewnetrznymi,
ktorych jest doktadnie d(v;). Pozostaje udowodnié¢, ze graf G jest 3-kolorowalny
wtedy i tylko wtedy, gdy graf G’ jest 3-kolorowalny.

Niech dane bedzie 3-kolorowanie grafu G. W grafie G’ wierzcholki zewnetrzne
danej sktadowej Hj sa tego samego koloru, co odpowiadajacy jej wierzcholek v
w grafie G. Pozostala czesé grafu sktadowej mozemy dokolorowaé.

Niech dane bedzie 3-kolorowanie grafu G. Zauwazmy, ze oznacza to, ze wszyst-
kie wierzchotki zewnetrzne w danej sktadowej Hj, sa tego samego koloru. Ten kolor
nadajemy wierzchotkowi w grafie G, ktory odpowiada sktadowej Hj. Natomiast
kolory pozostatych wierzchotkéw pozostawiamy takie same. Zauwazmy, ze otrzy-
mane kolorowanie grafu G jest wlasciwe. |

Twierdzenie 20.8. Problem 3-kolorowania spojnego grafu planarnego jest proble-
mem NP-zupetnym. |

Twierdzenie 20.9. Problem 4-kolorowania spojnego grafu planarnego jest proble-
mem wielomianowym.

Dowdéd. Na mocy twierdzenia o czterech barwach kazdy graf planarny jest 4-kolorowalny.
Wynika z tego, ze odpowiedZ na to pytanie jest zawsze twierdzaca, a wiec mozemy
jej udzieli¢ w czasie wielomianowym. [ |



21. Problemy liczbowe

Rozwazmy problem podziatu: niech sy, ..., s, beda liczbami naturalnymi do-
datnimi. Sprawdzamy, czy istnieje zbior I C {1,...,n}, taki ze > s; = > s; = B.
i€l i¢l

Rozwazmy nastepujacy algorytm. Najpierw zauwazmy, ze jesli suma ) s; jest
i=1
nieparzysta, to odpowiedz jest w oczywisty sposéb negatywna. W przeciwnym
przypadku zdefiniujmy liczbe t;; dla i € {1,...,n} oraz j € {0,..., B}, ktorej
przypiszemy warto$¢ 1 lub 0 w zaleznosci od tego, czy istnieje podzbiér zbioru
{s1,...,8;}, w ktoérym suma elementow jest rowna j.

Przyktad: Niech {s1, s9,s3} = {5,2,4}.

Zauwazmy, ze W pierwszym wierszu stawiamy 1 tylko dla j =01 j = s;. Kazdy ko-
lejny wiersz uzupelniamy korzystajac z poprzedniego. Problem posiada odpowiedz
twierdzaca, gdy w ktoryms wierszu kolumny B wystapi 1. Zauwazmy, ze ztozonosé
tego algorytmu wynosi O(nB). Mogtoby sie wiec wydawaé, ze mamy do czynienia
z algorytmem wielomianowym, co implikowaloby, ze P=NP. Jednak kazda wartosé
s; jest zapisana na wejéciu ciagiem o dlugosci log s;. Stad dtugos$é zapisu B wynosi
log B, czyli wejscie dla problemu podzialu ma dtugosé¢ O(nlog B) i nB nie jest

104
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ograniczone funkcja wielomianowa takiej zmiennej. Omoéwiony algorytm jest tak
zwanym algorytmem pseudowielomianowym.

NP-zupelosé problemu podziatu zwiagzana jest wiec z faktem, ze liczby na
wejsciu mogg by¢ dowolnie duze. Gdyby zatozy¢ pewne ograniczenie na rozmiar
wejscia, to algorytm statby sie algorytmem wielomianowym.

Niech I bedzie instancja pewnego problemu. Oznaczmy przez Lenght(I) roz-
miar instancji, czyli dhugosé zapisu oraz przez Maz(I) warto$¢ najwiekszej liczby
wystepujacej w 1.

Wowczas algorytm A jest algorytmem wielomianowym, jesli jego ztozonosé jest
wielomianowa funkcja od Lenght(I).

Definicja 21.1. Mowimy, ze algorytm A jest algorytmem pseudowielomianowym,
jesli jego ztozonosé jest wielomianowq funkcjq od (Lenght(I), Max(I)).

Zauwazmy, ze dla pewnych probleméw Max(I) jest ograniczona przez wielo-
mianowa funkcje od Lenght(I), np. jedyna liczba wystepujaca w wejsciu dla pro-
blemu kliki jest liczba J ograniczajaca rozmiar kliki, ktéra nie moze by¢ wieksza
niz liczba wierzchotkoéw rozwazanego grafu. Przy wejsciu dla problemu spelnial-
nosci w ogoble nie wystepuja zadne liczby, pomijajac ewentualnie liczbe zmiennych
i literalow. co jednak mozemy zignorowaé, poniewaz tego typu liczby sa zawsze
ograniczone przez rozmiar instancji.

Definicja 21.2. Mowimy, ze problem jest nicliczbowy, jesli istnieje wielomian p,
taki, ze Max(I) < p(Lenght(1)), gdzie I oznacza instancje problemu. W przeciw-
nym przypadku mowimy, ze problem jest liczbowy.

Dla probleméw nieliczbowych algorytmy pseudowielomianowe oraz wielomia-
nowe sa tozsame. Sposob szesciu podstawowych problem NP-zupelnych jedynie
problem podziatu jest problemem liczbowym. Innym przyktadem problemu nie-
liczbowego jest problem sumy podzbiorow.

Obserwacja 21.3. Jesli P # NP, to kazdy NP-zupetny problem nieliczbowy nie
jest rozwigzywalny za pomocq algorytmu pseudowielomianowego. |

Definicja 21.4. Mowimy, ze problem Q jest silnie NP-zupetny, jesli istnieje wielo-
mian p, taki ze problem Q' powstaty z zacie$nienia instancyi I do takich instancyi,
ze Max(I) < p(Lenght(I)) jest problemem NP-zupetnym.

Problemy silnie NP-zupelne to problemy, ktore przy wielomianowym ograni-
czeniu liczb wystepujacych w ich opisie pozostaja NP-zupelne.

Obserwacja 21.5. Jesli NP-zupetny problem jest nieliczbowy, to jest tez silnie
NP-zupetny. |
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Obserwacja 21.6. Jesli P # NP, to kazdy problem silnie NP-zupetny nie jest
rozwigzywalny za pomocqg algorytmu pseudowielomianowego. [ ]

Definicja 21.7. Problemem komiwojazera (TSP, travelling salesman problem) na-
zywamy nastepujgcy problem:

Instancja: liczby naturalne dodatnie (odlegtosci) d(i,j) dla i,j5 € {1,...,n} oraz
liczba naturalna dodatnia B.

Pytanie: Czy istnieje cigg (w(1),...,m(n)), taki ze:

—_

n—

(d(m(i), (i + 1)) +d(m(n), (1)) < B?

1

(2

Definicja 21.8. Niech Q) oraz Q' bedg problemami decyzyjnymi. Mowimy, ze pro-

blem Q transformuge si¢ pseudowielomianowo do problemu Q' (ozn. Q <,s @Q'),

jezeli istnieje funkcja f: Do — Dy, taka ze:

1. dla dowolnej instancyi I problemu @) instancja I nalezy do Yg wtedy 1t tylko
wtedy, gdy f(I) nalezy do Yoy,

2. funkcja f jest realizowalna w czasie pseudowielomianowym, tzn. w czasie
p(Maz(I), Length(I)),

3. istnieje wielomian q,, taki Ze dla dowolnego I € Dg mamy

air(Length'(f(I)) = Length(I),

czyli funkcja f nie kurczy ponadwielomianowo instancyt,
4. istnieje wielomian dwoch zmiennych qa, taki ze dla dowolnego I € Dg mamy

Maz'(f(I)) < qo(Max(I), Length(I)),

czyli funkcja f nie powieksza ponadwielomianowo Mazx(I).

Przyklad:

Wejscie: n, Length(n) = log(n).

Wyjscie: logn, Length(logn) = loglogn.

W tym przypadku warunek 3. nie jest spelniony.

Twierdzenie 21.9. Niech problem @ bedzie silnie NP-zupetny i niech problem ¢
bedzie problemem klasy NP. Jesli QQ <,s @', to Q' jest silnie NP-zupetny.

Definicja 21.10. Problemem 3-podzialu nazywamy nastepujgcy problem:

Instancja: skoriczony zbior A mocy 3m, liczba naturalna dodatnia B, dla kazdego
a € A liczby naturalne dodatnie s(a), takie ze £ < s(a) < £ oraz suma elementow
s(a) jest rowna mB. Pytanie: czy istnieje podziat zbioru A na roztgczne podzbiory
S1y -, Sm, takie Ze dla dowolnego j € {1,...,m} mamy > {s(a):a € S;} = B?
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Zauwazmy, ze ze wzgledu na zalozenia dotyczace rozmiaréw kazdy ze zbiorow
S; musi by¢ trojelementowy.

Twierdzenie 21.11. Problem 3-podziatu jest problemem silnie NP-zupetnym. Ml

Definicja 21.12. Problemem zanurzenia grafow nazywamy nastepujgcy problem:
Instancja: grafy G, Gs.
Pytanie: Czy Gy jest podgrafem G17?

Twierdzenie 21.13. Problem zanurzenia grafow jest silnie NP-zupetny.

Dowo6d. Dowod bedzie wynikal z twierdzenia, ktére udowodnimy péznie;j. |

Twierdzenie 21.14 (Edmonds, Matula 1976). Niech Q) bedzie podproblemem pro-
blemu zanurzenia grafow powstatym z zaciesnienia instancji G1 © Gy do drzew.
Wowczas problem Q' jest wielomianowy. [ ]

Zastandéwmy sie nad problemami miedzy problemem zanurzenia a jego powyz-
szym podproblemem.

Twierdzenie 21.15. Niech dany bedzie podproblem @ problemu zanurzenia gra-
fow powstaty przez zaciesnienie instancyi Go do drzew. Wowczas problem () jest
NP-zupetny.

Dowdd. Do zastanowienia sie. Na ¢wiczeniach. (Zauwazmy, ze ten problem za-
wiera jako podproblem problem $ciezki Hamiltona.) |

Zastanowmy sie, co bedzie, jesli G jest drzewem. Wowczas jesli G ma cykl (co
mozna sprawdzi¢ w wielomianowym czasie), to odpowiedZ na pytanie jest nega-
tywna. Przyjmijmy wiec, ze G5 jest lasem. Otrzymamy wiec nastepujacy problem:
Instancja: drzewo (G oraz las Gs.

Pytanie: czy graf G5 jest podgrafem grafu G,?

Twierdzenie 21.16. Powyzszy problem jest silnie NP-zupelny.

Dowéd. Pokazemy, ze problem 3-podziatu transformuje sie pseudowielomianowo
do powyzszego problemu.

Wejscie: instancja 3-podzialu. Wyjscie: drzewo (G oraz las G, takie ze G jest
podgrafem (7 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odpowiedni 3-podzial.
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Gq Go

N 0 SR O A

B B B s(a1) s(az) s(as) s(am)
1 2 3 m

Drzewo G, sktada sie z m $ciezek po B + 1 wierzchotkow kazda potaczonych
w dodatkowym wierzchotku. Las G5 sklada sie z gwiazdy K, oraz 3m Sciezek po
s(a;) wierzchotkow kazda.

Zauwazmy, ze przy zanurzeniu lasu G w drzewo Gy S$rodek gwiazdy musi
przej$¢ w wierzchotek grafu Gy o maksymalnym stopniu. Latwo zauwazyé¢, ze
3-podzial istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zanurzenie grafu Go w graf
(G1. Oszacujemy teraz czas transformacji.

Length(I) = iz";z{ﬂog@(aim},

Length(£(I)) > f’z"flms(ai)ﬂ},

co oznacza ze transformacja nie dziatla w czasie wielomianowym. Dziala nato-
miast w czasie pseudowielomianowym, bo zalezy wielomianowo od m i B, a wiec
spelniony jest warunek 2.; taczna liczba wierzchotkéw w grafach G i Gy wynosi
2(mB+1), czyli zachodzi warunek 3.; warunek 4. rowniez jest spetniony, poniewaz
liczby w konstruowanej instancji sa ograniczone, bo wtasciwie nie ma tam liczb. l

Whiosek 21.17. Problem zanurzenia grafow jest silnie NP-zupetny. |



22. Problemy optymalizacyjne

Dotychczas mieliSmy do czynienia z problemami decyzyjnymi, czyli takimi, na
ktore odpowiedz jest postaci ,tak” lub ,nie”. Szersza klasa probleméw sg problemy
optymalizacyjne, czyli takie, w ktorych sposréd mozliwych rozwiazan musimy zna-
lez¢ takie, ktore jest optymalne w jakims sensie. Zwykle dotyczy to maksymalizacji
lub minimalizacji pewnej funkcji. Zeby zastosowaé dotychczasowa teorie do pro-
bleméw optymalizacyjnych musimy przerobié¢ je na problemy decyzyjne. Zwykle
polega to na narzuceniu ograniczenia na optymalizowana wartos¢. Nie szukamy
juz wtedy wartosci optymalnej, a odpowiadamy na pytanie, czy istnieje co naj-
mniej tak dobre rozwiazanie, jak podaliSmy w instancji problemu decyzyjnego.
Kazdy problem optymalizacyjny mozemy przerobi¢ na odpowiadajacy mu problem
decyzyjny.

Definicja 22.1. Maszyng Turinga z wyrocznig nazywamy maszyne Turinga z do-
datkowym podprogramem, ktory dla ustalonego problemu rozwigzuje go w czasie
statym.

Definicja 22.2. Mowimy, ze problem Q1 transformuje sie wielomianowo w sensie
Turinga do problemu Qo (0zn. Q1 <t Q2), jesli istnieje maszyna Turinga z wy-
roczniq dla Qo, ktora rozwigzuje problem Q)1 w czasie wielomianowym.

Jaki jest zwiazek miedzy transformacja w sensie Turinga, a transformacja wielo-
mianowa?’

Cwiczenie: sformulowaé¢ alternatywna definicje klasy NP oraz klasy probleméw
NP-zupelnych.

Definicja 22.3. Mowimy, ze problem Q) jest problemem NP-trudnym, jesli istnieje
NP-zupetny problem (), taki ze Q' <1 Q.

Definicja 22.4. Mowimy, ze problem @ jest problemem NP-tatwym, jesli zachodzi
Q<r Q'

109
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Problemy NP-tatwe sa podobng klasg probleméw, co problemy NP z tg réznica,
ze nie musza by¢ problemami decyzyjnymi.

Transformacja wielomianowa w sensie Turinga stuzy do poréwnywania trudno-
Sci obliczeniowych problemoéw optymalizacyjnych.

Przyktad. Problem pokrycia wierzchotkowego. Wersja decyzyjna: szukamy pokry-
cia mocy co najwyzej k. Wersja optymalizacyjna: szukamy pokrycia minimalne;j
mocy.

Do domu: poréwnaj problem pokrycia wierzchotkowego w obu wersjach.

Jesli problem optymalizacyjny jest NP-trudny np. dlatego, ze jest decyzyjna
wersja jest NP-zupelna, to sensownym z praktycznego punktu widzenia podej-
Sciem dla rozwiagzywania problemu dla duzych instancji jest szukanie rozwigzan
przyblizonych i stosowanie algorytmoéw aproksymacyjnych. Interesuja nas algo-
rytmy szybkie, to znaczy dzialajace w czasie wielomianowym, o jak najlepszym
stopniu przyblizenia rozwiazania znajdowanego do rozwiazywania optymalnego.
Podstawowa metoda mierzenia jakosci rozwiazania przyblizonego jest tak zwany
wspotezynnik efektywnosci przyblizenia.

Definicja 22.5. Niech n bedzie kosztem instancji problemu optymalizacyjnego.
Niech C' bedzie kosztem obliczonym przez algorytm aproksymacyjny i niech C*
bedzie rozwigzaniem optymalnym. Mowimy, ze wspolczynnik efektywnosci przy-
blizenia (stala aproksymacyi) jest ograniczony przez funkcje r(n), jesli zachodzi
max{5, &} <r(n).

Zauwazmy, ze max{%, % = % dla probleméw minimalizacyjnych oraz ze
max{%, %} = CQ dla probleméw maksymalizacyjnych. Zauwazmy, ze algorytm

optymalny osiaga zawsze r(n) = 1. Chcemy, aby r(n) bylo niewielkie. Zwykle

chcemy, aby 7(n) bylo stala niezalezna od n i bliska 1. Dla niewielu problemow

NP-trudnych udato sie znalezé dobre w tym sensie strategie aproksymacyjne.

Przyklad. Problem komiwojazera. W problemie komiwojazera kosztem jest dtu-

gos¢ drogi d. Zalozmy dodatkowo, ze d(u,v) = d(v,u) oraz ze zachodzi nieréwnosé

trojkata: d(u,v) < d(u, w)+d(w,v). Odnotujmy, ze przy tych zatozeniach problem
komiwojazera nadal jest problemem NP-zupelnym, bo problem cyklu Hamiltona
nadal jest podproblemem tej wersji problemu komiwojazera.

Algorytm aproksymacyjny dla problemu komiwojazera:

Wejscie: G = (V, E) graf niezorientowany z wagami (kosztami) krawedzi d(u, v).

Wyjscie: permutacja wierzchotkéw (droga komiwojazera).

1. r - dowolny wierzchotek (korzen).

2. T - zbior krawedzi tworzacych minimalne drzewo rozpinajace o korzeniu r (np.
algorytm Prima-Jarnika, to jest to nieskomplikowany, wielomianowy algorytm
zachlanny, ale nie bedziemy go tutaj podawac).

3. L - lista wierzchotkéw w kolejnosci przegladu preorder drzewa T', co oznacza,
ze kazda krawedz pojawia si¢ dwukrotnie.
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4.

D.

P - lista L po usunieciu wierzchotkéw powtarzajacych sie, czyli na $Sciezce L
wykonaj skroty omijajace wierzchotki juz odwiedzone.

Zwroe P.

Zlozonosé powyzszego algorytmu jest wielomianowa i wynosi ©(n?).
Twierdzenie 22.6. Dla podanego powyzej algorytmu stata aproksymacyi jest
nie wieksza niz 2.

Dowo6d. Oznaczmy przez d(A) sume kosztow krawedzi nalezacych do zbioru
A < E, a przez H optymalng droge komiwojazera. Zauwazmy, ze zachodzi
d(T) < d(H), bo przyktadowe drzewo rozpinajace powstaje z usuniecia jednej
krawedzi z drogi komiwojazera. Zatem minimalne drzewo rozpinajace nie moze
by¢ dtuzsze. Zauwazmy, ze d(L) = 2d(T), co z nieréwnosci trojkata daje nam
d(P) < d(L). Ostatecznie otrzymujemy c¢(P) < 2¢(H). [
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