Praca sity (catka krzywoliniowa), sity zachowawcze
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Ty gdzie i y wyrazone sg w

metrach. Oblicz prace, ktéra wykona ta sita na odcinku pomiedzy punktami (3m, 4m) i (8 m, 6 m).

—
Czagstka porusza sie na ptaszczyznie xy pod dziataniem sity F(:B, y) =50N - m?

43.

Czastka porusza sie po krzywej y(z) = 10m - [1 + cos((],l m~!- m)] od punktu £ = 0 m do @ = 107 m, pod wplywem
stycznej sity o zmiennej wartosci F'(z) = 10N - sin((],l m!- :B) Jaka prace wykonata sita?

W obu zadaniach mamy policzy¢ prace zmiennej sity wykonang przy przemieszczeniu ciata (w zad. 42. wzdtuz
prostoliniowego toru — odcinka, w zad. 43 po krzywej). Korzystamy z najogdlniejszej definicji pracy (catka
krzywoliniowa):

w = f F(#)°d?
W zad. 42. znamy wektor sity F= (Fx, E,) , mamy wigc catke krzywoliniowa z pola wektorowego, ktérym jest pole sity
F (tzw. catke skierowang/zorientowang):
W = fﬁ(?)w = f(dex+ F,dy)
Zasadniczo nie mozna podzieli¢ tej catki na sume dwéch (po x i y) — x i y moga by¢ zalezne, zwigzane rdwnaniem
krzywej, po ktorej catkujemy y(x). W naszym przypadku torem jest odcinek miedzy punktami (3,4) i (8,6). Mozemy

znalezé rownanie prostej: y(x) = ax + b, ktdre w oczywisty sposdb wigze zmienne x i y. W takim razie dy = adx.
Mozemy wiec zapisac:

8
f (Fe + aF,)dx
3

Przy czym w funkcji podcatkowej za y wstawiamy ax + b.

Zawsze mozna tez sparametryzowad réwnanie krzywej i uzy¢ wzoru na catke w postaci parametrycznej. Dostaniemy
te samg catke do rozwigzania.

W zad. 43. znamy tylko wartos¢ sity w réznych punktach (o réznej wspétrzednej x), jest to wiec catka z pola skalarnego
(tzw. catka nieskierowana/niezorientowana), ktérg liczymy inaczej:

b
: f F(x,y)ds = f F, yOWT + O/ (0))2dx

Podstawienie za ds by¢ moze Panstwo poznaja jako element dtugosci krzywej o réwnaniu y(x). W naszym przypadku
catka nie bedzie moze nie najtatwiejsza, ale da sie jg obliczy¢. Wynik 257 J w odpowiedziach jest poprawny.

PRZYKLAD 8.5

Zachowawcza czy niezachowawcza?
Ktéra z nastepujacych sit dziatajacych w dwéch wymiarach jest zachowawcza, a ktéra nie? Zatéz, ze a i b to state o
odpowiednich jednostkach:

a. azxy® - i + ayz® - 3’,
b-a[(y? /) - i + 2yIn(z /b) - jl,
az-i+ay-j
z2+y?

SPRAWDZ, CZY ROZUMIESZ 8.5

Dwuwymiarowa sita zachowawcza przyjmuje wartos¢ zero na osi i Yy oraz spetnia warunek
dF, /dy = dF, /dz = (4N /m?*)zy. Jaka jest wartos¢ sily w punkcie = y = 1 m?

W tych zadaniach poznajemy warunki, jakie musi spetnia¢ sita zachowawecza. Tylko dla takiej sity mozemy zdefiniowac
energie potencjalng i tylko w obecnosci takich sit zachowana jest energia mechaniczna (matematyk powie, ze tylko
niektére pola wektorowe sg potencjalne). Fizyczna (najbardziej podstawowa) definicja sity zachowawczej méwi, ze
praca takiej sity nie zalezy od toru (niewazne po jakim torze ciato zostato przemieszczone miedzy punktami A i B, praca



sity zachowawczej jest taka sama). Rdwnowaznie mozemy powiedzie¢, ze praca sity zachowawczej po torze
zamknietym jest O: W=§5ﬁ(?)°d7=0 (symbol catki krzywoliniowej po zamknietym torze zyskuje koétko).
Matematycznie (na podstawie tw. Stokesa, o ktdrym niebawem bedziecie sie Panstwo uczy¢ na Analizie) mozna
warunek zerowania sie catki po zamknietym torze zastapi¢ warunkiem znikania rotacji z sity (rotacja pola wektorowego

jest operatorem matematycznym zdefiniowanym jako iloczyn wektorowy operatora wektorowego nabla: V=

(%,:—y,:—z) i wektora pola): rot 13(7_"’) = 0. Dla sity 2D (zaleznej od x iy) znikanie rotacji oznacza warunek (8.10) w

skrypcie (Podrozdziat 8.2), z ktérego trzeba tutaj skorzystac.

W rozwigzaniu Sprawdz, czy rozumiesz 8.5 trzeba p6js¢ ,,w drugg strone”. Zeby znalez¢ site, trzeba scatkowad:
Fx=f4xydy, Fy=f4xydx

Po scatkowaniu uwzgledniamy statg catkowania, ktéra moze przeciez zaleze¢ od drugiej zmiennej (przy catkowaniu po
dy, stata jest funkcjg x i odwrotnie). Te state trzeba znalez¢ z warunkdéw, ktére podano w tresci zadania: ﬁ'(O, y) =
ﬁ(x, 0) = 0, obie state wiec znikajg. Ostatecznie wektor sity: I?'(x, y) = (2xy?,2x%y)

Zad. 27 i 73 (obliczanie sity na podstawie energii potencjalnej i odwrotnie)
Zadania o bardzo duzym fizycznym znaczeniu. Dla sit zachowawczych mozemy zdefiniowaé energie potencjalng. Jak?
Energia potencjalna jest réwna pracy, jaka sita zewnetrzena musi wykonac, aby ciato przenies¢ z pewnego punktu
referencyjnego (w ktérym przyjmujemy okreslony poziom odniesienia dla energii, najczesciej 0, bardzo czesto w
nieskonczonosci) do danego punktu w przestrzeni, w ktéorym energie potencjalng chcemy okresli¢, przeciwdziatajac
sile pochodzacej od pola. To jest definicja energii potencjalnej. Czyli:

T

E,=- fﬁ(?)°d?
ref

Znak ,,—" wyraza, ze mamy liczy¢ prace sity zewnetrznej (przeciwko polu, 13'2 = —ﬁ(?)). Prosze zwrdci¢ uwage, ze
energie potencjalng mozemy zdefiniowac tylko z doktadnoscig do pewnej statej (warto$¢ w punkcie referencyjnym).
Wiekszy fizyczny sens ma miana energii potencjalnej (punkt odniesienia sie odejmuje).
Mozemy znalez¢ relacje odwrotng (operatorem odwrotnym do catki krzywoliniowej jest operator gradientu —
wektorowy operator nabla dziatajgcy na funkcje skalarng):

F(#) = —grad E,
Wszystko wiemy. W naszych zadaniach mamy tzw. pola centralne — sita zalezy jedynie od odlegtosci x, r od centrum
(zrédta) pola. Jest to wiec de facto przypadek 1D.

b dE 12 6b
Ep(x)=—x;:2+; - F(x):—d—;’=—x—lg = (1)
D
b
F(r)=br* - E,(r)= —fF(r)dr=—Zr4 (E(P) =0)
P

Warunek rownowagi to oczywiscie warunek zerowania sie sity (a wiec zerowania 1. pochodnej energii potencjalnej —
whniosek: ciato pozostaje w rGwnowadze w punkcie, w ktérym energia potencjalna ma ekstremum; réwnowaga bedzie
trwata w minimum, nietrwata —w maksimum E, (x)).

Energia potencjalna dana wzorem (1) ma duze znaczenie w chemii molekularnej — bardzo czesto uzywana jest do
modelowania energii wigzania molekuty skladajacej sie z dwdch atomoéw. Kazdy atom wytwarza wokot siebie pole o
takiej energii, druga z czagsteczek znajduje sie w odlegtosci, dla ktdrej energia ma minimum (to jest wtedy dtugos¢
wigzania). Taka postac energii nazywa sie energig typu Lennarda-Jonesa (albo energig 12-6, wyrazajac tym jakie
wyktadniki przy x model zaktada). Na wspélnym wykresie przedstawiam Ej,(x) oraz F(x) (dla przyktadowych
parametréow a i b):
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Widac¢ wyraznie, ze w miejscu, gdzie E, (x) ma minimum (fioletowa krzywa), F (x) przechodzi przez 0 (zielona krzywa).
Dla potozeri ,na lewo” od minimum Ej,(x) sita jest dodatnia (ma charakter odpychajacy, od Zrédta oddziatywania w
x = 0 do potozenia réwnowagi), ,na prawo” od minimum E),(x) sita jest z kolei ujemna (oznacza przycigganie do
punktu réwnowagi). Z takich wykresdw mozna wiele powiedzie¢ o oddziatywaniu ciat.

Skoro wiemy juz tak duzo, to jeszcze pokazmy, ze energia potencjalna grawitacji (w poblizu powierzchni Ziemi)
rzeczywiscie wynosi mgh:

h
Ep=—f —-mg dy = mgh
0



