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Rozdzial A

Wprowadzenie

W tej czesci przedstawiamy najbardziej podstawowe definicje.

Definicja A.1 (Krysztat). Rodzaj ciata statego o wysokim uporzqdkowaniu jednostek strukturalnych (atomow,
molekut, jonow, etc.) i anizotropowych wlasnosciach fizycznych

Definicja A.2 (Krysztal). W budowie zewnetrznej charakteryzuje sie ptaskimi Scianami o ksztatcie wielokqtow
(monokrysztal < polikrysztatl: skltada sie z monokrysztatow).

Definicja A.3 (Krysztal periodyczny). Wykazuje periodycznosé w utozeniu jednostek strukturalnych.

Definicja A.4 (Symetria). Przeksztatcenie, pod wplywem ktorego obiekt zachowuje swdj stan (ksztalt, orientacje,
rozmiar itd.). Jezeli obraz przedmiotu wzgledem danego przeksztatcenia doktadnie pokrywa sie z przedmiotem
(sq nierozroznialne), to mowimy, ze przedmiot ma symetrie tego przeksztatcenia (jest inwariantny, czyli nie-
zmienniczy wzgledem tego przeksztalcenia).

Definicja A.5 (Krystalografia). (gr. kpvoTad\o( - 16d, krysztat gorski (minerat), krysztal + ~ypopeiv [~ popw
- pisac/pisze¢) Dziat nauki poSwiecony badaniom struktury (atomowej) krysztatow i molekut i ich wlasciwosci.
Jest to nauka interdyscyplinarna (mineralogia, chemia, fizyka, matematyka, biologia, metalurgia, inzynieria
materiatowa, ... ).

Definicja A.6 (Krystalografia klasyczna). Zajmuje sie krysztatami periodycznymi.

Definicja A.7 (Struktura krystaliczna).

Struktura krystaliczna = sie¢ krystaliczna + baza atomowa

a pY

obiekt matematyczny obiekt fizyczny

Definicja A.8 (Sie¢ krystaliczna). Zbior punktow powigzanych relacjami symetrii (jest niekoniecznie perio-
dyczna)

Definicja A.9 (Baza atomowa). Wyrdzniona grupa atoméw (molekul, jonéw), za pomocq ktorej mozna odtwo-
rzyc catq strukture.



Rozdzial B

Sie¢ krystaliczna (periodyczna)

Spis tresci

B.1 Podstawowedefinicje . .. ... ... ... ... .. o e 4
B.2 Elementy symetrii . . . . . . . .. ittt e e e e e e e e e 6
B.3 Kombinacje elementow symetrii . . . . . . ... .. 000 ol 9
B.4 32 grupy punktowe w 7 ukladach krystalograficznych . . . . .. ... ... ... ... 9
B.5 14typowsieciBravais . . . . . . ... .. e 11
B.6 Grupyprzestrzenne . . . ... ... . . .. ittt e e 12

B.1 Podstawowe definicje

Definicja B.1 (Sie¢ Bravais (Bravais’go)). Dyskretny nieskoriczony zbiér punktow (przestrzen afiniczna), taki
ze przy obserwacji uktadu z dowolnego punktu wzajemne rozmieszczenie punktow uktadu i ich orientacja sq
doktadnie takie same (nie ma wyréznionych punktow)

Definicja B.2 (Sie¢ Bravais (inna definicja)). Zbior wszystkich punktow przestrzeni, ktorych wektory wodzqce
majq postac:

£=n1a + nab + nsé (B.1)

gdzie: @, b, C- tzw. wektory podstawowe sieci (ang. lattice vectors); ich diugosci nazywamy parametrami (albo
statymi) sieci.
ni, ng, na - liczby catkowite (indeksy Weissa).

Uwaga B.1. Sie¢ Bravais (matematycznie) jest to wiec nieskoniczona sie¢ punktow:
oo
T(f)=>_ 6(F—1) (B.2)
n1,n2,n3=-00
gdzie: delta Diraca § # 0 tylko w punktach 7 = £.

Obserwacja B.1. Z powyzszych definicji sieci Bravais wynika jej translacyjna niezmienniczo$¢ (symetria).




Chapter B Sie¢ krystaliczna B.1 Podstawowe definicje

Przyklad B.1 (Struktura plastra miodu). Sam plaster miodu (czarne punkty) nie jest siecig Bravais (rozwazmy
np. sgsiadow punktu B). Po dolozeniu centrowania (czerwone punkty) plaster staje sie siecig Bravais (punkty
A iB stajg sie nierozrdznialne).

Rysunek B.1

Definicja B.3 (Komorka elementarna). ,Cegietka’, dzigki ktorej mozna odtworzy¢ calq strukture za pomocq
symetrii translacyjnej (krysztaly periodyczne). Proste struktury - kilka, kilkanascie atomow; zwiqzki miedzy-
metaliczne - kilkaset, kilka tysiecy atomow (np. B — Mg, Alz); makromolekuty (biatka) - podobnie. Wypetnia
przestrzen po dokonaniu wszystkich translacji z pewnego podzbioru wektoréow sieci Bravais.

Przyklad B.2 (Arbitralny wybdor komoérki elementarnej). K. el. w prawym gérnym rogu zawiera 2 wezly
sieci, pozostale wybory zawierajg 1 wezel.

Rysunek B.2

Definicja B.4 (Komoérka prymitywna). Dowolnie wyrdzniona objetosé w przestrzeni, ktdra po translacji o wszyst-
kie wektory sieci Bravais, bez luk i obszaréw przekrywania sie wypetnia catkowicie przestrzen. Zawiera tylko 1
wezel sieci.

Przyklad B.3 (Sie¢ prostokatna z centrowaniem). Wybor k.el. i k.p. jest arbitralny. Na k.el. zawsze lepiej
widac wszystkie elementy symetrii niz na k.p.

k.p.

k.el.

Rysunek B.3



Chapter B Sie¢ krystaliczna B.2 Elementy symetrii

Definicja B.5 (Komorka Wignera-Seitza). Jest to komérka prymitywna, ktéra zawiera wszystkie elementy sy-
metrii sieci; powstaje z polqczenia linii na przecieciu plaszczyzn wystawionych w potowie odlegtosci miedzy
najblizszymi sqsiadami prostopadle do odcinka ich tgczgcego.

Rysunek B.4

Przyklad B.4 (Dekoracja). Przyklady dekoracji atomowej komorki elementarne;.
2D kwazikrysztat

A A

e

B
A A

komérka kwadratowa,
z baza 2-atomowa

¥

2 jednostki strukturalne

(lub wiecej)
Rysunek B.5

Rysunek B.6

B.2 Elementy (operacje) symetrii (punktowych)

B.2.1 Translacja (tylko krysztaly periodyczne)

7 =3a+2b

Wektor translacji zawsze da sie ztozy¢ z wektoréw ba-
zowych (kombinacja liniowa).

B.2.2 Srodek symetrii (ang. inversion center), ozn. C

L (B.3)

Moze wystepowac¢ tylko 1 §rodek symetrii, najwygod-
niej przyja¢ go w punkcie 7 = 0.

Rysunek B.8



Chapter B Sie¢ krystaliczna B.2 Elementy symetrii

B.2.3 Plaszczyzna odbicia (ang. mirror plane), ozn. m

T Py
Tn — —Tn (B4) y
/,/ i
(gdzie vy, = {w,y, 2}, np. = — —2, wtedy m jest w pl. L B =0
xy, czyli jest L 2) P (2, y,-2)
Rysunek B.9

B.2.4 Osie symetrii (obroty wlasciwe, ang. symmetry axis), ozn. X,

< oS symetrii k-tej
krotnosci

k=—, aby A=A (B.5) o A
v il </)X.A//

(dyskretne obroty)

Rysunek B.10
05 1-krotna (X1): ¢ = 360° (tozsamos¢, ozn. 1)
0§ 2-krotna (X2): ¢ = 180° = plaszczyzna symetrii jest ztozeniem $rodka symetriiiosi X5 (Rys. B.11).

A A o$ 2-k

. All

‘A" A’ A

Rysunek B.11

05 3-krotna (X3): o = 120°
0§ 4-krotna (Xy4): ¢ = 90°
05 6-krotna (Xg): o = 60°

Plaszczyzna prostopadta do osi symetrii musi daé sie pokry¢ (bez przekrywania i bez dziur) figurami o 1, 2, 3,
4 lub 6 bokach, odpowiednio.

X2 X3 X6

Rysunek B.12: Oznaczenia miedzynarodowe (z Tablic Krystalograficznych) osi symetrii.

Uwaga B.2.

RS
Vv
S




Chapter B Sie¢ krystaliczna B.2 Elementy symetrii
Uwaga B.3.
= 0

2-}ﬂ-cosg02’ﬂ = COS(,OZ%

360° 1
k=5: o= 3 =72° = 008720%0,309<§
1
Rysunek B.14 np.k=3: ¢=120° = cos120° =sin30° = 5
Uwaga B.4. (inny dowdd)
5 27
= T — =TT — —
= v 90 k
t_‘// t’ , . .
Aby pokry¢ plaszczyzne m-wielokgtami (m € Z):
ﬁ 2n 2 = L1 1 = 2+ 1
m-\m— — = 4T — - = — m = -
s k 2 kK m k—2
1
Rysunek B.15 k=5: m= 35 ¢ Z
k>6: m¢Z

B.2.5 Osie inwersyjne (obroty niewlasciwe, ang. rotoinversion axis), ozn. X

X=X+C

Jest to przyklad tzw. compound symmetry operation (przeksztalcenia symetryczne II rodzaju), bo prowadza do
powstawania motywow nieprzystajacych (np. prawa reka — lewa reka). Dwie operacje symetrii sa dokony-
wane jednoczesnie, co prowadzi do nowej operacji symetrii, a poszczegblne etapy sa tracone. (Osie wiasciwe
sg przeksztalceniami I rodzaju, motyw jest zachowany.)

Rysunek B.16: Definicje i graficzne przedstawienie osi inwersyjnych oraz symbole miedzynarodowe.

Obserwacja B.2. O$ 4 nie jest tozsama ze zlozeniem 4/m, w tym sensie 0é inwersyjna 4 jest nowym elemen-
tem symetrii. Podobnie o$ 6 nie oznacza 3/m, a nierozréznialne zlozenie 3 + m (3.Lm).

B.2.6 Rotoreflection axes (nic nie wnosza)

S.=Xp4+m = Si=m; So=1; S3=6; Su=4; Sg=3

Uwaga B.5. Mamy wiec 5 osi wlasciwych + 5 osi inwersyjnych = 10 elementéw symetrii (punktowych).

8



Chapter B Sie¢ krystaliczna B.3 Kombinacje elementéw symetrii

B.3 Kombinacje elementéw symetrii

Mamy 22 dozwolone kombinacje elementow symetrii, czyli takie, ktére maja ceche oryginalnosci (bez powta-
rzania elementéw symetrii). Np. 3/m = 6 jest przykladem kombinacji, ktéra nie jest oryginalna.

Zasady (Wystepowanie dowolnych dwdch elementéw symetrii z danej zasady implikuje wystepowanie
trzeciego):
I: 0§ symetrii parzystokrotna (X, dla p = 2,4, 6)
plaszczyzna symetrii 1 do X, (czyli m,)
$rodek symetrii w punkcie przeciecia X, i m),
II: 2 wzajemnie prostopadle ptaszczyzny symetrii
0§ Xy wzdtuz przeciecia ptaszczyzn

Whnioski:
« jezeli na osiach nieparzystokrotnych (X;, X3) lezy $rodek symetrii, to staja sie one jedynie osiami
inwersyjnymi (nic nowego);
« jezeli do osi parzystokrotnych dodamy inwersje, to pojawi sie plaszczyzna symetrii prostopadta do osi.

B.4 32 grupy punktowe w 7 ukladach krystalograficznych
5 osi 4 5 osi inwersyjnych + 22 kombinacje = 32 elementy symetrii (prowadzace do grup punktowych)

Definicja B.6 (Grupa punktowa). Jest to zbior (zespot) wszystkich mozliwych operacji symetrii (w potgczeniu
z translacjq sieciowq), ktore pozostawiajq uktad niezmienniczy.

Stosujemy oznaczenia miedzynarodowe (z Tablic Krystalograficznych) Hermanna-Maguina.

Tabela B.1: 32 grupy punktowe w 7 uktadach krystalograficznych

# | Kombinacja Oznaczenie Uklad Charakterystyczne
el. symetrii! miedzynarodowe? | krystalograficzny?® el. symetrii

1 | Xy 1 trojskosny brak el. symetrii

2 | C 1 (triclinic) (2) lub tylko $rodek symetrii

3 |m m jednoskosny 0§ 2-k

4 | Xy 2 (monoclinic) lub pt. symetrii

5 XQTTLC 2/m (3)

6 | 2mXo mm2 rombowy trzy osie 2-k lub

7 | 3Xs 222 (orthorhombic) jedna o$ 2-k wzdluz przeciecia

8 | 3X23mC %%% (mmm) (3) dwoch L pt. (zasada II)

9 | Xy 4




Chapter B Sie¢ krystaliczna

B.4 32 grupy punktowe w 7 ukladach krystalograficznych

10 | X44X, 422

11 | z4mC 4/m tetragonalny o$41lub4
12 | z44m dmm (tetragonal) wzdluz kierunku z
12 | X44X256mC 422 (4 /mmm) (7)

14| Xy=X4+C 1

15 | X42X52m 42m

16 | X3 3 trygonalny

17 | X33X> 32 (romboedryczny) 0$3 | =z

18 | X33m 3m f (rhombohedral)

19 | Xsm=6 6 heksagonalny 086 || z

20 | X33Xo4m 62m (hexagonal) ’\

21 | X3=X3+C 3 & (5) lubo$ 3| 2
22 | X33X93mC 32 (3m)

23 | X 6 J

24 | X66Xo 622

25 | XgmC 6/m (7) lubo$6 | 2
26 | Xgbm 6mm

27 | X66X27mC £ 22 (6/mmm)

28 | 4X33X> 23

29 | 4X33X23mC %g (m3) regularny cztery osie 3-k
30 | 3X44X36X, 432 (cubic) wzdluz przekatnych sze$cianu
31 | 3X44X36m 43m (5)

32 | 3X44X36X29mC | 232 (m3m)

1 grupy s uporzadkowane w kolejnosci wg rosnacej symetrii
2 w notacji Hermanna-Mauguin; w nawiasie podano oznaczenie uproszczone

3

ang. crystal system; w nawiasie podano liczbe grup punktowych w danym ukladzie

Dyskusja:
1. Grupa #7 zawiera trzy osie X7 pod katem 90° wzgledem siebie. Po dodaniu srodka inwersji powstaja 3
plaszczyzny prostopadte do si (Zasada I), co w efekcie daje grupe #8.
2. Od grupy #9 wystepuja elementy wysokiej symetrii (osie X3, X4, Xg itd.)
3. Najwyzej symetryczne elementy sa zawsze ostatnie w tabeli dla danego ukladu krystalograficznego
(reprezentuja dany uktad)

10



Chapter B Sie¢ krystaliczna

4. Wiemy, ze dodajac do osi X3 (grupa #16) inwersje dostajemy o$ inwersyjna (grupa #21). O$ inwersyjna
X 3 zachowuje symetrie osi X3 oraz $rodka symetrii, dlatego do osi X 3 mozemy dodaé 3 osie X5 lezace
w plaszczyznach prostopadtych do X3, ale ze wzgledu na érodek symetrii, dodajemy jeszcze 3 pionowe
plaszczyzny symetrii, prostopadte do osi Xo. Kompletny uklad elementow symetrii X33X23mC daje

B.5 14 typow sieci Bravais

grupe #22 (o najwyzszej symetrii w uktadzie trygonalnym).

B.5 14 typow sieci Bravais

Mamy 7 ukladow krystalograficznych o tzw. sieci prostej (typu P), z 1 wezlem tylko w naroznikach wielo-
$cianu (komorki elementarnej). Dla niektorych rodzajéw komoérek mozliwe jest dodatkowo centrowanie na
$cianach (typ F'), na podstawach (typ C') lub w srodku (typ I). Wyréznia sie tez centrowanie w ukladzie rom-
boedrycznym (typ R). W polaczeniu z 32 grupami punktowymi otrzymujemy tzw. proste grupy przestrzenne

(jest ich 73).

NN
I
N

Rysunek B.17: Oznaczenia katéw i wektoréw rozpinajacych komorke elementarng.

Tabela B.3: 14 typow sieci Bravais (7 ukladéw krystalograficznych + centrowanie)

Uklad Charakterystyka | Komorki elementarne Bravais
krystalograficzny
Troéjskosny a#b#c
(triclinic) a#B#y
Jednoskosny a#Zb#c
(triclinic) a=5=90°
B#90
Rombowy a#b#c
(orthorhombic) a=p=~=090°

11




Chapter B Sie¢ krystaliczna

B.6 Grupy przestrzenne

Tetragonalny a=b#c
(tetragonal) a=p=~=090°
Romboedryczny a=b=c
(rhombohedral) a=L0=~v#90°
Trygonalny a=b#c
(trigonal) a=p=90°
(rhombohedrally v = 120°
centered hexagonal) | (jak heksagonalny)
Heksagonalny a=b#c
(tetragonal) a=p=90°

v = 120°
Regularny a=b=c
(cubic) a=p=~=090°

A!’v/"g

5

Pm3m Fm3m
sc fcc
(simple cubic)  (body-centered cubic) (face-centered cubic)
lub ccp
(cubic close packed)

B.6 Grupy przestrzenne

Do przeksztalcerr punktowych (dajacych 32 grupy) dokltadamy translacje niesieciowe, dajace tzw. strukturalne
elementy symetrii (symetrie w wewnetrznej budowie krysztalow), co prowadzi do 230 grup przestrzennych.

B.6.1 Osie srubowe (ang. screw axis)

Xs:X"‘tSa

:%t, s=1{0,1,2,...,X —1}

12




Chapter B Sie¢ krystaliczna B.6 Grupy przestrzenne

Mamy osie (ponizej oznaczenia dla niektérych przypadkow podano symbole):
21 3 32 41 42 43 61 62 63 64 65

! A A % o @

Przyklad B.5 (O$ §rubowa 21). Wektor translacji niesieciowej jest %t (s=1dlaX =2).

Rysunek B.18

Przyklad B.6 (O$ srubowa 31). Wektor translacji niesieciowej jest %t (s =1dla X = 3)itd.
B.6.2 Plaszczyzny poslizgu (ang. glide planes)
1
mg=m+g, g=5t

- osiowe: translacja wzdhuz osi krystalograficznych (o wektor %d’ — ozn. a, 0 %5 — b,lubo %E’ —c)

1t
(@] X—> 0
z ; [~ 1
V( ( p}.p/ogﬁua
i o

1
5t

Rysunek B.19: Plaszczyzna poslizgu a.

L]
e
©
=
o
=)
=
o
=
o

—~

o

N

s

,
~

-t

=

o

B

<5

©
Q.
o
o
»
[
=
e
=3
o
Iy
o
N.
2.
o
oD
Q.
£
&
P}
a.
£
o
=
%
o
=
o~
=

N

8l
ST
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Chapter B Sie¢ krystaliczna B.6 Grupy przestrzenne

Przyklad B.7. Plaszczyzny poslizgu w ukladzie rombowym (Rys. B.20).

Qy
S

T d
\A a_E n
2
— | (001)
b
3 b
- :
c
b
a
a c n d
| (010)
AC
2
bté
2
b+e d
4
Rysunek B.20

B.6.3 Wlasciwosci grup przestrzennych

Z symbolu grupy przestrzennej zawsze da sie odczyta¢ symbol grupy punktowej wg schematu: X; — X;
mg — m; symbol sieci pomijamy. Np. grupa #185: 63cm — 6mm.

Definicja B.7 (Polozenie Wyckoffa). Zbior potozer rownowaznych, tj. niezmienniczych wzgledem grupy syme-
trii (grupy przestrzenne zawierajq nie tylko pozycje weztow sieci).

Definicja B.8 (Krotno$¢ polozenia (ang. multiplicity)). Liczba mozliwych wystgpieri pozycji w komoérce ele-
mentarnej.

Definicja B.9 (Polozenie ogdlne (ang. general position)). Ma symetrie punktowq (ang. site symmetry) 1, tzn.
najwyzszq mozliwg krotnos¢ w danej grupie. Dla sieci P: krotno$¢ jest rowna rzedowi grupy punktowej; dla sieci
1, C, F': krotnosé jest rowna rzedowi grupy punktowej pomnozonemu przez liczbe weztow sieci przypadajgcych na
komoérke elementarng (czyli 2, 3 lub 4, w zaleznosci od typu sieci). Potozenie ogolne nie lezy na zadnym elemencie
symetrii.

Definicja B.10 (Polozenie specjalne (ang. special position)). Majq mniejszq krotnosé, bo dwa lub wigcej elemen-
tow symetrii dla tych polozen prowadzi do tego samego punktu (site symmetry wyzsza niz 1).

Definicja B.11 (Rzad grupy punktowej (ang. order)). Rzedem grupy nazywamy liczbe elementow grupy; w
przypadku grupy punktowej bedzie to liczba elementow symetrii wystepujqcych w danej grupie. Np. dla gr. #22 z
Tabeli B.1rzqd wynosi 12 (jest to jednoczesnie krotnosé potozenia ogélnego), bo grupa ta ma o$ X3 (to juz daje rzqd

14



Chapter B Sie¢ krystaliczna B.6 Grupy przestrzenne

= 3, bo 0§ moze wystgpowaé wzdtuz 3 kierunkéw osi x,y, z') oraz 3 osie Xo | X3 (rzqd = 3 + 3) i 6 plaszczyzn
zawierajgcych o$ X3 i dwusieczne kqtow miedzy osiami Xo (rzqd = 3 + 3 + 6 = 12); inaczej rzqd grupy #22
wynosi 4n, gdzien = 3 dla osi X3, bo mamy n ze wzgledu na os oraz mnoznik 22, bo 2 dodatkowe elementy
symetrii. Natomiast grupa #18 ma tylko 0§ X3 oraz 3 plaszczyzny przechodzqce przez te o$ (rzqd = 3 + 3 = 6);
tutaj rzqd jest rowny n - 2%, bo mamy tylko 1 dodatkowy element symetrii.

Definicja B.12 (Komoérka asymetryczna (ang. assymetric unit)). Najmniejsza cze$¢ komorki elementarnej, przy
pomocy ktorej mozna odtworzy¢ calqg komorke na podstawie wszystkich operacji symetrii. Zawiera petng infor-
macje o strukturze krysztatu.

'grupa obrotow jest grupa cykliczna, tzn. odtwarzajaca si¢ wg schematu g” = e, gdzie g - elementy grupy, e - tozsamosé, ktorej
rzad wynosi n; dla osi X3 mamy n = 3

15



Rozdzial C

Przestrzen prosta (ang. real space)

Spis tresci

C.1 WskaznikiMillera . . . .. .. .. ... e e 16
C.2 Rzutstereograficzny . . . . . . . . . . . . e e e e 18
C.3 Geometria sieci krystalicznej . . . . .. ... ... ... oo o L., 20

C.1 Wskazniki Millera

- prosta sieciowa (ang. lattice line, lattice direction)

[u, v, w] Tub [uvw] c0,0,1]
7 =ud + vg+ wc — wektor kierunkowy [1,1,0] l_; [0,1,0]
(7 = t - wektor translacji sieciowej) Z[1.00] [1,1,0]
Wektor 7 okreéla nieskoniczony zbidér prostych réwnoleglych a1L%
(nie tylko przechodzacych przez $rodek ukiadu). Rysunek C.1

« zbiér rownowaznych symetrycznie kierunkow (prostych): (u v w)

« plaszczyzna sieciowa (ang. lattice plane)

(h, k,1) lub (hkl) — wskazniki Millera

Wartosci wskaznikéw Millera to najmniejsze catkowite wielo-
krotnosci odwrotnosci wspoétrzednych przecie¢ z osiami krysta-
lograficznymi.

Rysunek C.2

16



Chapter C Przestrzen prosta C.1 Wskazniki Millera

Przyklad C.1 (Wyznaczanie wskaznikéw Millera).

1 1 1
h~— ke~ — [~ —

m n P
m:n:p=3:1:2
1 1 1 1 1
—:i—:—==:1:= /-6
m n p 3 2
h:k:1=2:6:3

(m=3,n=1,p=2)
Mamy plaszczyzne (263)

Rysunek C.3
Przyklad C.2. Przykiad C.3.
(100) i
(010) (020) 5’
— - N ’ — ] L Ny -,
a b a_~ _~ 7
Rysunek C.4 Rysunek C.5

Przyklad C.4 (System 4-wskaznikowy w ukladzie heksagonalnym).

AZ
h+k+i=0 = |i=—(h+k)
a\ | > np. plaszczyzna (ITQ w systemie 3-wskaznikowym odpo-
wiada plaszczyznie (1101) w systemie 4-wskaznikowym.
Rysunek C.6

« 7zbior plaszczyzn rownowaznych: {h k [}
« pas plaszczyzn - zbidr plaszczyzn réwnoleglych do wybranego kierunku (zwanego osia pasa)

« plaszczyzna pasowa - zbioér plaszczyzn normalnych do paséw plaszczyzn; jest prostopadta do osi pasa.

. 47&
~ 0$ pasa
pas /"’
plaszczyzn plaszczyna
K /" pasowa
P ///V
Rysunek C.7

17



Chapter C Przestrzen prosta C.2 Rzut stereograficzny

« rOwnanie pasowe:

hu+kv+lw=0 (C.1)

[u, v, w] - wspblrzedne osi pasa (kierunku)
(h, k, 1) - wskazniki Millera pasa plaszczyzn

Uwaga C.1 (Dowdd réwnania pasowego).

7 = ud@ +vb+wé- wektor lezacy w plaszczyznie pasowej (daje sie rozlozy¢
w bazie 2 niezaleznych liniowo wektorow tej plaszczyzny)

L. fa b g b
r—aw1+5w2—a<h—k>+5<l—k>
(C.2)
« a B\~ B
— - (=12 )Ypr e
0 <h+k:) e
Zatem:
a
Rysunek C.8 o o= hu
ysunek C. _77%20 N B =wl
B e _wl
- =w k k

Stad: | hu + vk + wl = 0]

Zastosowania roOwnania pasowego: Sprawdzanie czy dana Sciana nalezy do osi pasa.

Przyklad C.5 (Zadanie:). Jaki jest symbol osi pasa, do ktorego nalezg Sciany (112) i (341)?

= [uvw| =[-751] const.

u+v+2w=0 N v = dw
Su+4dv+w=0 u=—"Tw

C.2 Rzut stereograficzny

Jest to odwzorowanie kierunkoéw na plaszczyznie.

punkt oczny gérny

biegun
sclany | Rzut stereograficzny jest wiernokatny (zacho-
Y\ wuje katy).

7 pl. hkl (3giana)

Siatka Wulffa - rzut siatki na sferze (globus)
na plaszczyzne. Stuzy do wskaznikowania punk-
tow (struktury) oraz okreslenia katéw miedzy
punkt oczny dolny plaszczyznami (okreslenie symetrii).
Rysunek C.9: Schemat powstawania rzutu stereogra-
ficznego danej plaszczyzny (hkl).

18



Chapter C Przestrzen prosta C.2 Rzut stereograficzny

Przyklad C.6 (Przyklady rzutéw stereograficznych).

010

100

Rysunek C.10: (gérny rzad) Przykladowe obiekty (struktury): prostopadloscian, ostrostup o podstawie kwa-
dratowej, mineral rudy galeny (ZnS): sze$cian o Scietych rogach i krawedziach. (dolny rzad) Odpowiadajace
rzuty stereograficzne (puste kotko oznacza rzut Sciany ,dolnej” w plaszczyznie rownika).

Rzut gnomonowy i ortograficzny

Uwaga C.2. Rzut ortograficzny jest
przydatny (wygodny) dla uktadu regu-
larnego.

Rysunek C.11: Poréwnanie rzutdéw: gnomonowego i ortograficz-
nego ze stereograficznym.



Chapter C Przestrzen prosta C.3 Geometria sieci krystalicznej

Przyklad C.7 (Cwiczenia). Znajdz rzuty stereograficzne odpowiednich bryl.

ﬁm

kwadrat romb
o ‘
T tr. rownoboczny
szesciokat (tetraedr)

Rysunek C.12: Obiekty i odpowiadajace im rzuty stereograficzne.

C.3 Geometria sieci krystalicznej

« Kat pomiedzy kierunkami 7} = [u1, vi, wi], T2 = [ug, v2, wa] (Wspdlrzedne w ukladzie osi krystalogra-
ficznych).
cosp = ner (C.3)
T -T9

Dla uktadu prostokatnego (rombowego):

uiug a? + vivy b2 + wiwsy
cosp = (C4)
V(w1a)? + (v10)2 + (w1€)2/ (u2a)? + (v2b)2 + (wc)?
« Odleglo$¢ miedzy weztami (atomami) o pozycjach (1, y1, 21) i (22, y2, 22) (czyli dlugos$¢ wigzania):
- 2
D= \/[(l’g — $1)5+ (yg — yl)b + (ZQ — 21)5 (C.5)
Dla uktadu prostokatnego:
D = /(wy — 21)2a2 + (y2 — y1)20? + (22 — 21)%¢2 (C.6)
« Kat pomiedzy plaszczyznami (h1, k1, 1) i (he, k2, l2):
Ogolnie: skomplikowany wzor.
Dla uktadu regularnego (a = b = ¢, katy proste):
hihgy + k1kay + 111
cosp = 1he + K1k2 + L1l )
V(B8 +8) (h3+ 1 + )
» Objetos¢ komorki elementarne;j:
V = abe [1 — cos® o — cos? B — cos? v + 2 cos v cos f3 cos ’y] 1/2 (C.8)
Dla uktadu rombowego (o = 8 = v = 90°):
V = abe (C.9)

20



Chapter C Przestrzen prosta C.3 Geometria sieci krystalicznej

+ Odlegltos¢ miedzyplaszczyznowa:

1 _ 4 (C.10)
di%kl - & ‘
gdzie: A - skomplikowana (dluga) zaleznosc¢ a, b, ¢, o, 3,y (patrz: np. Bojarski str. 36).
Dla uktadu regularnego:
1 h? + k2 +1?
S (C.11)
g a
Dla uktadu tetragonalnego:
1 RP+E P
— =—+ = C.12
d?, a? + c? (€12

Dla uktadu regularnego:
1 R? k%2
= 4+ 1 C.13
df, a? + b2 + c? (€13)

Dla uktadu heksagonalnego:
1 4(h*+hk+k*)

= — C.14
d}%kl 3a? + c? ( )

Uwaga C.3. Im wigksze h, k, [, tym mniejsza gestos¢ wypelnienia weztami. Takie $ciany (o duzych h, &, [)
raczej nie sa écianami ograniczajacymi krysztal. Scianami szybkiego wzrostu sa éciany o niskich h, k,
(zwykle < 5).

« Krystalograficzne uklady osi wspéirzednych.
Uklad heksagonalny (a = b # ¢, « = = 90°, v = 120°):

ﬂ b=bj (b=a) (C.15)
b . A
— c=ck
J
Objetosé

oy

*12007 / V=do (5>< é) = (?a% — g§> o (aj' X cl%) = \ggaQC (C.16)
—_——

=act

i

Na podstawie wzoru (C.8):

o 1/2
V =d’c (1 - <1> ) = éa%
2 2

Uklad jednoskosny (a # b # ¢, a = v = 90°, 8 # 90°):

Rysunek C.13

12 a=ax
A b= by
\ﬁ A ) ¢ = ccos BT + csin 52
’ﬁ' d * Objetos¢:
T

-

V =az o (by x (ccos Bz + csin f2)) = abcsin B
Rysunek C.14 (ze wzoru (C.8) tak samo).
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Chapter C Przestrzen prosta C.3 Geometria sieci krystalicznej

« Liczba koordynacyjna - liczba najblizszych wezlow (pierwsza, druga, ... strefa koordynacyjna)
Uktad regularny typ P:

Rysunek C.15: Wieloécian (figura) koordynacyjna dla typu P sieci w ukladzie regularnym to oktaedr (o$mio-
$cian foremny).

Uwaga C.4. Czesto strukture krysztalu rozwaza sie z perspektywy stref koordynacyjnych danego atomu
(wplyw na wlasciwosci).

« Luki (ang. holes) - w zwartych przestrzennych utozeniach sztywnych kul (model atoméw w strukturze
krystalicznej) wystepuja tylko 2 rodzaje pustych przestrzeni (luk):

luki tetraedryczne luki oktaedryczne

(o)

é@ @/ﬂ@

Rysunek C.16 @

Rysunek C.17

Luki majg znaczenie w zastosowaniach (np. gromadzenie wodoru).

22



Chapter C Przestrzen prosta C.3 Geometria sieci krystalicznej

+ Gestos¢ upakowania (model sztywnych kul, ang. sphere packings) Uklad regularny typ F (fcc):

rzut Sciany n = N - Viuti
* Vi.el.
(IV - liczba kul / k. el.)
[ ] [ ]
4.45. <L2>3
[ _IETAT) 2y
promien atomowy = a3 — g
® — a\/§

R=%F Podobnie, gesto$¢ upakowania jest
Rysunek C.18 Rysunek C.19 74% dla struktury hep, natomiast dla

bec - 68%.

« Symbol Pearsona - zawiera oznaczenie sieci Bravais (malg litera - uklad krystalograficzny; duzg litera -
centrowanie sieci) oraz liczbe atoméw w komorce elementarnej:

{e, h,;t, 0, m, a} {P, F, I, C, R} liczba atoméw w k. el.

T T
uktad typ sieci
krystalograficzny

a - uklad tréjskosny (ang. triclinic = anorthic).
Przyklad C.8. hP2 — struktura Mg (pierwiastkowego magnezu); cI58 — a-Mn

Uwaga C.5 (Niejednoznaczno$¢ symbolu Pearsona!). ¢cF'8 — ZnS (sfaleryt) albo NaCl (chlorek sodu) albo
C (diament), podobnie h P6.

23



Rozdzial D

Podstawowe rodzaje struktur krystalicz-
nych

Spis tresci

D.1 Zwartawarstwaheksagonalna . . .. ... ... ... ... .. . ..o o . 24
D.2 Najwazniejsze struktury metali pierwiastkowych. . . . .. ... ... ... ... ... 25
D.3 Innerodzajestruktur . ... ... ... ... . ... ... e 25

D.1 Zwarta warstwa heksagonalna

Rysunek D.1: Rdzne pozycje ulozenia atomow (sztywnych kul) w
kolejnych warstwach heksagonalnych.

Mamy rézne mozliwosci ulozenia kolejnych warstw:

1. ABCABC... = fcc (ang. face-centered cubic) lub ccp (ang. cubic close packed); symbol Pearsona cF'.
fee to uklad zwarty heksagonalny w sekwencji ABC (patrzymy wzdtuz gléwnej przekatnej szescianu,
Rys. D.2). Dla sc (ang. simple cubic) tez widzimy wzdluz gléwnej przekatnej warstwy heksagonalne ABC,
ale dla co drugiego atomu; sc jest ,rzadka” (patrz: Rys. D.3).
Dla bec (ang. body-centered cubic) podobnie, ale jest wiecej atomdw niz w sc.

fce sc

Z tego punktu widzenia struktury regularne sa ukladem
upakowanych warstw heksagonalnych. Z punktu widze-
nia symetrii (teorii grup) te uklady sg rézne (regularny vs.
A heksagonalny). Dla obu maksymalna gesto$¢ upakowania
jest 74%.

s
B

)

Rysunek D.2 Rysunek D.3

24



Chapter D Podstawowe rodzaje struktur krystalicznydh.2 Najwazniejsze struktury metali pierwiastkowych

2. ABABAB... = hcp (ang. hexagonal close packed).
3. ABACABAC... = dhcp (podwdjna struktura hcp, ang. double hexagonal close packed): neodym, ziemie
rzadkie.

Struktury hcp nie maja inwersji, fcc i bec majg inwersje (wazne ze wzgledu na magnetyzm: inwersja porzad-
kuje kierunki momentéw magnetycznych; inwersja wywolana jest oddzialywaniem). Tworzenie sekwencji
{A, B, C} jest indukowane warunkami zewnetrznymi (oddzialtywaniem). Prowadzi to do polimorfizmu: dany
pierwiastek lub zwigzek chemiczny wystepuje w wielu strukturach (dla pierwiastkdw chemicznych méwimy
o alotropii) i mamy politypy, np.: a-grafit (ABAB...), 8-grafit (ABCABC...).

D.2 Najwazniejsze struktury metali pierwiastkowych

Tabela D.1: Najwazniejsze struktury metali pierwiastkowych.

Typ struktury! Cu (fcc, A1)  a-W (bcc, A2) Mg (hep, A3) Po (sc)
sie¢ (symbol Pearsona) cF cl hP cP
baza atomowa (0,0,0) (0,0,0) (0,0,0); (3,4, 3) (0,0,0)
grupa przestrzenna F%g% I%g% P%"’ %% P%g%
liczba atoméw w k. el. 4 2 2 1
liczba koordynacyjna 12 8 12 6
promien atomowy GT‘Z aT\/§ %a %a
c=2/2=2/6~1,633

gesto$¢ upakowania 0,74 0,68 0,74 0,52
inne przyklady2 Ag, Au, Ni, Mo, V, Ba, Mg (1,62), Ni (1,63), —

Al, Pt, Ir, Na, Zr, Fe-a, Ti (1,59), Zr (1,59),

Pb, Rh Mn-a, Cr-a, Nb Be (1,56), Zn (1,86)

1
2

w nawiasie typ centrowania sieci oraz oznaczenie wg Strukturbericht
w nawiasie dla struktur hcp podano stosunek &

D.3 Inne rodzaje struktur
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D.3 Inne rodzaje struktur

Chapter D Podstawowe rodzaje struktur krystalicznych
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Rozdzial E

Przestrzen odwrotna (ang. reciprocal space)

Spis tresci
E.1 Definicja

E.2 Wektor sieci odwrotnej G,

E.1 Definicja

—

,b*, %), taka ze:
Z:{ 7576} [R’Z]:%
7:}:{6,[),5} [_}]:m

Uwaga! Czasem inna definicja (fizycy!): R;o T} = 27m0;5.
PrzykladE.1. Aog=1Boc=0

Metoda znajdowania wektorow sieci odwrotnej:

S

X C

A= B=
V )

cCxXda

. axb
C =
v’

Twierdzenie E.1. Mozna pokazaé, ze objetos¢ komérki elementarnej przestrzeni odwrotnej jest:

L oa 1

Vi=A (B x C) -
° %

Cwiczenie E.1. Dowo6d wlasnosci E.3

(E.3)

V*:g 50 (6><6)><(d‘><5>

() g -

V3oV
Definicja E.1. Odpowiednikiem komérki Wignera-Seitza z przestrzeni prostej jest w przestrzeni odwrotnej tzw.
I strefa Brillouina.
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Chapter E Przestrzen odwrotna E.2 Wektor sieci odwrotnej Gy

E.2 Wektor sieci odwrotnej G
Z wlasnosci ortogonalnosci (E.1) wynika, ze wektor sieci odwrotnej G = hA+ kB +1C jest ortogonalny
do plaszczyzny (h, k,1).

Uwaga E.1. Dowéd: Gy Lpt. (R, k, ).
G0 @ = (A + kB +1C) o (mb — nd)

1 1
=—hn+km= ’hN, k~—|=0
n m
Gt © 0 = (hff—i— kB + lé) ° (pa— mg)
1 1
:—k:m—i—lp:‘kw, lw‘ =0
m p
Rysunek E.1 (wykorzystano wlasnosci (E.1)).

Definicja E.2. Wektor Gy, jest bezposrednio zwigzany z odlegtosciq miedzyplaszczyznowq dpy;:

1
dpk = 7= alternatywnie: ; (E.4)
‘thl‘ ‘thl‘
Uwaga E.2. Dowdd tozsamosci (E.4).
s C
7
a Rzutujemy dowolny punkt (jego wektor wodzacy) na
dh g hkl plaszczyznie (h, k, ) na wektor Gppy = hA+kB+I1C:
5 7 .
L b d _ a thl . 1
. R e Tl
a a thz‘ ‘thz’
h
Rysunek E.2

Obserwacja E.1.
Sie¢ odwrotna = odwzorowanie plaszczyzn sieciowych (przestrzen prosta) na punkty (przestrzen odwrotna)

Obserwacja E.2.
Sie¢ odwrotna = sie¢ rozpieta przez wektory prostopadte do plaszczyzn (h, k, 1) o dlugosciach ﬁ

Przyklad E.2 (Sie¢ regularna). (EUJ;LE, a=b=cr A= é =B=C.
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Chapter E Przestrzen odwrotna E.2 Wektor sieci odwrotnej Gy

Przyklad E.3 (Sie¢ heksagonalna).

3. 1 .4
Pamietamy (na podstawie C.15) d = \Qfai — §aj
/J‘Y ’,‘Y /’j’f f,‘"’f 5 = b§ (b = CL)
faata ¢ ch
A,r" jf’ dnki I Ghii j"’ ¢=ck
f"/‘ ”/" f"/ O 4 A - \/3 ~ 1 .
diir Aod = <Aﬂ + Ajj + A;Jf) o <2az — 50 | =
¢ + 3
:\2[/11@214]'@:1 —~ A= 2
R k E.3 L4 i =
ysune AOb:AJGZOjAJZO \/ga
/YOE’ZAMLZO = Ay =0
Zatem:
~ - 2 = 1 1 = 1
a AZ(7070>7B:<77O)7C:(0707>
\/ga \/ga a C
Al (analogicznie)
Rysunek E.4 COS© — A-B _1 — a0°
Y=-—== = = =060
AllB] 2
Inaczej:
- bx¢@ 3 i 2 .
A= ;C = ||pamietamy (wzoér C.16): V = \ga% 52220 = \/gai
1 2 V32
jexa (o) 1
= f — I3 —
4 @Cﬂc \/ga aj
5‘ Ay
3 /
Uwaga E.3. Ogolnie zwigzek miedzy wektorami bazowymi sieci ’
prostej i odwrotnej: g
A a
Rysunek E.5
Przyklad E.4 (Odleglo$¢ miedzyptaszczyznowa dla ukltadu heksagonalnego).
= 1 1 1 1 1
Ghel = 7(2h + k‘), -k, l] =  dpp = = = -~ (prosto!)
V3a a ¢ ‘thl‘ \/%(h2+hk+k2)+iﬁ

Przyklad E.5 (Kat pomiedzy plaszczyznami (hi, k1,01) i (he, k2, [2)).

Ghl,khll 0 Gh21k2,l2

cosp =

Gh2,k2712

Ghl,kl,ll
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Chapter E Przestrzen odwrotna E.2 Wektor sieci odwrotnej Gy

Cwiczenie E.2 (Uktad jednoskosny (zadanie domowe)).

= 1
G = | 2 (L _ ey, — SLAJDY JD (?27)
a b’ \csinf a
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Rozdzial F

Dyfrakcja na krysztatach

Spis tresci

F.1 Dyfrakcja fali na sieci krystalicznej . . . . ... ... ... .. ... ... . ... ..., 32
F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych . . . ... ... ... ... ... .. . L 00 L. 35
F.3 Niektore techniki pomiarowe XRD . . . . ... ... ... ... ... 43
F.4 Rozwiazanie struktury. Problem fazowy . . ... ... ... ... ... ......... 46
F.5 Udokladnienie struktury . . ... .. ... ... .. .. ... . .. 50

Jedna z najwazniejszych metod analizy strukturalnej krysztalow jest dyfrakcja (promieniowania X, elektro-
néw, neutronéw), ktora daje obraz struktury w tzw. przestrzeni odwrotnej (fourierowskiej, wektora falowego
itd.). Istnieje bezposredni zwigzek obrazu dyfrakcyjnego z rzeczywista struktura krysztatu.

F.1 Dyfrakcja fali na sieci krystalicznej

F.1.1 Warunek Bragga (Braggow, Bragga-Wulffa)

Warunek interferencji kon-
struktywnej:

2Ax = nA

n € {0,1,2,...} - rzad odbicia
Az = dpp - sin b

stad:

| 2dj sin 0 = )|

Ak

Rysunek F.1
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.1 Dyfrakcja fali na sieci krystalicznej

F.1.2 Ujecie Lauego

Rozpraszanie elastyczne (brak ostabienia wigzki):

F| = [Fo| = ko
Aszkolsine 2. _»1 -sin@zn)\:nij
' dpkl = 75— - ‘thl‘ ’
Ak thl‘ stad: 2kgsinf = 2mn éhkl‘
777777777777777777777777777777777 2dhkl sinf = nA :A' k
. =
ko K 5 -
- Wektorowo: (thl L pt. (hkl); AE Lpt (hkl))
Rysunek F.2 Ak = 2mnGri (F.1)

K = /30 + 27rnéhkl (F.2)

(Alternatywnie: Ak = nG hkl)

Uwaga F.1. Wektor Ak nazywamy wektorem rozpraszania.

Uwaga F.2. Wniosek: W dyfrakcji widzimy sie¢ odwrotng - obserwujemy przestrzen wektora falowego.

Réwnania Lauego. Niech rzad odbician = 1, éhkl =hA+ kB +1C

doAk=do (%éhkl) —or-h

boAk =2k
Go Ak =2r-1
Algebraicznie:

k
< I 2w
N aOk:o:aTcosao

a
= 2
aok' = a; CcOS (v
itd.
Rysunek F.3
Warunki Lauego dyfrakcji:

a (cosa — cos ) = hA

b (cos 8 — cos fy) = kA (E.3)

¢ (cosy —cosvyp) = A

T T

katy rozpraszania katy padania wzgledem osi krystalograficznych

Wektorowo: K = Eo + 27Téhkl (F.4)

Obserwacja F.1. Jezeli uktad jest periodyczny, to symetria sieci odwrotnej jest taka sama, jak symetria sieci
prostej. Obraz dyfrakcyjny ma natomiast dodatkowo inwersje (por.: podrozdziat F.2.3).
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.1 Dyfrakcja fali na sieci krystalicznej

Metoda Lauego. W dyfrakcji uczestniczy promieniowanie o cigglym widmie (biale). Widzimy ,wszystkie
piki naraz” (patrz: Rys. F.4). Metoda ta jest przydatna, gdy chcemy szybko wyznaczy¢ orientacje krysztatu i
zobaczy¢ piki, ale nie wskaznikujemy pikéw (nie ustalamy wskaznikow (h, k, 1) dla pikéw) i nie wyznaczamy
struktury (ze wzoru Bragga).

rzut stereo

3
2

)
5

o 1

Rysunek F.4: Schemat dyfrakcji w ujeciu Lauego.

F.1.3 Konstrukcja Ewalda

(hkl)

E’ = /30 + 27méhkl
sie¢
odwrotna Dostaniemy piki tylko wtedy, gdy sfera Ewalda
przetnie inny wezetl sieci odwrotnej.

Dla XRD: A ~ (1—2) A, czyli porébwnywalnie do
parametru sieci (a), zatem krzywizna sfery Ewalda jest
duza w poréwnaniu do dp; - dostajemy stosunkowo
matlo pikow. Wazne jest zatem, aby dobrze zoriento-
wac krysztal. Dla A > 2a w ogoéle nie ma pikow.

Dla elektronow A ~ 0,05 A, krzywizna sfery jest
. prawie plaska i mozemy zarejestrowaé jednocze$nie

. caly zestaw pikow przynalezacych do wezla (0,0, 0).

Rysunek F.5
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

W metodzie Lauego (caly zakres \)
mamy 2 sfery - odpowiadajace ki 1
kmaz (Rys. F.6):

Rysunek F.6: Konstrukcja Ewalda w metodzie dyfrakcji Lauego.

F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

F.2.1 Rozpraszanie promieniowania X na chmurze elektronéw w atomie

Atomowy czynnik rozpraszania:

fu= [ o7ty (€5)

gestosé elektronowa (gestos¢ tadunku)

Gr o Ak
(Czasem w podrecznikach: e ST G = 2)
T

Zalozmy, ze p(7) jest sferycznie symetryczne (niezle przyblizenie), czyli p(7) = p(r). Wtedy:

Sfat = /p(r) g iAkcost 1.2 4, d(cos ) dy

=dv
/dgo =27

1 element objetosci we wsp. sferycznych

: 1 4 ! 1 : _ 2sin(Ak - r)
1Ak-r-cos __ 1Ak-r-cos 0 _ iAkr iAk-r _
/d(cose)e [iAk-re ]1¢Ak.r<e ¢ ) Ak-r
Zatem:
B sin(Ak-r) o
fat = 47T/p(T) N dr (F.6)
Uwaga F.3.
Ak = 2ksin 0 . (sinf
Akrr:%”rsine } = fat—funkqa< Y >

Obserwacja F.2. Jezeli Ak = 0 (rozpraszanie do przodu):

sin(Ak - )
_ 1
Ak-r

oraz:

o = / p(r)-4mr?dr = Z (calkowita liczba atomowa)
—dv
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikéw dyfrakcyjnych

fut Jat TRb
30 - /m
Mn
20 1-Ca
\
10 _\ sin 6 —1
¢ T A7
0 | f |
0,5 1,0 1,5
Rysunek F.7 Rysunek F.8
Jai wegiel (C)

fvalence

Rysunek F.9: Wplyw na f,; od elektronoéw rdzenia i walencyjnych (przyklad dla wegla).

Pytanie F.1 (Skad sie wziely ksztalty zaleznosci z wykresow F.8 i F.9?).

Pamietamy z mechaniki kwantowej radialng gestos¢ prawdopodobienstwa.

atom: C fat ~ (na 1 elektron)
16 1+ 1

N 1s § _core

S 4 T

~

E 0,5 4

~ 1o 2s 2s valence

r[A) r* (AT
T T /
1 2 2
Rysunek F.10

Wnhioski:
1. Czynnik atomowy rozpraszania jest najwigkszy dla matych katow.
2. Natezenie pikow jest proporcjonalne do f2,, wiec maleje z katem. Powyzej 90° pikéw ,praktycznie nie
widac”.
3. Dyfrakcja X na lekkich atomach jest staba (wodoru ,wcale nie widac”).
4. Problem jest z pierwiastkami blisko potozonymi w ukladzie okresowym (np. Z = 56 i 57), bo sa prak-

tycznie nierozréznialne w dyfrakc;ji.

Rozpraszanie neutronéow
« nie ma silnej zaleznosci f,(Z) — znika problem bliskich Z (f7, skacze nieregularnie - patrz: Rys. F.11)

« podstawienie izotopowe: wodor mozna zastapic¢ deuterem (dobrze widoczny w neutronach).
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

Poréwnanie czynnikoéw rozpraszania: X, elektrony, neutrony

X
at
el
at

fa’rz«: [eJele)

Neutrony ulegaja rozproszeniu na jadrach atomowych,

ktore stanowia w zasadzie punktowe centra rozpraszania.

Rozpraszanie elektronéw jest mniej czule na Z niz w przy-

padku promieniowania X (f& ~ Z 1/3). Detekcja lekkich
7 atomoéw w strukturze z ciezkimi jest latwiejsza przy uzyciu
* * elektronéw niz X.

Rysunek F.11

F.2.2 Rozpraszanie na krysztale (komorkach elementarnych)

kel Polozenie n-tego atomu (atomu j w komorce el. numer [):
T = 715 Fn:ﬁj:ﬁ+ﬁj
A ﬁ — wektor translacji do [-tej komorki el.
Rysunek F.12 Uj = ;0 + ng+ 2j¢ — pol. atomu j w komorce el.

Amplituda rozpraszania:

A = Z fat, n € iAk-Tn (F7)

Ak = 21Gpy = 2n(hA + kB +1C)
Ak o7, = 21Ghu o (fl + ;) = 270G ppr 0 Ty +27G g 0 Uy = 277(h/f+ kB + lé) o (z;d+ ng+ 2;C) =
6
=O0ln
= 2m(hx; + ky; + l2;)
Zatem:

N
lj

n ':
R
liczba komorek el. = Fpr; (N -liczba at. w k. el.)
Geometryczny czynnik strukturalny
Fip = Z fat,j 627ri(hzj+k’yj+lzj) (F8)

J

Uwaga F.4. Matematycznie: czynnik strukturalny jest transformatg Fouriera z polozen atomowych: F ().

Uwaga F.5. Dygresja (przypomnienie) o transformacie Fouriera

F(0) F(0)
o T A S |
.  m] i £ 17 v 2 o] - 17
Rysunek F.13 Rysunek F.14
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

Przypomnienie: sie¢ jest nieskoficzonym zbiorem punktow: T'(7") = 3% §(7 — ) (wzér B.2).

F(0)

!
| Transformata sieci punktow = sie¢ punktow

o7 i

Rysunek F.15

Obserwacja F.3. Czynnik strukturalny jest ,sumowaniem po fazach” (e 27/(h%; 53, +12))) bo jego amplitude

stanowi atomowy czynnik rozpraszania fq; ;. Mozna zapisa¢ czynnik strukturalny jako liczbe zespolona:

Fnpy = |Fnwt| - €%

T 1
amplituda = f,; ; faza ¢ = 27(ha; + ky; + 12;)

Fp=A+iB A=}, fjcos[2m(hz; + ky; + 12;)] . przydatne w obliczeniach numerycznych
B = Zj fisin[2m(hxj + ky; + 12;5)] (dyskretna transformata Fouriera)

B
Wtedy: ’Fhkl| = \/m, faza: tgp = A

Bardziej formalnie matematycznie o amplitudzie rozpraszania na krysztale. Gestos¢ elektronowa
nieskonczonej struktury krystalicznej = splot gestosci w komoérce elementarnej i sieci. Pamietamy, ze trans-
formata Fouriera splotu = iloczyn transformat Fouriera.

bl = pal® o+ T TS RB) = Fleal®) - FI@)
N T T T T
3. 8(F— ) > 8(7 —1) Fi }ilz 8(k — Ghi)
1= UVW=—00 T =—00

(tylko dla struktur periodycznych) |
(sie¢ punktéw w przestrzeni odwrotnej)
Czynnik strukturalny:

a

b
Fhp :///P(if,yaz)€2m(}7+?+l§)d$dydzZ/P(F)€QM@"“'F<13F (F.9)
00 0

¢

Uwaga F.6. Czynnik strukturalny zawiera pelna informacje o strukturze (idealnej) krysztatu.

Natezenie piku (refleksu)
Ina ~ | Fral? (F.10)

Wida¢, ze mierzac natezenie w eksperymencie dyfrakcyjnym, tracimy catkowicie informacje o fazach czyn-
nika strukturalnego, a wiec pelng informacje o strukturze krysztatu. (Gdyby tak nie byto, wystarczyloby tylko
wykonaé¢ odwrotng transformate Fouriera na obrazie dyfrakcyjnym, aby odzyskac¢ pelng informacje struktu-
ralng.) = problem fazowy (p6Zniej).
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

F.2.3 Symetria obrazu dyfrakcyjnego

Wilasciwosci transformaty Fouriera sprawiaja, ze obraz dyfrakcyjny ma taka sama symetrie, jak struktura
(przedmiot w dyfrakcji) — dot. krysztaléow periodycznych. Ale! (hkl) < (—h,—k,—1). (ozn. refleksu o

ujemnych indeksach (—h, —k, —1) = (h, k,1) = (hkl).)

2 e p) 2 2 2
[E,Ej ~ ’FE,EJ’ = ’A — ZB‘ =A"+B" = ’Fhkl‘ ~ Ihkl
Definicja F.1 (Prawo Friedla). Natezenia pikéw (h, k,l) sq takie same, jak natezenia pikow (h, k, 1), zatem
obraz dyfrakcyjny zawsze ma inwersje.

Zatem sposrod 32 grup punktowych w dyfrakeji obserwujemy tylko te, ktére majg inwersje — powstaje 11
klas dyfrakcyjnych Lauego:

1, 2/m, mmm, 3, 3m, 4/m, 4/mmm, 6/m, 6/mmm, m3, m3m

Przyklad F.1 (Uklad tetragonalny).
4,4, 4/m — 4/m (pamietamy, ze 4 + 1 = 4/m)
———

gr. punktowa

422 4mmm, 4/mmm, 42m — 4/mmm.

Wyjatki od prawa Friedla: anomalous X-ray scattering.

F.2.4 Reguly wygaszen (ang. systematic absences)
To warunki na h, k, 1, dla ktérych refleksy sa wygaszane.
« Ogolne reguly wygaszen (tylko translacje sieciowe, grupy punktowe)
1. Komorka typu P (1 atom w pozycji (0, 0,0)):
Fuu=f-e®=f — wszystkie piki o jednakowym natezeniu (brak wygaszen)
2. Komoérka typu I (2 atomy: (0,0, 0), (%, %, %))

h+k+1=2n:Fyy =2f

_ .0 . im(htk+l) .
Fa=f-e +f EW_, —  reguly: h+k+1l=2n+1:Fy,; =0

= (—1)htk+l

3. Komorka typu F (4 atomy: (0,0, 0), (%, %, 0) 0):

h+k=2n
Frpiy = f[1+cosm(h+k)cosm(k+1)+cosm(h+1)] — reguly: ZT_; i ZZ FFhi = 4f

nieparzyste: Fpp; =0
4. Komérka typu C (2 atomy: (0,0,0), (1,1,0)):

h+k=2n:Fy=2f
Fu = fl1+cosm(h+ k)] — reguly: h+k=2n+1:Fu, =0
(I - dowolne)
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikéw dyfrakcyjnych

5. Struktura typu CsCl (Cs™ (0,0,0), C1~ (3, 3, 3)):

Ft = fogr - €+ fop- - e™ TR = o+ fo- cosm(h + K+ 1)

h+k+1=2n:Fyy = fee+ + for-
h+k+1=2n+1:Fyy = fos+ — for-

— reguly: (piki ostabione, .
tzw. piki nadstruktury) A 7 i
fest + far- fest = Jar-
Rysunek F.16
6. Struktura typu NaCl (Na™ (0,0, 0), (%, %,0) O;Cl™ (%,0,0) O, (% % %))
Pt = [t + (1 |+ [14 (1) + () (1)
o Tabelka F}yy; (przykiad dla komoérki regularne;)

hkl | B>+ k> 412 dpr = ﬁ krotnosc Fri (wjedn. )

(w jedn. a) sc becc  fecc

100 100
100 1 1 6 <010 010) f 0 0
001 001
110 2 0,71... 12 fo2f 0
111 3 0,58... 8 foo0  Af
200 4 0,5 6 fo2f  4f
210 5 0,45... 24 f 0 0
321 14 0,27... 48 fo2f 0
/]\
najwieksza krotnos¢ dla sieci regularnej
« Szczegoblne (specjalne) reguly wygaszen: wystepuja translacje niesieciowe
1. osie $rubowe wzdhuz osi z (||€) \

- 21, 45, 63 (dodatkowe plaszczyzny w %E) [ = 2n (niewygaszone / dodatkowe refleksy:
(0,0,2),(0,0,4), (0,0,6)...)

- 31, 32,62, 64 (dod. pt. w 10): 1 = 3n.((0,0,3), (0,0,6),...)
- 41,43 (dod. pt. w 10): 1 = 4n ((0,0,4), (0,0,8),...)
- 61, 65 (dod. pt. w £0): 1 = 61 ((0,0,6), (0,0,12),...)

2. osie srubowe wzdtuz osi y (||l;)
~ 21, 49, (dod. pt. w 1b): k = 21 ((0,2,0), (0,4,0),...)
- 43,43 (dod. pt. w 10): k = 4n ((0,4,0), (0,8,0),...)

wygaszanie seryjne

3. osie $srubowe wzdluz osi z (||@)
- 21,45 (dod. pt. w 3@): h = 2n.((2,0,0), (4,0,0),...)
~ 4y, 43 (dod. pl. w 1@): b = 4n ((4,0,0), (8,0,0),...) J
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.2 Natezenie pikow dyfrakcyjnych

4. plaszezyzny poslizgu (|| (0,0, 1)) \

- a: h = 2n (powstaja refleksy (2,0,0), (4,0,0),..., wygaszone sa refleksy (1,0,0), ¢
(3,0,0), (5,0,0),...) 2

3

- b: k = 2n (powstaja refleksy (0,2,0), (0,4,0),..., wygaszone sa refleksy (0,1,0), | =
(07370)7"') }‘5

N

-nh+k=2n 8
—dh+k=4dn =

5. itd. )

Uwaga F.7. Z samej tylko analizy wystepowania reflekséw (z uwzglednieniem regul wygaszen) mozemy
podejrzewac wystepowanie osi Srubowych lub plaszczyzn poslizgu.

F.2.5 Czynnik temperaturowy: Debye’a-Wallera (stara nazwa), ADP (ang. atomic displa-
cement parameter, nowa nazwa)

Atomy (rdzenie atomowe) sa w temperaturach >0 w ciaglym ruchu drgajacym. (Drgania atomowe utozsa-
miamy z fononami.) Gestosci elektronowe p(7) sa wiec modyfikowane przez pewien rozklad potozen w(r),
zalezny od temperatury (wprost, a takze odwrotnie od sit miedzyatomowych i mas atoméw). Pod wplywem
tych drgan atom przesuwa sie do nowej pozycji 7. Zmodyfikowana gestos¢ elektronowa:

o) = [ ol =) () A7 = () () (splon) 1)
1
atomowy czynnik rozpraszania (= F(p')) : (_:? (k) - fT( k)
r(h) = [ wiett o7 (E12)

fr - czynnik temperaturowy
(powoduje rozmycie czynnika atomowego)

Jakie jest w(7)?
1. Przyblizenie izotropowe: atomy drgaja jednakowo we wszystkich kierunkach
w(7) = rozklad Gaussa (bo usrednienie po wszystkich rodzajach drgan) sredniego przesuniecia kwadra-

towego \/(u?) (|d| = |7 — 7))
TQ w(r - sin
() = () = <2<1>)3/z e 3 TED () 7O = PR B = seu) AT
m{u

Wielkoéci /(u2) w krysztatach nieorganicznych sa mate, rzedu (0,05-0,1) A, co odpowiada B ~ (0,2-
1,6) A%; ale w krysztatach organicznych sa juz rzedu 0,5 A (B~ 20 A?).

2. Anizotropowy czynnik temperaturowy:

_1 i+i+i
2\ w2) " (ud) ' (u?)

(2m)3/2 [(ud) (uf) (u2)

Rozklad potozen: w(7) =

Stad czynnik temperaturowy (6 parametréw):

fT(E) _ e7271'2((ui)k3+(u§)k5+<ug)k§) _ _ e727r2(U11k%+U22ki+U33ngrZUlgkzky+2U13kaZ+2U23kykz)

Czasem wprowadza sie anizotropie tylko w 1 kierunku (np. ¢). Wtedy:

- 2 (12, 12\ 212
fr(k) ~ e Teukethy) o2k (0s,y, 0.~ parametry temperaturowe)
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3. Mozemy przyja¢ ogdlnie dowolng posta¢ w(7) (nie-gaussowska). Ale jesli || = |7/ — 7] jest male, zawsze
mozna rozwinaé w szereg.
Srednia amplituda rozpraszania: (4) ~ [(e )] %, u ~ male, wiec:

2

=0
~ - — i - — 11— - ~ - <u>
I [<1+ 1 51 +>] = 1+1! (u) 2!<u>+... =1-k“(u >+4<u> +...xe
—_——
pomijamy

Uwaga F.8. Drgania atomowe sa ,zawarte” w czynniku atomowym, ale dzigki matematycznym wlasnosciom
transformaty Fouriera, czynnik korekcyjny na drgania atomowe (fonony) staje sie multiplikatywny: f+7 =

fat : fT-

Zaleznos$¢ od temperatury.
Z zasady ekwipartycji energii dla oscylatora harmonicznego (stata sitowa: C' = mw?):

— —_ - T p—
2C<u ) 2]<:B = (u9) .

(~T)

Czestos¢ w bierzemy z odpowiedniego modelu drgan sieci (fononow), np. z modelu Debye’a. Wtedy izotro-
powy czynnik B:

[
12p2 | © (TD) 1
oo 4

Bizotr. =
1zotlr. mk’BQD T

gdzie: fp - temperatura Debye’a; ¢ (GTD) - funkcja Debye’a z modelu (stabelaryzowana).

F.2.6 Poprawki do natezenia pikow dyfrakcyjnych

(Mnoéstwo réznych podejsé i poprawek)
Obraz dyfrakcyjny zmierzony przy pomocy instrumentéw wymaga szeregu czynnikéw korekcyjnych

l
Teoria kinematyczna Teoria dynamiczna
« zaklada model dyfrakcji w krysztale na sposob sktada- « uwzglednia 2 dodatkowe zjawiska:
nia elementarnych fal wzbudzonych w krysztale przez 1. wigzka promieniowania padajaca, propagu-
wiazke padajaca, jac sie w krysztale, zmniejsza natezenie
« jest wystarczajaca w przypadku matych probek (gru- wskutek straty energii na rozpraszanie lub
bos¢ rzedu 1074 — 1073 cm). Probki do XRD maja za- na skutek absorpcji w krysztale
zwyczaj rozmiary rzedu milimetrow (wiecej niz limit), 2. wiazki odbite interferuja ze soba i z wigzka
ale nawet monokrysztaty maja strukture mozaikowa, a pierwotng
kazdy element w mozaice jest odpowiednio maly. + prowadzi to do ostabienia pikéw (— ekstynkcja)
czynnik  czynnik czynnik transmisyjny (absorpcja)
skali  polaryzacyjny l
v v
2
[ZntN[()SPLTE‘Fhk”ADP
* * t
natezenie wiazki I ekstynkcja czynnik
padajacej czynnik temperaturowy
9 . . 12
»scatkowane” natezenie Lorentza (geometryczny) (N ‘ o k)‘ >
(,odczytane” z pomiaru)

Rysunek F.17: Poprawki do natezenia pikow dyfrakcyjnych
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.3 Niektore techniki pomiarowe XRD

P - czynnik zalezny od polaryzacji wigzki padajacej (fala elektromagnetyczna) i kata ugiecia wigzki odbite;.
Dla calkowicie niespolaryzowanej wiazki padajacej: P(6) = 3 (1 + cos® 20)

L - (zalezny od techniki pomiaru) czynnik kompensujacy natezenia dla roéznych refleksoéw, ktore daja obraz

w dyfrakcji przez rozny czas trwania pomiaru. Dla skanu w (patrz: F.3.1): L(6) = QSin;COSQ (: 1 )

sin 260
T - czynnik kompensujacy efekt absorpcji wiazki w materiale.

Prawo absorpcji: I =Ipe ™ = T~ % [ —Heta) gy

P + q - droga pokonana przez wigzka padajaca (p) + odbita (g).

T jest zalezny od geometrii krysztalu — uwidacznia sig, jesli wy-
konamy tzw. 1/-skan.

40° 120° 200° 280°
T = najczesciej empiryczne formuly

Rysunek F.18
E - ekstynkcja:
1. pierwotna — wigzka odbita moze wielokrotnie si¢ odbija¢ od Io 1
plaszczyzn zanim wyjdzie z krysztalu; po wyjsciu ma faze
przesunieta (np. o ), co prowadzi do ostabienia wskutek in- 7
terferencji z wiazka odbita ,od razu”. /T‘/ \w‘\ 7
\/
2. wtorna — wiazka odbita od glebokich ptaszczyzn jest osta-
biona przez absorpcje, co przy mozaikowatosci ziaren prowa-
dzi do ostabienia wigzki.
Rysunek F.19

s - czynnik skali, uwzgledniajacy np. rézny czas ekspozycji dla réznych katow (mamy zestawy danych zbie-
rane przy réoznych warunkach).

F.3 Niektore techniki pomiarowe XRD

F.3.1 Do monokrysztalow

1. Zrodto promieniowania X:

« lampa rentgenowska (linia CuK,, od dtugosci fali A = 1, 54 A: dobra do krysztaléw organicznych i biatek
i przy duzych temperaturach — niepotrzebna wysoka rozdzielczo$¢; linia MoK, A = 0,71 A: wysoka
rozdzielczo$¢ — dobra do krysztaldéw nieorganicznych)

 promieniowanie synchrotronowe (wysoka intensywno$¢, dowolna dlugos¢ fali)

2. Probka:

» monokrysztal o rozmiarze mniejszym od $rednicy wigzki (~ 1 mm)
« dobrej jakosci (bez zrostow, zblizniaczen, peknieé, trwaly)
« niewielki (problem absorpcji), rozmiar w kazdym kierunku 0,2-0,5 mm, masa ~ ug

3. Detektor:

 dawniej: blona fotograficzna, image plate (imaging-plate X-ray area detector, detektor fotoluminescen-
cyjny)

« kamera CCD (detektor potprzewodnikowy)

« licznik punktowy (jak w fizyce jadrowej), pikselowy, paskowy
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4. Metoda Lauego (schemat na Rys. F.20): wigzka polichromatyczna X, krysztal nieruchomy, réwnanie
Bragga: nA = 2dpy; sin 6. Stuzy do:

» wyznaczanie orientacji monokrysztatow

« okreslenie symetrii (grupy Lauego)

« ocena stopnia doskonalosci sieci krystalicznej
« sprawdzenie, czy probka jest monokrysztatem

5. Metoda obracanego (lub oscylujacego) krysztalu: wigzka monochromatyczna, préobka obraca si¢ wokot
pionowej osi (ktdra$ z osi krystalograficznych), na blonie (detektorze) dookota rejestruje sie obraz dyfrak-
cyjny z danej warstwy hkl (np. 0kl, 1kl,... — warstwica). Sluzy do wyznaczania statych sieci poprzez

. s . a1 A ) .o . .
pomiar wektora translacji sieciowej: t = T~ sm(arcig) (y - polozenie warstwicy na blonie).

6. Metoda poruszajacego sie krysztatu: Detektor przesuwa sie wzdtuz osi krysztatu, podczas gdy ten sie obraca
(metoda Weissenberga), lub detektor i krysztal obracajg sie w skorelowany sposob (metoda Buergera).
Stuzy do wskaznikowania i wyznaczania komorki elementarne;j.

7. Dyfraktometr 4-kolowy do monokrysztatéw: stuzy do zautomatyzowanego pomiaru dyfrakcyjnego. Za-
sada dzialania:

« 3 kola umozliwiajg dowolng orientacje krysztatu

« 4. kolo steruje potozeniem detektora

+ wiazka pierwotna, krysztal i detektor leza w jednej plaszczyznie (tzw. ptaszczyzna dyfrakeji)
+ 2 mozliwe geometrie (Rysunki F.21 i F.22)

Rysunek F.22: Geometria kappa

Rysunek F.21: Geometria Eulera

F.3.2 Do polikrysztalow (proszkow)

Dyfrakcja proszkowa stuzy najczesciej do:
« jakosciowa i ilosciowa analiza fazowa
« precyzyjny pomiar stalych sieciowych
 oznaczenie rozmiarow krystalitow i ich znieksztalcen (na podstawie szerokosci piku)
« okreslenie naprezen wewnetrznych (na podstawie profilu i przesunie¢ linii)
« nie da sie wyznaczy¢ nieznanej struktury (monokrysztaly), tylko w prostych przypadkach
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Rysunek F.20: Schemat metody Lauego dyfrakcji: technika promieni przechodzacych i zwrotnych.
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Chapter F Dyfrakcja na krysztatach F.4 Rozwiazanie struktury. Problem fazowy

Metoda Debye’a-Scherrera-Hulla (DSH): lampa
« probka proszkowa najczesciej nieruchoma, zré- RTG prébka
dio X i detektor na obracajacych sie ramionach
« rozmiar krystalitu (Af = FWHM piku):

A

D= A - cos b

detektor

Rysunek F.23

F.4 Rozwigzanie struktury. Problem fazowy

W pomiarze dyfrakcyjnym dostajemy informacje o natezeniach Ip;, czyli |Fhkl|2. Na tej podstawie tatwo
dostajemy informacje o amplitudzie czynnika strukturalnego |Fjy;|. Tracimy natomiast informacje o fazie
czynnika strukturalnego. Jak ja odzyskac?

— Metody eksperymentalne (bardzo trudne):

— dynamiczne rozpraszanie elektronéw i promieniowania X
— pomiar efektu Mossbauera z koherentnymi kwantami X
— X-ray laser

— holografia rentgenowska } metody w fazie rozwoju

— metody obliczeniowe — w tym metody bezposrednie (ang. direct methods): odzyskanie fazy wprost z
dyfraktogramu (matematyczne powigzanie amplitud i faz)

F.4.1 Analiza Fourierowska
A - 1 A
i = / p(F) e (G av Lo o) = / iy e 727 (Gma) gy (F.13)
Czyli (dyskretny zbidr atoméw):
1 :
po:2) = o 3 g2 Gt et o
hkl

Roéwnanie F.14 dotyczy sytuacji idealnej: znamy Fpy, czyli |Fpx;| oraz opp.
Metoda Fourierowska. Superpozycja obrazéw powstalych za pomoca poszczegdlnych harmonik rozktadu Fo-
uriera:

1
p(x,y,2) = v Z | Fri| cos[2m(ha + ky + 12) + o] (F.15)
hkl
(h>0)

Uwaga F.9 (1D dowéd réwnania F.15).

F_h€27rihx + Fh6—27rihax — ‘Fh| e27rhz+t,0h + |Fh| e—27rhz—cph — 2|Fh| COS(27Th$ + ‘Ph)

|Fhii] = VIngi, ale ppig =7 = Dla struktur centrosymetrycznych: opr; = {0, 7}.
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Mapa Fourierowska 2D (np. hk0).

1 A
—omi (ha+k
Tey =g E Fipo e ~2mithatky)
Il

Roéznicowa mapa Fourierowska. Wykre§lamy |Foqic| — |Fops|-

F.4.2 Metoda prob i bledow.

N A
Budujemy prébny model struktury — obliczamy Fyy = . Fje?™ (haj+ky;+125) _ zastepujemy amplitudy
j=1
zmierzonymi: | Fhj. catc| ~ | Fhi, obs|-
Definiujemy czynnik zgodnosci (ang. reliability factor), tzw. R-factor:

> 1 Fnkt, obs| = [ Frkt, catell]
il

> | Fhit, obs)
Ikl

R = (F.16)

wagi

> Whit [ Ihit, obs — Ihit, cale|

;. hEl
> Ihkl, obs
bkl

(Rozne warianty, np. wazony R-factor, wR, R

F.4.3 Analiza Pattersona

Funkcja Pattersona:

1
P() = = Z | Fpia|? cos|2m (ha + ky + 12)] (F.17)
|4 hkl

- 1 9
(Inne ujecie: Py = v Z | Frit|* cos[2m(hu + kv + lw)]) (F.18)

hkl

Funkcja Pattersona jest to funkcja autokorelacji gestosci atomowej, czyli dajaca rozklad odleglosci miedzy-
atomowych.

Formalnie matematycznie:  P(7) = p(7) * p(—7) = /p(F') p(7 —7) 37’

2 N -
:/p(F)ez’”Ak'Fd:sF-/p(F)e%Mk'Fd?’F:HF—>F’—FH

_ /627riAl;~F' d377//p(77/)p(771_77)d3771 _ /P(,F»)eQNiAEF’ 437’

I(AE) ~ ’/p(f-‘) e27riAl;-F

odwrotna transformata Fouriera

, N 0\, —2mi AT 930 AT
Zatem:  P(r) = / [(Ak)e A(Ak) = z obrazu dyfrakcyjnego (natezen)

Wilasnosci funkcji Pattersona:

« wektor laczacy atomy w obrazie Pattersona manifestuje sie pikiem funkcji P(7)

» funkcja P(7) ma inwersje (P(—7) = P(r)), tak jak obraz dyfrakcyjny (I = Irz;)
+ wielkos¢ piku (pole pod pikiem) jest rowny Z, - Z; (dla atoméw a i b)
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« n-atoméw daje n?-pikéw w funkeji P(7), z czego n to pik zerowy P(0), odpowiadajacy korelacji atoméw
z sobg samym, a pozostale n(n — 1) to piki odpowiadajace parom w komorce elementarne;.
» osie X, oraz plaszczyzny m, — osie X i plaszczyzny m na mapie Pattersona

Dwa proste przypadki:
1° w strukturze dominuja ciezkie atomy — heavy atom method:

Fopyy— Fp + Fgy = oag
(protein (heavy
oflight atom)
atoms)

2° znamy utozenia atoméw i ich odleglosci w skupisku, ale jego orientacja jest nieznana — Patterson search
method

F.4.4 Direct methods

Constraints:
Fhki, obs

N
ez ti
7=1

nie; atomy — point scatterers — effect of atomic shape

1. Discrete atoms —  znormalizowane amplitudy: Epnx =

sin 6
)\ 5

removed.
2. p(7) >0 —> nieréwnosci E(k1)E(—ky)E(—ky + k) > 0
3. Random distribution of atoms — prawdopodobiefistwo wystapienia faz: ¢ (k1) ~ ¢(k1 + k2) + ¢ (k)

4. [ p3(7) 37 = maz. — ¢(k1) ~ faza wyrazenia 3. E(ks)E(k, — k2)
k2

( 1)

EF( 2)F (k1 — k)

5. Equal atoms — Roéwnanie Sayre’a: F/(k;) =

6. — [ p(F)Inp(F)dV = max. —  Maximum entropy method (patrz: podrozdziat F.4.5)
7. Equal molecules —  Molecular replacement method (w makromolekutach)

8. p(7) = const. —  Density modification techniques (w bialkach)

F.4.5 Maximum entropy method (MEM, Bricogne 1984)

LStatistical-thermodynamical” approach to crystal structure determination

Wstep: Ukiad mozliwych rozkltadéw gestosci atomowych w komoérce elementarnej mozemy traktowaé jak
termodynamiczny uklad standéw (niektoére stany daja ,prawdziwe” potozenia atoméw). Uogdlniony R-factor

<R =Y w [|Facl® - |Fobs|2]2> mozna potraktowaé jak (konfiguracyjny) hamiltonian ukladu (energia
hkl
catkowita). Z termodynamiki statystycznej (kg = 1):

Funkcja rozdziatu: 2 = S e /T

stany
stany = mozliwe rozklady gestosci w komoérce
Energia swobodna: F =-TlmZ=R-TS
S - entropia
T - temperatura (charakteryzuje wzbudzenia stanéw ponad prawdziwe p(7))
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Zatem: zagadnienie rozwiazania struktury sprowadza si¢ do minimalizacji energii swobodnej (jak w termo-
dynamice), np. poprzez maksymalizacje entropii.

MEM:
Entropia konfiguracyjna: S = — 3 p; In[p;]| (wz6r Gibbsa)
J

Dla ciagtych rozkladéw gestosci elektronowej w krysztale: S = — [ p(7) In[p(7)] d37
albo S =— [p(p)In[p(p)] d*7 (p(p) - prawdopodobieristwo wystapienia danej gestosci (danego stanu))

Schemat algorytmu (przyktadowy):

losowy rozktad gestosci

(+ nieujemnosé p(7) p(p) — maksimum S(p) — prawdziwy rozklad gestosci

Ale!  p(p) ~ p(Frr) —  stad mozemy dosta¢ informacje o fazach czynnika strukturalnego!

(Wiele roznych wariantéw metody.) Metoda szczeg6lnie dobra dla uktadéw ztozonych (np. biatka, struktury
modulowane, uktady aperiodyczne).

F.4.6 Metody ab initio

Omoéwimy 2 metody pracujace w przestrzeni prostej i odwrotnej (tzw. dual methods):

1. Low-density elimination (LDE, Shiono & Woolfson 1992)
Gestosci elektronowe ponizej pewnego progu 6 (np. % wysokosci piku dla lekkiego atomu, albo % Sredniej
gestoéci w komorce elementarnej) sa zastapione przez 0 (eliminacja matych gestosci). Zastosowanie: mate
i Srednie proteiny, nadstruktury (superstructures), krysztaly modulowane, kwazikrysztaly (Takakura 2002).
Bazuje na cyklu Fouriera (naprzemienne przej$cie miedzy przestrzenig prosta - z modyfikacja gestosci
elektronowej, i odwrotng - modyfikacja amplitudy czynnika strukturalnego). Iteracja jest kontynuowana
do uzyskania zbieznosci lub wykonania zadanej liczby cykli.

9(7)

1,0+

0,8+

p(7)

02 04 06 08 1,0
Rysunek F.24

2. Charge-flipping algorithm (CF, Oszlanyi & Siito 2004, 2005)
Iteracyjna metoda odzyskiwania fazy, bazujaca na standardowym cyklu Fouriera. W przestrzeni odwrot-
nej - zastepujemy amplitudy czynnika strukturalnego przez amplitudy eksperymentalne. W przestrzeni
prostej - gestos¢ elektronowa jest modyfikowana przez pomnozenie wszystkich wartosci ponizej pewnego
progu ¢ przez —1 (odwrdcenie gestosci, charge flipping). Algorytm nie wymaga znajomosci symetrii (za-
klada P1). Znalazt $wietne zastosowanie do struktur modulowanych (wspétmiernie / niewspétmiernie),
kwazikrysztatéw (Superflip, Palatinus & Chapuis 2007).
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odwrdbcenie gestosei <
(pomnozenie przez —1)

. (charge flipping)
p(7) > g(7)
FFT' | (1) 3) | FFT
losowe (lub zerowe) @
fazy do amplitud ~ ——— Fhp < Ghri
eksperymentalnych przypisanie nowych faz
do amplitud eksperymentalnych
Ghii
Fipr = | Fops| - —2kL
hkl = |Fobs| TeRm

(zastapienie amplitud |G|
przez eksperymentalne |Fpz;)

Rysunek F.25: Schemat iteracyjnego algorytmu CF.

F.5 Udokladnienie struktury (structure refinement)

Na podstawie obrazu dyfrakcyjnego i po odnalezieniu faz dysponujemy mapa gestosci elektronowych, ktéra
w przyblizeniu daje polozenia atoméw. Aby pozna¢ doktadne potozenia atoméw xj,y;, 2, a takze wielkosci
parametrow Debye’a-Wallera (ADP - izotropowe, anizotropowe), czy innych (np. fazonowy ADP w kwazi-
krysztatach) trzeba zrobi¢ udokladnienie:

Rozwiazanie struktury (mapa gestosci)

i}
Model startowy (polozenia atomdéw - $rednie; klastry; powierzchnie atomowe itp.)
+
Dane dyfrakcyjne
i}

Udokladnienie struktury

Proces udokladnienia struktury jest to proces iteracyjny:

(D model startowy
b
@ zmien Lj,Yjy 255 Bphonon; Bphason; ce
b
(3 oblicz obraz dyfrakcyjny

l

Fops — F,
@ poréwnaj z obrazem zmierzonym, czyli oblicz R-factor: R = 21 Fobs calc

ZFobs
1

(® zminimalizuj R-factor (kryterium zbieznosci; algorytmy minimalizacyjne)
i lub 1
(® udoktadniona struktura ®

Algorytmy minimalizacyjne:
+ metoda najmniejszych kwadratow (ang. least squares)
« metody gradientowe — minimalizacja funkeji f(x; — p- V f(x;)) (p - parametr, V f - gradient funkecji f)

N
. algorytm Levenberg-Marquardta — minimalizacja funkcji x2 = 3 [y;(x;) — f(2s; )]

=1
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Uklady aperiodyczne
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G.2 Metoda wielowymiarowa . . . .. ... ... ... e e e 56
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G.1 Struktury modulowane

G.1.1 Wstep

W pewnych ukladach zauwazono dodatkowe stabe piki w obrazach dyfrakcyjnych (od lat 60-tych, przetom:
struktura y-NagsCOg 1976), czesto pojawiajace sie lub znikajagce w okre$lonych temperaturach (sygnatura
przejscia fazowego). Nazywamy je satelitami (ang. satellite reflection).

Przyklad G.1.

o [ ]

. K3 P /“ — Eeﬂfklsl}; sat(;%ita;ne)
. . ° e’ ) satellite reflection

° ° ° T T ° “e* °

° ° o o' | refleksy gléwne

° et (main reflection)

[ ] [ ]

itp.
Rysunek G.1

Wyjasnienie (wyindeksowanie) tych pikéw bylo mozliwe tylko przy uzyciu dodatkowego wektora ¢, nazy-
wanego wektorem modulacji, i dodatkowego indeksu, m.

Gurl — Griim = h@* + kb* +1&* + mq, ¢ = («a,p,7)w bazie krystalograficznej {a *, b, 't (Ga)
Np.¢=aa*

Definicja G.1 (Modulacja wspdlmierna vs. niewspoimierna).

Jesli o € Q (zbior liczb wymiernych, np. %, %, ... ), to modulacja jest wspotmierna (krysztat periodyczny).
Jesli a ¢ Q, to modulacja jest niewspotmierna (krysztat aperiodyczny).
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Chapter G Ukltady aperiodyczne G.1 Struktury modulowane

Jak wyjasni¢ modulacje obrazu dyfrakcyjnego? — Modulacja struktury atomowej:

(1) Modulacja przesunieciowa (ang. displacive): 7, — 7, (zmienne pozycje atomow)

(2) Modulacja obsadzeniowa (ang. occupational): p,, — p), (zmienne prawdopodobiefistwo obsadzenia pozy-

cji przez atomy)

G.1.2 Struktury modulowane z modulacjg przesunieciowa

Polozenia atoméw

ch_f + ng+ ng

o - h 2o _ struktura bazowa )
T =Ty = 1||} + U + Ji ((]Ta 7) = (periodyczna) + modulacja
u@ + vb + wé funkcja modulacji

(jest zawsze okresowa)

Struktura harmonicznie modulowana: 7, = T, + Uj + ffj - 8in(2wq o 74,)

T T

amplituda wektor modulacji

=7p

-~
Funkcje modulacji mozna zawsze rozwina¢ w szereg Fouriera: f; = > - Aje 2mike(T) + 1)

(E - wektor sieci odwrotnej).

Przyklad G.2 (Modulacja harmoniczna 1D). Funkcja modulacji:

fj = Asin(2mqa) = x, =na+ Asin(2mga) (A < a; a - wektor bazowy)

fi f2
— —> —> —> > « «— «— «— <
[ L @ ® L L 4 L 4 L 4 ® ® ®
a
—>
A=2C
q
A

Asin (277 7,)

Rysunek G.2
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Chapter G Uklady aperiodyczne G.1 Struktury modulowane

Funkcja modulacji nie musi by¢ ciagla. Najczesciej rozpatruje sie 3 przypadki:

—  modulacja harmoniczna:

?

2r
q
—  modulacja funkcjg Crenéla:
1A
27
q
—  modulacja piloksztaltna (ang. saw-tooth):
| | 14
| | |
2
q

Czynnik strukturalny (modulacja harmoniczna)

Przyczynek do czynnika strukturalnego od atomu j:
tozsamo$¢ (rozwiniecie) Jacobiego-Angera:

o0
, . jzsing _ imo
F=3 f; e 2miR{Fut Ay sin(ng )} _ e!#l = 37 M0 (2)
J J -

m=—0oQ -

{uvw} 1 (G.5)

funkcja Bessela I rodzaju rzedu ‘m’

==Y fj-0(G—k—mg) (—1)™ - Jm(27k 0 A)

k,m

Pelny czynnik strukturalny mozna zapisa¢ jako (wg Giacovazzo):

N
Fopim = f- €™ F 0 (=1)™ - ] (271G 0 A) e ~2m T (G.6)

=1 - o - o =
J = Jm (27k-A), bo piki tylko w pozycjach: k = Gpri+mq= Ghriim

Whioski:

« do indeksowania potrzeba 4 parametréw: h, k,l, m

- natezenie satelitow spada szybko z m (patrz: wykres J,,(z) na Rys. G.3)

« piki pojawiajg sie w pozycjach: k= Ghiim = Ghu + mq ; dlam = 0 mamy tylko piki gléwne

Im(2)
1,0~ Jo

075-- // \\_.  JQ

Rysunek G.3: Wykres pierwszych kilku funkcji Bessela I rodzaju.
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Chapter G Ukltady aperiodyczne G.1 Struktury modulowane

G.1.3 Modulacja obsadzeniowa

Atom A obsadza pozycje j z prawdopodobienstwem p;(7,,), a atom B z prawdopodobiefistwem (1 — p;(7,)),
gdzie p; (77,) = p; (7o (Ti + ;).

Hc—/

= ’r‘n

Czynnik strukturalny: Fj = {fap; + fs(1 —p;)} - €*™ (R-7) (G.7)
Modulacja znowu musi by¢ okresowa: p; = > wjm e 2mim (§-7n) (wjm - wsp. rozwiniecia). Stad mozna
otrzymac¢ pelny czynnik strukturalny. Pik dyfrakcyjny otrzymujemy w pozycji:
o k = Gy (wezel sieci odwrotnej do sieci bazowej)
« k=Ghpp +mq

G.1.4 Kompozyty (niewspolmiernie modulowane)

Wspdlistniejace (wzajemnie przenikajace sie) struktury o réznych typach sieci (grupach symetrii) sa w ideal-
nym przypadku niemozliwe. Ale gdy obie sg modulowane - tak.

Przyklad G.3 (Schematyczny przyklad). Kompozyt typu host-guest structure

OO OO0 0O
DO O OO O OO O 0¢( host

OO0 OO OO«
)OOOOOOOOO(\

OO0 00 OO0 | gt
PO O OO O OO O 0O¢(

OO0 OO0 00
PO O OO O OO O O

Rysunek G.4

G.1.5 Struktury modulowane wspoélmiernie (o, 5,7 € Q)

Takie uklady sg periodyczne — mozna zbudowac powiekszong komoérke elementarng (tzw. superkomorke,
ang. supercell approach), np. przy ¢ = («,0,0), a = %, wystarczy zbudowac 7-krotnie powiekszong komorke.

Przyklad G.4 (Idea metody superkomoérek).

e * o0 °* 7, Dprzestrzen odwrotna
@) . O . . O o O e O e O o
podwojona (nie ma satelitow)

komoérka elementarna

Rysunek G.5
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Chapter G Uklady aperiodyczne

a initial structure (periodic)

vV V vV vV VvV Vv v V©

vV V vV vV Vv v v Vv

- - = >
original unit cell

b commensurately modulated (periodic)

IIIII >
doubled supercell

¢ incommensurately modulated (aperiodic)

© 0 .00
vV ¥V vV VvV vV ¥V v Vv
€ ——— . e — - = X - - - - - = == >

no supercell exists

d incommensurate composite (aperiodic)

vV ¥V VvV Vv Vv Vv Vv Vv

V VvV ¥V 9V VvV Vv @
-« - = > € - —— -
host lattice cell guest lattice cell

Expected diffraction patterns:

“«=-===>

original reciprocal cell

“=-=-»
new reciprocal cell

g
coe@eec co@ee co@eec oo co@e

S Emmmm satellite reflections
original periodicity hold modulation information
retained in Bragg peaks

h
o@Cc Oo@Cc 0@ 00 0@0

“« - === >
original periodicity
retained in Bragg peaks

satellite reflections
hold modulation information

Rysunek G.6: Poréwnanie obrazéw dyfrakcyjnych dla ukladéw: a periodycznego, b wspotmiernie modulowa-
nego, ¢ niewspétmiernie modulowanego, d kompozytu host-guest. Zrédto: Chem. Sci., 2020, 11, 11094.
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G.2 Metoda wielowymiarowa

G.2 Metoda wielowymiarowa (ang. higher-dimensional / superspace de-

scription)

G.2.1 Struktura modulowana w wielu wymiarach

N A
NG

modulacja || do osi @
S> . (7= aad”)

Qg4 ‘
|
Il ‘
€4 :
I
7/
7
7
7
7
7

Rysunek G.7

Embedding (rozszerzenie na wiele wymiarow)

1.

Pozycje atomowe uzyskujemy w punk-
tach przecie¢ tancuchéw” modulacji z osig
rzeczywista (fizyczna). Wielowymiarowym
odpowiednikiem atomu (punktowego w
3D) jest  ancuch”, rozciagajacy sie na 1
period wzdluz 4. osi (kierunek prostopa-
dly, ang. perpendicular direction / space).
~Atom wielowymiarowy” (hiperatom, na-
zywany tez - szczegdlnie w przypadku kwa-
zikrysztalow - powierzchniag atomowa, ang.
atomic surface) jest powtarzany w sieci wie-
lowymiarowej przez translacje sieciowe w
wielu wymiarach. Wielowymiarowa struk-

tura jest wiec periodyczna.

Wprowadzamy (3+d)-wymiarowa przestrzen odwrotna (d - liczba wektoréw modulacji, rozwazamy ogdlny

przypadek):

d
G = h1@* + hab* + hsc* +Zh3+i§i
=1

Potrzebujemy ogoélnie (3+d) indekséw do opisania pikéw dy-
frakcyjnych, dlatego méwimy, ze modulacja (lub struktura mo-

dulowana) jest d-wymiarowa. Zazwyczaj wystarczy d = 1.

§'=0ld" +okb +oker (GB)

Przynajmniej 1 sposrdéd {o1, 01,03}
powinien by¢ niewymierny, by mo-
dulacja byla niewspdtmierna.

Wprowadzamy nowg (3+d)-wymiarowsg baze (zamiast wektora modulacji):

5126*, 5225*, 53:5*, 53+i:§i+€i (1=1,...,d) (G.9)
1 wektory jednostkowe L do wektoréw
bazowych (@*,b*, c*)
3+d
Zatem (w nowej bazie): G - G'= Z h; b; (G.10)
i=1
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Chapter G Ukltady aperiodyczne G.2 Metoda wielowymiarowa

Uwaga G.1 (Wniosek). 3D obraz dyfrakcyjny (w przestrzeni rzeczywistej odwrotnej) jest rzutem wielo-
wymiarowej, (3+d)-wymiarowej, sieci odwrotnej na (pod)przestrzen rzeczywista odwrotna.

2. Podobnie wprowadzamy (3+d)-wymiarowg przestrzen prosta (warunek ortogonalnosci: @; o l;j = 0;5):

L& - Pozycjaw 3D (7" = xd + yg—l— 26) w (3+d)D jest teraz:
ap=a— ), 016 sid
L 7= 3 xidj,

2 =b— ) 05¢€ =1 o , ,

2 Z; 2= gdzie wspolrzedne polozenia w przestrzeni prostopadle;:
p —c—zd:a’é’ T3y, =0z +odrs+olas(j=1,...,d)

3 = 1 wynika to z warunkéw ortogonalnosci przestrzeni pro-
asyi=¢ (i=1,...,d) stopadtej do fizycznej: € o 7" = 0.

Uwaga G.2 (Wniosek). Pozycje atomowe w 3D (w przestrzeni fizycznej, rzeczywistej) sg rzutami prosto-
katnymi pozycji wielowymiarowych na (pod)przestrzen fizyczna (rzeczywista) prosta.

Przyklad G.5 (do Rys. G.7). ai=da—od, dy=F¢€
T T 1
(1) (sa) (€4)

3. Wspdlrzedna ¢.

Wspotrzedne 3, sa ,porzadnymi” wspoélrzednymi krystalograficznymi. Jednak translacja hiperatomow
w przestrzeni wielowymiarowej powoduje, Ze w przestrzeni rzeczywistej rozne pozycje atomowe odpowia-
daja tej samej x34 ;. Wprowadza si¢ wspétrzedna ¢ do lepszego opisu prawdziwej struktury (w przestrzeni
fizycznej).

Dla dowolnego d : t; = —k{ T — k:% To — ké 3 + X345
Dlad=1: t=xz4—¢or
Jedlit; = 0, to mamy do czynienia z poloZeniami prawdziwej struktury w przestrzeni rzeczywiste;.

Przyklad G.6 (t-plot).

ap_«T1 .o . L. .
Ty Polozenie wezlow sieci bazowej:
— Ti=Titu, Ta=t+qor
/ Polozenie atomu w strukturze modulowanej:
t=to
, z; =T + [(Ta)
NG 1 przesunigcie z pozycji bazowej
T4 (rzut funkcji modulacji
na sie¢ bazowa)
62‘
Rysunek G.8 T4 =Ty + o f(Ta)

Po co embedding?
» Wizualizacja funkcji modulacji
« Obliczanie czynnika strukturalnego
« Analiza symetrii obrazu dyfrakcyjnego — reguly wygaszen zaréwno dla pikéw gtéwnych, jak i satelit
« Analiza odleglosci miedzyatomowych (¢-plot)
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Chapter G Uklady aperiodyczne G.2 Metoda wielowymiarowa

G.2.2 Grupy supersymetryczne
(REKLAMA — Wyklad obieralny ,Teoria grup w fizyce” prof. W. Sikory)

Krysztaly aperiodyczne (np. struktury niewspotmiernie modulowane) nie maja symetrii translacyjnej, jednak
w obrazie dyfrakcyjnym widzimy 32 grupy punktowe symetrii dla pikéw gléwnych. Grupy supersymetryczne
to proba przypisania symetrii z obrazu dyfrakcyjnego do symetrii struktury.

SSG = 32 point groups in 3D + centering 4 q-vectors
T T

superspace symmetry groups wektory modulacji

Gdzie jest problem? Hiperatomy nie sa punktami w przestrzeni (3+d)D, wigc mamy dodatkowe stopnie swo-
body dla operacji symetrii (np inwersji, translacji sieciowych i niesieciowych). Dlatego pojawiajg sie dodat-
kowe pozycje specjalne (dla dodatkowych elementéw symetrii).

Przyklad G.7 (Origin-dependent translational components).

$rodek symetrii
W pozycji przesunietej

ay
_— o wektor 1t
wzdluz osi dy4

@» =

P N
/\
N/'

Rysunek G.9

Uwaga G.3. Translacje w wielu wymiarach prowadzg do niejednoznacznosci w potozeniu $rodka symetrii.

Przyklad G.8 (Os srubowa 27 w wielu wymiarach). Operator symetrii:

(—x, -y, z,t) — o062k

(—z, —y, é + z,t) — 0§ $rubowa

(—x, -y, z, % +1) — 0§ srubowa 3 mozliwo$ci w wielu wymiarach
(—z, —y, é + 2, % +1t) — 0§ $rubowa

« Liczba grup symetrii

Klasyfikacja Wymiar przestrzeni lub superprzestrzeni
1 2 3 4 3+1  3+2 3+3 6
Sieci Bravais 1 5 14 64 24 83 215
Grupy punktowe 2 10 32 227 31
Grupy przestrzenne | 2 17 230 4783 755 3338 12584 28927922

Tabela G.1
« Klasyfikacja:

(1) Stokes, Campbell & van Smaalen'
(2) Symbol tradycyjny

! Tables of (3+d)-Dimensional Superspace Groups: https://stokes.byu.edu/iso/ssg.php
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Chapter G Uklady aperiodyczne G.3 Kwazikrysztaly

Przyklad G.9 (Przykladowa numeracja i symbol grupy supersymetrycznej).

SSG no. SSG symbol

. skladowe wektora
wymiar wektora

modulacji numer klasy modulacji
\ 14 S
NN 1/m(§,0,'y) 00
N—
nr grupy 7 X f \)‘_/ P

operatory symetrii
dla fazy {0, s, q}

przestrzennej  Klasa Br.e_wais’go

dla struktury ~ W notacji JJAW

bazowej (BSG)  oleinveh SSG

w Tabl. Kryst. numeracja kolejnych oo ‘
dla takiej samej BSG i plaszczyzna)
i wymiaru wektora modulacji

symbol grupy 11
(jednoskos$na prosta,
z osia Srubowa

Rysunek G.10: Uzyta notacja: Stokes, Cambell & van Smaalen

Przyktad G.10. SSG no. 51.3.122.769 (3+d)D

- Dimension:d = 3

- Bravais class: 3.122 — orthorombic

- BSG no. 51: Pmem (from Int. Tables)

- 769" superspace group with d = 3 and BSG no. 51

Symbol?: Pmem (aq, $1,0) 000 (—aq, 31,0) 00s (0,0,72) 0s0

G.3 Kwazikrysztaly

G.3.1 Wstep historyczny. Podstawowe informacje

W 1982 roku Dan Shechtman probowat uzyska¢ amorficzny stop Al-Mn. Obraz w dyfrakcji elektronow wy-
kazal symetrie ikozaedryczng (ikozaedr = dwudziestoscian foremny, kazda $ciana jest trojkatem réwnobocz-
nym), w szczegdlnosci zobaczyt 0§ 5-krotna symetrii (10 symetrycznych pikéw w dyrfakeji) - klasa Lauego
m35. Wystepowanie 5-krotnej (niekrystalograficznej) osi symetrii bylo nie do przyjecia przez éwczesny stan
wiedzy. Dopiero po 2 latach opublikowano wyniki (wsréd oponentéw byt dwukrotny noblista Linus Pau-
ling: ,, There is no such things as quasicrystals, only quasiscientists”). W latach 1985-88 zsyntezowano wiele faz
kwazikrystalicznych ikozaedrycznych i dekagonalnych.

Rodziny kwazikrysztaléw (znanych)

« ikozaedryczne: aperiodyczne w 3 kierunkach; w opisie wielowymiarowym 6 wymiardow; przyklady:
AlCufFe,Li}, AIMnSi, ZnMgRE, CdY, ZnSc, ...

« dekagonalne (osiowe): aperiodyczne plaszczyzny utozone periodycznie wzdtuz 3. kierunku; w opisie wie-
lowymiarowym 4 lub 5 wymiaréw; przykiady: AINiCo, AICu{Co,Rh,Ir}, ...

Pokrycie aperiodyczne (ang. aperiodic tiling)
« 1D: ciag Fibonacciego, matematycznie £}, 2 = Fi,41 + F, — 01123581321...

L, | metoda generacji L — LS | LSLLSLSLLSLLS...

S rekurencyjna: S—1L L S L L S L S L L S
—

Rysunek G.11: Metoda generacji weztéw 1D kwazisieci Fibonacciego.

®na podstawie: https://stokes.byu.edu/iso/ssg.php
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Liczba wystapien L n—co0 V5 +1
Liczba wystapien S 2

=71~ 1,618 (zloty podzial odcinka, ang. golden mean)  (G.11)

(T matematycy: ozn. ¢)
1
= =T — 1
A1 . T
Wtlasnosc liczby { A

Uwaga G.4 (Dowéd wlasnosci G.11).

BRICEE

=S

Réwnanie whasne: S- 7= A = det[S—A|=0 = M —-X—1=0, stad

14+v5 T
A=t =T s 1 Ny v T
N R |
Ay = 172\/5 = _% , Uy = < 17) § W O
. FoaL+F,S
Srednia odleglo$¢ miedzy weztami: @ = lim il w S il 3—-71)-8
n—0oo n+1 + Fn
Jesli przyjmiemy: S = 1,to L = T oraza ~ 1,38 =3 — 7.
Mozna poda¢ wzor na n-ta pozycje wezta w kwazisieci:
Tp=n-3—-7)—(r—1)-frac(nr) frac(z) — cze$¢ utamkowa utamka (mantysa)

Mozna potraktowa¢ tancuch atomowy x,, jako strukture modulowang z baza a = (3 — 7) oraz wektorem
modulacji f(z) = (7 — 1) - frac(x) (stad: mozliwy bedzie embedding).

+ 2D: pokrycie Penrose’a (rombowe): 2 romby

+ reguly przylegania
@ (matching rules)
— zgodnos¢ strzalek
M @ » vs. P

maly, cienki duzy, gruby
(thin, flat) (thick)

Rysunek G.12

+ 3D: pokrycie Ammana (3D Penrose tiling): 2 romboedry

wsp. wierzchotkow
w bazie kartezjanskiej

(przy a =1)

(0,0,0) (0,1,7)

wydtuzony splaszczony ..
(acute, prolate) (obtuse, oblate) —  stosunek objetosci = 7
Rysunek G.13
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G.3.2 Opis wielowymiarowy

« Na przyktadnie CF (1D kwazikrysztat)

G.3 Kwazikrysztaly

Metoda rzutowania (ang. cut-and-project)

o5} x|
é o 45
n
= § /g o A=+1+72

o
EE T=1?=7+1
'9 — ﬁf] o ° 1
g o ° tga = =
g g = A o T
g5 & o O\\
22 o ©
o= °© o
o o o)

) o o
[e]
o
- = _. — - O_ _ _ _ _ s - ———-——-—-—-- o
° [ ]
[ ]
[ ]
TI : SRR
[ ]
) O °
CY/‘ . o o parallel space .
. o o (external, physical, real space)
o (= par-space)

T
Rysunek G.14

Wezly wielowymiarowej sieci periodycznej rzutujemy na kierunek réwnolegly, ale tylko te, ktérych skta-
dowa prostopadla miesci sie w pasku rzutowania (z; < T') (czasem T nazywamy oknem, ang. window).
Na podstawie rys. G.14:

1
{ .TH =TI + X2 1= 7—2_|_1(Tx|| —Z'J_) (G 12)
Tl =—T1+Tx2 _ 1 '
Ty 1(:6|| +rey)
Stad wektory sieci odwrotnej w wielu wymiarach (z warunku ortogonalnosci z; - 2 = 0;;):
* 1 * *
$\_72+1(T$1+1‘2) G19
* 1 * * ’
el = 5 1(—1:1 + Tx3)
Jesli zostawimy dowolny parametr sieci 2D (A):
T = ————=(12] +2
AV (G.14)
1 .
= x] + 71X
L= (et )
Zatem do wyindeksowania piku potrzebujemy 2 indekséw (h i ho):
Th1 + ha —hy 4+ Ths
— = = G.15
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Metoda ciecia (ang. section method)

) % -
% % atom
% % T = 7-2[ ‘ Wielo.wymiar.owy
% % (powierzchnia

Wielowymiarowy atom (nazywany % % ‘% % atomowa)
w kontekscie kwazikrysztalow po- * * * + * +
wierzchnig atomowa, ang. atomic sur- % % % ‘% * %
face) daje atom rzeczywisty w miej- 4) % % l % % % (L % % 2
scu przeciecia z kierunkiem réwnole- S Ls] | R TL L -Sl L ls|
glym. T % T % % T
Metoda ciecia jest w pelni réwno- % * % %
wazna metodzie rzutowania. % % %

Rysunek G.15
« Zauwazamy relacje skalowania!

-/

¥ — ¢ =7rF — ten sam ciag Fibonacciego

Podobnie w przestrzeni odwrotnej:

h, + h!
Jesli A — A" =TA, to: k:||—>k:’ Thy +

= TR dgies B = hy + hy, B = h

« 5D embedding (kwazikrysztaly 2D)

cos (%) 0

af =a*- | sin(28) |, @5 =ai|0 (G.16)
0 1

(t=1,...,4; a*-stalasieci odwrotnej w aperiodycznej plasz-

czyznie, a3 - stala sieci odwrotnej w kierunku periodycznym)

5
Rysunek G.16 Wektor sieci odwrotnej: G = Z h;a} (G.17)
i=1
Wektory @, sa rzutami z 5D sieci odwrotnej o bazie:

cos (%) 0
5 sin (%) . 0
S =a" £ 0 (i=1,...,4), di=ai|l (G.18)
cos (%) 0
sin (%) 0

Wektory sieci 5D prostej: d; o J; = 0jj.
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« 6D embedding (kwazikrysztaly 3D)

0
a'=a" | sin (%) sinf |, df=a" [0 (G.19)
1

*

(t = 2,...,6; a* - stala sieci odwrotnej; 6 - kat miedzy
osiami 5k, 6 = 2 arctg% = arctg 2 = 63,44°)

6
Wektor sieci odwrotnej: G= Z h;d;* (G.20)
=1

Rysunek G.17

Wielowymiarowa baza przestrzeni odwrotne;j:

cos(%)sin&
sin (22%) sin 0
Tk * COSQ . o
—cos(%)sinﬁ (i=2,...,6), di=a
—Sin(%)sinﬁ
—cos 6

(G.21)

_ o O = O O

-

Baza przestrzeni prostej: d; o d

;= 0ij

G.3.3 Aproksymanty

Sa to periodyczne! uklady o budowie (ulozeniu atoméw) podobnej do kwazikrysztatu, ale periodyczne (z
komorka elementarng; zazwyczaj regularng (3D), ortorombowg (2D) , jednosko$na (2D)). Klastry atomowe sg
w aproksymantach zazwyczaj znieksztalcone. Jak? Na przykiadzie CF.

xTo -
[¢) D o o o _4e g L) 1
- - N t )
$_J_o L o 0//0‘ . N :EH gﬁ#T
o b 0/ ’ ° ° o o 1 1 1
- e alenp. — | ==
B x| P15 \3/2
g ! e O\:\\‘a °c ° . Struktura x| staje si¢ periodyczna
B . ! (tzw. aproksymanta 3/2)

Rysunek G.18

G.3.4 Czynnik strukturalny i obraz dyfrakcyjny

Definicja jest analogiczna do krysztatéw periodycznych, ale w wielu wymiarach.
. 1 o - o
F(kH) =7 /p(F) o 2miGT d37, 7= (F||,ﬁ_) , G = (kH’kJ-) (G.22)

(EH jest rzutem G na par-space)
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W wielu wymiarach tylko te wezly sieci nas interesuja, ktorych perp-space sktadowe (7)) naleza do po-
wierzchni atomowej (AS). Te rzuty (7)) tworzg gesty zbior na AS, dlatego sumowanie po wezlach sieci w
wielowymiarowej komorce zastepujemy catkowaniem po AS.

. 1 - o
F(ky) = o— > L/ﬁjgs(kn,kL)eQ“”(h'T+kl*L)er (G.23)
Qas 43
Qas
sumowanie "\ objetos$¢ powierzchni atomowej (AS)

po liczbie powierzchni atomowych
(w wielowymiarowej komérce moze by¢ ich wiele)

Formalnie:

F(EH) = Z 5(k — EH)Q(EJ_), gdzie: Q(k,) = F(T) (transformata Fouriera okna) (G.24)

Wz6r G.23 mozna zapisac:

F(ky) =Y fas(k)Q(ky) e ki (G.25)
AS
gdzie geometryczny czynnik strukturalny:
1 e
Q(kL) = Oas / 2RI Ay (G.26)
Qas

Przyklad G.11 (Ciag Fibonacciego (CF)). — Jedna powierzchnia atomowa o ,objetosci” 72 (= T'), syme-
trycznie ulokowana w (0, 0).

2

1 . 1
Q)= o [ ebarean =

: 2
L2 2
1 <e2ﬂ'lkl2 _ e—27rzkl2> _ Sln(ﬂ-T kJ—)

72 2mik | T2k,
2
2 (G.27)
2 sin(r7%k. ) i ~ —h1 + The hi + Ths
= I(kH) ~ ’Q(kl)’ = W gdZIe: kL = 7_27_{_17 | = T_H

Wnhioski:
« duze piki wystepuja dla ,charakterystycznych” zestawoéw wskaznikéw hy, ..., hy, danych przez liczby
z ciggu Fibonacciego (patrz: Rys. G.19)
« natezenie pikow gwaltownie maleje wraz ze wzrostem k| (zawsze dla kwazikrysztatow)
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0{0) | 85  (138) T (21,13)
T D B B
T 106 7)
0.8 (1) T wo| 102 |
(674) T T
(:4)
Clap | [T eI s
o) (22,14
04} CX |
(2 1 (17511)
14 (1fo
0.2(170 (9’5 12, 3) (22’1 ) .
0 —& s in -raj:.r;;lr TT 1E ] L |
0 2 4 6 8 0, 12
I

Rysunek G.19: Modelowy (wygenerowany numerycznie) obraz dyfrakcyjny ciggu Fibonacciego.

Uwaga G.5 (OGOLNY WNIOSEK). Definicja krysztatu (wg IUCr 1992):

Direct-space definition: A solid is a crystal if its atoms (ions, molecules) form, on average, a long-range ordered
arrangement.

Reciprocal-space definition: A solid is a crystal, if it has essentially a sharp diffraction pattern. (Essentially = most
of the diffraction intensity is concentrated in relatively sharp Bragg peaks.)
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