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ZESTAW 1

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ I STATYSTYCZNEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#fkis_ft
Tematyka: problem wlasny, operatory, reguly komutacji, funkcje operatorowe.

Problem wlasny: przypomnienie z algebry

(a) Co to jest macierz hermitowska? Sprawdz czy ponizsze macierze sa hermitowskie:
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(b) Prosze wykazaé, ze wartodci wlasne macierzy hermitowskich sa rzeczywiste, a wektory wlasne (przynalezace
do réznych wartosci wlasnych) sg ortogonalne.

(c) Operator Hamiltona (hamiltonian) definiuje calkowita energie czastki lub ukladu i wyraza si¢ przez sume
operatoréw energii kinetycznej i potencjalnej: H = T'+U. Uproszczony hamiltonian jonu Hy mozna zapisaé
w postaci macierzy (F,a € R):
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Prosze znalezé wartosci wlasne €; oraz wektory wlasne ¢; hamiltonianu H. Inaczej: prosze rozwiaza¢ problem
wlasny macierzy H.

(d) Prosze znalezé wartosci i unormowane wektory wlasne macierzy:
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Operatory

Jeden z postulatéw mechaniki kwantowej jest taki: ,Kazdej mierzalnej wielkosci fizycznej (obserwabli) przypo-
rzadkowany jest operator hermitowski”. Charakter kazdego operatora ujawnia sie w jego dzialaniu na wektory
(funkcje). Tak jak w algebrze macierzy, tak w algebrze operatoréw definiuje si¢ problem wlasny: Au = M,
gdzie u i A sa funkcja wlasna (wektorem wlasnym) oraz wartoscia wlasna operatora A. Ogodlnie, operator A
zdefiniowany w jednym wymiarze moze by¢ funkcja zmiennej x i pochodnej czastkowej 8%’ co zapiszemy jako
A (a;, a%) - takie operatory beda dla nas najciekawsze z punktu widzenia zastosowan w mechanice kwantowej.

(a) [Matthews 2.3.] Wykazaé, ze u(zx) = e~"/2 jest funkeja wlasna operatora
p 0 02
Ale, )= 2 2
<x, 5‘:5) 022 "

(b) [Matthews 2.4.] Sprawdzi¢ réwnanie operatorowe
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Uwaga! Sens operatora wyraza sie przez jego dzialanie na funkcje. Szczegédlnie w przypadku operatoréw
rozniczkowych nalezy wiec pamietac, ze ,za operatorem stoi jakas funkcja”, na ktorg ma on dzialac.

Jakie sg wartosci wlasne tego operatora?

(¢) Rozwiazaé problem wlasny operatora A= —i%, tzn. znalez¢ funkcje wlasne f(x), ktére dla danej wartosci
wlasnej « spelniajg réwnanie wlasne: Af(ac) = af(x).
(d) Znalezé¢ operator rézniczkowy T, przeprowadzajacy funkeje ¢(z) w funkeje ¢(z + a), czyli
To(z) = ¢(x + a)

Wskazdwka. Prosze wykorzystaé rozwiniecie ¥(x + a) w szereg wzgledem = + a.


http://galaxy.agh.edu.pl/~strzalka/#dydaktyka#fkis_ft

1.3. Reguly komutacyjne
Komutator dwéch operatoréow Ai B ma postaé: [/1, B} = AB — BA. Operatory, dla ktérych komutator jest

réowny 0, nazywamy przemiennymi. Uwaga! Komutator dwéch operatoréw tez jest operatorem, a zatem jego sens
wyraza sie przez dzialanie na funkcje. Obliczajgc komutator naleZy o tym pamietac, szczegolnie w przypadku
operatorow rézniczkowych.
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(a) Prosze obliczy¢ komutatory: [x, %], [:C, dd?} . Czy operatory te sg przemienne?

(b) Jakie warunki musza spelniaé operatory A oraz B , aby byly przemienne z operatorem: C=ad+ 63 , gdzie

a, B e€C?
(¢) Pokaz, ze prawdziwa jest nastepujaca tozsamosé operatorowa: {AB’, C’} =A [B, CA'} + {fl, CA’} B.

Pokaz posta¢ podobnej tozsamosci dla {fl, BCA’}

(d) Niech operatory hermitowskie A, B, C' spelniaja nastepujace zwigzki komutacyjne: {/1, B} =iC, {B, CA’} =
iA, [C’,A] = iB. Definiujemy operator: T =B+iC. Obliczy¢ nastepujace komutatory: [T, Tq, [A,T},
[TT, fq, gdzie ()T oznacza sprzezenie hermitowskie.

W zadaniu spotkalismy sie z operatorem postaci ®3%. Moze on by¢ potraktowany jako funkcja ekspo-
nencjalna, w ktérej wyktadniku jest operator pochodnej. Takie funkcje, ktorych argumentem jest operator

nazywamy funkcjami operatorowymi. Ich najwazniejsza wlasnoscia jest to, ze mozna je rozwija¢ w szereg wg
schematu:
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gdzie f, to wspolczynniki rozwinigcia. Na tej podstawie prosze rozwigzaé ponizsze zadania.
(e) Niech AiB beda dowolnymi operatorami. Udowodnié, ze zachodzi nastepujaca relacja operatorow
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gdzie \ € C. Wskazowka. Zwréémy uwage, ze postac ta przypomina rozwiniecie Taylora.

(f) Niech A bedzie operatorem hermitowskim, tzn. AAT:A. Zbada¢ unitarnos¢ operatora B= eiO‘A, gdzie a € C.
Wskazowka. Operator jest unitarny jesli: Bt = B™1, cayli BT B = 1.

IRelacja ta nosi nazwe wzoru Bakera-Campbella-Hausdorffa, zobacz link-wiki


https://en.wikipedia.org/wiki/Baker-Campbell-Hausdorff_formula

