10.1.

10.2.

10.3.

ZESTAW 10

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl

Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#wdfk_ft

Tematyka: Operator momentu pedu i kwadratu momentu pedu, rownanie wtasne i funkcje wlasne operatora
kwadratu momentu pedu.

Operator momentu pedu we wspotrzednych kartezjariskich

Przy pomocy klasycznej definicji zapisa¢é moment pedu jako L=7x ﬁ (skladowa i-ta algebraicznie: L; =

€ijkT;Pr, gdzie i,5,k = {z,y,2}).

(a) Znajdz reguly komutacji skladowych operatora momentu pedu: [f/i,ij] =ih sijkj)k.

(b) Znajdz reguly komutacji [L;,z;] oraz [L;,p;].

(c) Operator kwadratu momentu pedu jest zdefiniowany nastepujaco: I? = ﬁi + ﬁz + I:g Sprawdz reguty
komutacji [L;,L2].

Rownanie wilasne operatoréw L. ilL?

(a) Operator momentu pedu we wspdlrzednych sferycznych. Wprowadzmy wspoélrzedne sferyczne:
x =rcospsing
y=rsingsinf ,
z=rcosf
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Wyprowadz sktadowe operatora momentu pedu oraz operatora kwadratu momentu pedu we wspoétrzednych
sferycznych. Fwentualnie: wychodzgc z postaci w zmiennych sferycznych, dojdz do postaci w zmiennych
kartezjanskich.

(b) Rozwiaz réwnanie wlasne sktadowej L. momentu pedu i wprowadz liczbe kwantowa m.

(¢) Zapisz réwnanie wlasne operatora kwadratu momentu pedu L? i podaj rozwigzanie za pomoca funkcji
specjalnych (harmoniki sferyczne Y;,,,(6,¢) i stowarzyszone wielomiany Legendre’a P/ (cosf)). Wprowadz
liczbe kwantowa [. Dokladna postaé tych funkcji (unormowanych):

" —_1)ym m dl+m
Py = S -0y L2y
20+1(1—m)l]2 im
Yim (0,p) = [47r Eler)J P/ (cos0)e'™?

Laplasjan we wspdlrzednych sferycznych
a efiniuj posta¢ operatora Laplace’a A, g , we wspdlrzednych sferycznych i wyraz ja przez postaé operatora
Zdefiniuj postaé tora Laplace’a A, g . Otrzednych sf h i Z ] tac t
kwadratu momentu pedu L2
(b*) Postaé operatora Laplace’a w dowolnym krzywoliniowym ukladzie wspélrzednych mozna zapisaé przy po-
mocy tensora metrycznego §. Przy pomocy tego tensora mozna zapisa¢ kwadrat elementu dtugoéci: (ds)? =
1 9 0 g
— ¢ —, gdzie g = det(g), g = (gi5)" "
NG V93 oz, 8d7e 9 (@), 9 (9ij)

Znajd7z postaé tensora metrycznego oraz laplasjanu w zmiennych sferycznych.

gijdz'dzd. Laplasjan jest zdefiniowany jako: A, =

10.4. Zadania

(a) Wykorzystujac powyzsze wzory obliczyé Yoo, Y10, Y1 41.
(b) Wykazaé bezposrednim rachunkiem, ze funkche Yoo = const,Yyg = C -cos0,Y 41 = C - sinf e sy
rozwigzaniem réwnania wlasnego zaréwno dla L? jak i L..
¢) Znalez¢ unormowana postaé funkeji Yoo, Y10 (uwaga na jakobian w calce po katach) i poréwnaé stata nor-
(c) Znalezé a posta¢ funkeji Yy, Y1o (uwag jakobi lce po katach) i poré ¢ stalg
mujaca ze wzorem w zad. 10.2.c.
(d) [Brojan 1.2. zad. 11] Obliczy¢ $rednia wartosé ﬁz w stanie opisywanym funkcja falowa ¢ = % sin?(p).

) [Brojan 1.2. zad. 12] Obliczy¢ <ﬁ2>w w stanie opisywanym funkcja falowa 1) = Asin 6 cos ¢.
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Sprawdzié, ze parzystoéé harmonik sferycznych jest nastepujaca: i, (=) = (—1)! Y (7).
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