ZESTAW 11

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl

Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#wdfk_ft

Tematyka: Operator momentu pedu i kwadratu momentu pedu, rownanie wtasne i funkcje wlasne operatora
kwadratu momentu pedu.

11.1. Elektron w polu sit centralnych - atom wodoru [Matthews §7.2.]

(a) Zapisa¢ réwnanie Schrodingera dla atomu wodoru (elektron w polu potencjatu V(r) = —kTez) Mozna

wykorzystaé postaé laplasjanu we wspolrzednych sferycznych:
V2 = ig TZQ — Lz’

r2 Or or h2r2
gdzie L2 jest operatorem kwadratu momentu pedu.
Dokonaé podstawienia ¢ (r,0,0) = R(r)Y (0,p). Metoda separacji zmiennych znalezé réwnanie na czesé
radialng i katowa. Jakie sa rozwiazania czesci katowej?

(b) W celu rozwiazania czesci radialnej prosze zrobi¢ podstawienie ! (Uwaga! Energia jest ujemna):

o o2 8m|E| 5= 2kme?
P= TR T an?

Rownanie na cze$¢ radialna ma wtedy postac:

1 d < 2dR> < 1 A l(l+1))
- (p ]+ |—+—-= R=0
p?*dp " dp 4 p p?
Sprawdzié¢ rozwiazanie asymptotyczne e~ 2° dla duzych p. Funkcje radialng mozna przedstawié¢ jako iloczyn

f(p)e~ 2, gdzie f(p) jest wielomianem postaci: p'L(p), 1 - jest orbitalna liczba kwantowa znana z rozwiazania
réwnania wlasnego operatora L2.

(¢) Przedstawiajac funkcje radialng R(p) = p'L(p)e™ 2 przeksztalcié réwnanie radialne do réwnania na funkcje
L(p). Jest to réwnanie typu Laguerre’a, ktérego rozwiazaniem sg stowarzyszone wielomiany ortogonalne
Laguerre’a L1 | (p) o postaci:

%% dP

q — —T .ptq 5 i
. Li(z) = o dar (e7"aP*?)  (wzér Rodriguesa)
u q
(—1)® (q+p)! L
Li(z) = E x® (rozwiniecie w szereg)
p | —g)! |
— sl (p—s)lg+s)!

(d) Rozwiazujac réwnanie Laguerre’a np. metoda szeregéw mozna znalezé¢ warunek kwantowania energii w
atomie wodoru: [ + 1+ v = n = A (v - indeks w sumie szeregu potegowego; wprowadzamy nowa liczbe
kwantowa n). Znalezé ten warunek w jednostkach fizycznych.

(e) Unormowana postaé¢ funkeji radialnej (w jednostkach fizycznych) ma postaé:

o) 2\*? [n—1-11 /2 \ —nLao pan (2

(r) = — — = | —71] e L —

! nag 2n(n+1)! \ nag n=l=1\ nay

(w przypadku atomu wodoropodobnego o liczbie atomowej Z trzeba podstawi¢ ag — % ). Wypisz jawne
wyrazenia dla kilku pierwszych funkcji radialnych (dla n < 3).

(f) Zapisa¢ kompletne rozwiazanie réwnania Schrodingera dla atomu wodoru:

Gnim (p0.0) = ple 2P LAY (p) - Vi (0.9),

gdzie ¥,,(0,p) to harmoniki sferyczne. Przedyskutowaé wystepujace w nim liczby kwantowe. Jak rozumieé
oznaczenia stanoéw kwantowych typu 1s czy 3p. Prosze wypisac kilka pierwszych funkcji radialnych w atomie
wodoru (n = {1,2},1 = {0,1},m = {0, £ 1}).

1 Alternatywna metoda rozwigzania w tzw. jednostkach atomowych jest przedstawiona na konicu Zestawu w czesci oznaczonej *.
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11.2.

11.3.

*(g) Prosze w réwnaniu radialnym wyprébowaé inne podstawienie - tzw. jednostki atomowe: atomowa jednostka

dlugosci (promien Bohra) ag = ﬁ; oraz atomowa jednostka energii (hartree) e = ’Z—P: = k2,§264 = 2Ry (Ry

- Rydberg). Postaé réwnania radialnego jest wtedy nastepujaca:

() -52) -

W $wietle tych podstawien oraz na podstawie wyniku z punktu 11.1.c zmienna p z punktu 11.1.a wynosi

p= T?TTO (r - w metrach).?

Stan podstawowy atomu wodoru [Brojan 1.3. zad. 32]

3/
Stan 1s elektronu w atomie wodoru opisany jest unormowana funkcja falowa 1109 = ﬁ (al—o) e "/ gdzie

ao = 0,53 A jest promieniem pierwszej powloki w modelu Bohra atomu wodoru.

(a) Prosze pokazaé, ze elektron w stanie 1s atomu wodoru z najwiekszym prawdopodobienistwem znajduje sie
w odleglosci ag, czyli dokladnie tak jak w modelu Bohra dla pierwszej powloki. Uwaga. Radialna gestosé
prawdopodobiefistwa 72[1190|? ma mieé maksimum.

(b) Jakie jest prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w obszarze odleglo$ci mniejszych od ag?
Uwaga. Catkowita gestoéé prawdopodobienstwa to [1)(r,0,0)|?, w calce pamigtamy o jakobianie: 72 sin drdfdep.
Dla stanéw z [ = m = 0, calka po katach = 47. Odp. P(r < ag) = 0,323.

(c) Jaka jest warto$¢ oczekiwana (r) znalezienia elektronu w stanie 1s oraz dyspersja odleglosci elektronu od
jadra, o2(r) = (r%) — (r)2, w tym stanie? Odp. (r)is = 3ao.

(d) Jaka jest warto$é oczekiwana energii potencjalnej i kinetycznej elektronu w stanie 1s7
Odp. <V>¢100 = _Lezv <Ek>w100 =2,

ao 2ma?
Stany wzbudzone atomu wodoru

Na podstawie wynikéw zad. 11.1.f obliczy¢ gestoéé prawdopodobiefistwa znalezienia elektronu na jadrze (|4 (r,0,0)|?
dla r = 0) w stanach 1s, 2s, 2p.

* Przydatne calki:

/xQe_‘”dm ¢ 3 (a2x2 + 2az + 2)
a

|
i _ n!
e dy = ——
0 an—i—l

** Kompletne funkcje falowe atomu wodoru oraz czesci radialnej i katowej (w jednostkach atomowych) oraz
ich wizualizacje: LINK

2Wiecej szczegdtéw na koncu Zestawu w czesci oznaczonej *.
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* Alternatywny sposéb rozwigzania réwnania radialnego (w tzw. jednostkach atomowych). Nie
bedziemy si¢ tym zajmowacé na zajeciach. (Na podstawie: prof. B. Wiendlocha).

Jednostki atomowe W obliczeniach czesto wygodniej, niz ukladem SI, jest postugiwac sie atomowym ukladem
jednostek. W ukladzie tym przyjmujemy nastepujace wartosci stalych:

e =1
e 2m. =1
e =2
e dmep =1

Przy takim przyjeciu jednostek, jednostka dlugoqm jest 1 promien Bohra ap = 0.529 A=0529-107m, a
jednostka energii jest 1 Ry (Rydberg, 1 Ry = 3= =136V =13.6:1.6:10719 J = 21.76 - 10~ 17].

Jak rozwigzaé réwnanie radialne:

02R  20R R
W‘Q—;g—l(l-ﬁ—l)ﬁ-f—(E—V(T))R—O
2

gdzie potencjal w jednostkach atomowych V(r) = -

e Zbadac¢ asymptotyke rownania radialnego:

— Dla r — 0 postaé rozwiazania narzucaja najbardziej rozbiezne wyrazy réwnania, co powoduje ze mozna
zaniedbaé wyraz (V(r) — E). To sprowadza réwnanie do réwnania Eulera, ktére latwo rozwigzaé, odp:

rl.

— Dlar — oo mozna pomingé wszystkie wyrazy rzedu 1/r i 1/72. To sprowadza rozwiazanie do catkowania
elementarnego. Uwaga - jaki jest znak energii? odp: exp(—+xr), —k2 = E.

e Rozwiazania ogélnego réwnania radialnego mozna teraz szuka¢ w postaci R(r) = x(r) exp(—xr)r!. Wstawi¢
postulowang funkcje do réwnania radialnego i uprosci¢ uzyskane rownanie.

Po przeksztalceniach zajmujacych max 1 strong :-) réwnanie redukuje si¢ do postaci:
X"+ X (2042 = 2kr) + x(2 — 2kl — 26) =0

W réwnaniu podstawi¢ nowa zmienna bezwymiarowa y = 2kr. Uzyskane w ten sposéb réwnanie poréwnaé
z réwnaniem Laguerra (patrz ksero z funkcjami specjalnymi).

e Aby réwnanie miato skoniczone rozwiazania parametr stojacy przy x musi by¢ liczba naturalnan =0, 1,2, ...
(rzad wielomianu Laguerra). Pozwala to znalez¢ dozwolone wartosci wlasne energii.

Zapisaé¢ rozwigzanie ogdlne rownania radialnego w postaci iloczynu rozwigzan asymptotycznych i odpowied-
niego wielomianu Laguerra.



