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ZESTAW 6

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#fkis_ft
Tematyka: Operatory, reguly komutacji, funkcje falowe, warto$¢ oczekiwana, réwnanie Kleina-Gordona.

Przestrzen Hilberta

W mechanice kwantowej uktad fizyczny opisujemy w przestrzeni Hilberta. Jest to zespolona, liniowa przestrzen
wektorowa z dobrze okre$lonym iloczynem skalarnym z zupelna (przeliczalna i ortonormalna) baza. Promieniami
tej przestrzeni sa zespolone funkcje wektorowe argumentu rzeczywistego, nalezace do zbioru funkcji catkowal-
nych z kwadratem £2.

Operatory

(a) Prosze znalez¢ funkcje i wartosci wlasne operatoréw: (—%dd—;) oraz (ac + %), gdzie m jest stala.

(b) Prosze sprawdzié, czy operator % jest hermitowski. Na tej podstawie ustali¢, ile wynosi (%)T.
Wskazéwki: (1) Warunek hermitowskosci operatora A jest nastepujacy: (A 1, g) = ( 1, Ag)
(2) Wykorzysta¢ definicje iloczynu skalarnego w przestrzeni funkeji £2, czyli (f,g) = [5 f* 9.

(¢) Znalezé funkcje wlasne operatora pedu w jednym wymiarze i (*) unormowaé je. Uwaga. Przy normowaniu
funkcji dla fali plaskiej korzystamy z funkcji delta Diraca §(x) - patrz Uzupelnienie na koricu Zestawu.

Komutatory

Prosze obliczy¢ komutatory (py, — sktadowa k operatora pedu, ﬁo — hamiltonian czastki swobodnej):
(a) [zi, 25, [Pis By, [was By, (27, By

(b) [ﬂfz’,ﬁo}y [ﬁi,ﬁo}

(c) [Brojan 1.1. zad. 50] {ﬁ,ﬁi} jesli H jest hamiltonianem czastki w polu potencjatu V(z).

(d) [Brojan 1.1. zad. 3] Dowie$¢, ze operator parzystosci @1/1(:[) = 9(—x) jest przemienny z operatorem energii
A~ ~2
H=1-+V(z),oile V(z) =V(-x).

(e) Udowodnij twierdzenie: Jezeli dwa operatory AiB komutuja i jesli ¢ jest stanem wlasnym A, to wektor
' = B jest takze stanem wlasnym A odpowiadajacym tej samej wartosci wlasnej. Innymi slowy: opera-
tory komutujace maja wspdlna baze funkcji wlasnych.

Funkcja falowa
(a) Funkcja falowa dana jest wzorem (8 — rzeczywisty i dodatni parametr):
e P >0

Prosze unormowaé funkcje i znalezé prawdopodobienstwo znalezienia czastki w przedziale (%, %)

(b) [Matthews 3.6.] Funkcja stanu czastki opisana jest funkcja falowa:

(L) |2/ <a

P(z) =

0 |z] > a

Prosze znalez¢ prawdopodobienstwo, ze pomiar pedu czastki da wynik p, a nastepnie wykazaé, ze stosunek

prawdopodobiefistw otrzymania przy pomiarze pedu czastki wynikow 0 i 2% wynosi 2.
Wskazéwka. Nalezy zrzutowad stan ¥ na funkcje wlasng operatora pedu (poprzez iloczyn skalarny) i wtedy

liczyé prawdopodobieristwo. Funkcja wlasna operatora pedu: p(x) = 217rh eihe,

Wartosé oczekiwana

(a) Oblicz wartos¢ oczekiwana (x), polozenia oraz (p), pedu czastki w stanie opisanym funkcja falowa z
zad. 6.3.a.
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(b) [Brojan 1.1. zad. 42] W stanie opisanym funkcja falowa 1(x) wartosci Srednie polozenia i pedu wynosza
odpowiednio (z) i (p). Udowodnié, ze funkcja falowa

o) = oxp (~ 0 0) v o+ ()

opisuje stan, w ktérym wartosci srednie polozenia i pedu sa rowne zeru.

(¢) [Brojan 1.1. zad. 44] Obliczy¢ warto$é Srednia pedu w stanie wlasnym operatora H= —%% + V(z),
gdzie V(z) jest dowolnym potencjatem. Wskazdwka. WyraZ operator pedu przez Hamiltonian, np. poprzez

jakis komutator, wigZgcy p, © H.

Rownanie Kleina-Gordona

Préba wyjscia naprzeciw znalezieniu réwnania dobrze opisujacego ruch fali plaskiej (fali de Broglie’a), a wiec
znalezieniu postaci réwnania falowego w mechanice kwantowej, jest réwnanie Kleina-Gordona. Jest to rownanie
falowe dla bezspinowej czastki relatywistycznej.

(a) Sprawdz, ze réwnanie fali plaskiej postaci (7, t; E) = ei(F7=wt)

19 .
<V2 - 28t2) ’lb(?",t, k) =0

C

nie spelnia réwnania falowego d’Alemberta:

(b) Wykorzystujac przedstawienie energii i pedu za pomoca operatoréw (postulaty mechaniki kwantowej), wy-
prowadz r. Kleina-Gordona z niezmiennika relatywistycznego.

(c) Sprawdz, ze réwnanie fali plaskiej spelnia réwnanie Kleina-Gordona.
(d) SprawdZ, ze réwnanie Kleina-Gordona jest liniowe.
(e*) Sprawdz, ze funkcje typu ¢(7,t) = ®(7) e Et/" (gdzie ®(7) — pewna funkcja rzeczywistam unormowana) sa
rozwigzaniami r. Kleina-Gordona. Oblicz relatywistyczna gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki
w stanie opisywanym funkcja ¢(7,t) jako p = ih (d)*% - qi)aai;). Czy taka probabilistyczna interpretacja

funkeji ¢(7,t) jak w mechanice schrodingerowskiej jest mozliwa?

Uzupelnienie

Funkcja delta Diraca d(x) (wlasciwie nie jest to funkcja, a ,dystrybucja”) jest odpowiednikiem delty Kroneckera
dla zmiennej ciagtej, o wlasnosci:

o(x) = { (—)’:OO’ i ;8 oraz /_Z O(z)de =1 (1)

Delte Diraca mozna zdefiniowa¢ takze poprzez jej nastepujaca wlasnoé¢ w ,dzialaniu” z dowolna funkcja:
| @)= 5(0) )

Z tej definicji wynika szereg ciekawych i waznych wiasnosci d(x). W obliczeniach wykorzystuje sie wiele re-
prezentacji delty Diraca, np. jako granice przy € — 0 pewnych funkcji f(z;e¢), ktére wyrazi¢ mozna na wiele
sposobéw (np. jako funkcje prostokatna, Gaussa czy Lorentza). My skorzystamy z takiej reprezentacji:

. sin (f)

o) =l =~ )
Prosze wykazaé, ze tak zdefiniowana funkcja spelnia warunki (1) i (2). Nastepnie wykorzystaé reprezentacje (3)
do wykazania ortogonalnoéci funkcji wlasnych operatora pedu v (z) = Ae?® dla roznych k i k' w przedziale
x € (—00,00) oraz unormowania funkcji ¥y ().
Uwaga. Warunek ortogonalnosci i unormowania wyglada nastepujaco: (¢ (x), ¥ (2)) = §(K' — k).
Na temat delty Diraca i warunku ortonormalnosci funkcji wlasnej operatora pedu mozna przeczytaé takze w
[Matthews §12.3.].



