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ZESTAW 7

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl

Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#fkis_ft

Tematyka: Réwnanie Schrodingera. Prég i nieskonczona studnia potencjatu, potencjal periodyczny. Kombinacja
liniowa standw.

Roéwnanie Schridingera

(a)

(b)
()

[Baj V.1.] Metoda separacji zmiennych, prosze rozwiazaé zalezne od czasu 1-wymiarowe réwnanie Schrodingera
dla potencjalu V = V(z) (potencjal nie zalezy od czasu). Jakie jest rozwigzanie r. Schrédingera niezaleznego
od czasu dla czastki swobodnej?

Prosze wykazaé, ze rownanie Schrodingera jest liniowe. Nastepnie sprawdzi¢ czy superpozycja 1 + 1¥* spelnia
r. Schrédingera.

[Baj V.2.] Na podstawie réwnania Schrodingera udowodnié réwnanie ciaglosei pradu prawdopodobiefistwa

Op(T,t -
pg;, ) | divj(7,t) = 0,
gdzie gestoéé¢ pradu prawdopodobienstwa: 5(7”, t) = —% (V*Vip —YVp*), a gestos¢ prawdopodobienstwa:

p(7,t) = |U(TF, t)|2. Rozwazy¢ przypadek 1-wymiarowy.
Obliczy¢ gestosé pradu prawdopodobienstwa dla czastki swobodnej o pedzie p (przypadek 1D).

Rozwazmy funkcje falowa postaci: ¢(z,t) = f(z)e™%, gdzie f(x) jest funkcja rzeczywista, zas a jest rzeczywista
stala. Pokazaé, ze dla funkeji ¢(z,t) gesto$¢ pradu prawdopodobienstwa wynosi j(z,t) = 0.
Postaé r. Schrodingera mozna wyprowadzi¢ z funkcji Hamiltona dla czastki klasycznej (niekwantowej) stosujac
zasady odpowiedniodci i komplementarnosci (w szczegdlnosci wprowadzajac reprezentacje operatorowa pedu i
polozenia). Prosze sprébowaé¢ wyprowadzi¢ postaé r. Schrédingera (przypadek 1D) inaczej, na podstawie tylko
nastepujacych zalozen:

e chcemy dostaé réwnanie falowe, ktore jest spelnione dla fz;li plaskiej o réwnaniu ¢ (z; k) = gilhe—wt)

e wprowadzamy kwantyzacje: F' = hw = hv oraz p = hk = },

e calkowita energia czastki jest suma (klasycznej) energii kinetycznej Ey = % i energii potencjalnej V' (z).

Prég potencjalu [Eisberg & Resnick 6.3.-6.4.)
Czastka o masie m i energii £ > 0 pada na prég potencjatu (Vy > 0):

(a)
(b)

Vo, 20

Prosze znalezé rozwiazania r. Schrodingera (niezaleznego od czasu) dla tej czastki. Rozwazy¢ trzy przypadki:
E>Vy, E<Vy, E=V,.

Prosze znalezé wspoélczynniki transmisji 7' i odbicia R czastki na progu potencjatu:

jtransmitted jreﬁected
T = —_— R="——"—
Jincident Jincident

gdzie Jincidents Jtransmitteds Jreflected 1O gestosci pradow prawdopodobienstwa czastki padajacej, po przejéciu przez
prog i odbitej od progu. Komentarz. Z zad. 7.1.d wiemy, ze gestos¢ pradu prawdopodobienstwa dla fali biegnacej
wynosi j = %|A|2, gdzie A jest amplituda funkcji falowej. Zatem dla fali biegnacej stosunek gestosci pradow
prawdopodobienstwa (czyli wspdlezynniki R i T') sa dane przez stosunki kwadratéw amplitud wazone liczbami
falowymi w odpowiednich obszarach.

Rozwazmy bardzo maty czastke kurzu o promieniu r = 107% m i gestoéci p = 10* kg/m3, ktéra porusza sie¢ z
predkoécia v = 1072 m/s. Prosze oszacowaé (np. na poziomie wzglednego prawdopodobiefistwa 5% lub 50%)
glebokosé wnikania Ax, gdy czastka ta uderza w prog potencjatu o wysokosci dwukrotnie wickszej od jej energii
kinetycznej przed zderzeniem.
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7.3. Nieskoriczona studnia potencjaiu [Eisberg & Resnick 6.8.]
Czastka o masie m porusza sie w jednowymiarowym polu sil o energii potencjalne;j:
0o, |z|>a
Viz) =
0, |z|<a
(a) [Baj V.18. lub Brojan 1.1. zad. 4] Prosze znaleZé poziomy energetyczne i unormowane funkcje falowe.
(b) Prosze sprawdzié, czy funkcje wlasne przynalezne do réznych wartoéci wlasnych sa ortogonalne (x).

(c) Obliczyé prawdopodobiefistwo znalezienia czastki w obszarze ¢ < x < %" dla pierwszego stanu wzbudzonego

3
(n=2).
(d) Jaka jest wartosé érednia polozenia i pedu w stanie podstawowym? (xx)

(e) [por. Brojan 1.1. zad. 34] Czastka znajduje si¢ w stanie opisywanym funkcja falowa ¢ (z) = |/ 5= cos®(mz/2a).

Obliczy¢ $rednia energie kinetyczna czastki w tym stanie. (x * x)
(f) [por. Brojan 1.1. zad. 37] Znalez¢é prawdopodobiefistwo otrzymania wartosci energii stanu podstawowego w
jamie potencjatu dla stanu opisanego funkcja falowa 1 (z) z punktu 7.3.e.

(g) Jak zmienia sie rozwiazania z punktu (a) w przypadku niesymetrycznej studni (np. = € [0, L])?

7.4. Kombinacja liniowa standw stacjonarnych

(a) Rozwazy¢ niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera. Wiadomo, ze funkcje o1 (x) oraz po(z) sa rozwiazaniami
tego réwnania o odpowiadajacych im energiach E; = E; = F (o takiej sytuacji méwimy: degeneracja stanéw).
Pokazaé, ze bedaca kombinacjg liniowg funkcja

e3(x) = crp1(x) + capa()

jest takze rozwigzaniem tego réwnania, za$ odpowiadajaca jej energia wynosi F3 = FE. Jaka jest fizyczna
interpretacja stalych ¢ i ¢o?

(b) Odpowiadajaca chwili poczatkowej funkcja falowa pewnego stanu jest nastepujaca kombinacja liniowa dwdch
pierwszych stanéw stacjonarnych dla czastki w nieskoficzonej, niesymetrycznej studni potencjatu o szer. a:

U(z,0) = A [t (2) + e“ya(2)],

gdzie ¢ jest pewna stata. Znormalizowaé W(z,0). Obliczyé W(x,t), |¥(x,t)|? jako funkcje sinusoidalne cza-
su t i czestodci w = w2h/(2ma?). Obliczyé (x)y i pokazaé, ze miara ta oscyluje w czasie. Znalezé czestodé i
amplitude tych oscylacji. Jakie wartosci energii mozna uzyska¢ w wyniku pomiaru? Jakie jest prawdopodobien-
stwo uzyskania kazdej z nich? Znalez¢ warto$¢ oczekiwang H? Uzyskany wynik poréwnad z wartosciami By i Es.

7.5. Potencjal periodyczny [podobne do Brojan 1.1. zad. 27]

Funkeje falowa czastki poruszajacej sie w potencjale periodycznym V() = V(x + a) mozna zapisaé w postaci
Y(x) = e™u(z).

Prosze udowodnié, ze funkcja u(z) musi byé wtedy periodyczna, tzn. u(z) = u(x + a). Wykorzystaé postaé opera-
tora translacji 7, = e“%, ktora wyprowadziliSmy na zajeciach (zad. 1.2.(d)).

Przydatne caltki
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