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ZESTAW 8

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl

Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ " strzalka/#dydaktyka#twdfk_ft

Tematyka: Zasada nieoznaczonoéci. Bariera potencjatu, efekt tunelowy. Ewolucja czasowa ukladu, obraz He-
isenberga.

Zasada nieoznaczonosci 1. Stacjonarny gaussowski pakiet falowy

(a)

Stan czastki w t = 0 opisany jest funkcja falowa postaci:

() A(a? —2?), dla —a <z <a,
1 0, W przeciwnym razie

Znalez¢ stala normalizacyjna A. Wyznaczy¢ odchylenia standardowe o(z) i o(p) i pokazaé, ze spelniona
jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga. (Trzeba przypomnie¢ sobie statystyczne obliczanie wariancji i
kwantowomechaniczna definicje wartosci oczekiwanej).

Nieunormowana funkcja stanu czastki dana jest funkcja Gaussa:

22
u(r) = exp { 405]

Prosze wyznaczyé¢ funkcje gestosci prawdopodobienstwa otrzymania przy pomiarze pedu wartosci p (tj.

funkcje stanu w przestrzeni pedu). Jak wiaze sie nieoznaczono$¢ pedu czastki z nieoznaczonoscia jej potlo-

zenia w tym stanie? (x % %) (% * * * )

Uwaga. Zaproponowa?na wyzej funkcja jest amplitudg funkcji falowej typowego falowego pakietu gaussowskie-

PR
go: Pr(z) = e e 4T (nieunormowanego), ktéry minimalizuje zasade nicoznaczonosci (por. wyklad).

Zasada nieoznaczonosci I
Wezmy taki komutator: [/1, B} =iC, gdzie A, B,C - operatory hermitowskie.

(a)

(b)

Sprawdzi¢ relacje komutacji dla operatoréw A = A — (A),, oraz B= B — <B)¢, jesli (O),, oznacza wartosé
oczekiwana operatora O w stanie .
[Brojan 1.1. zad. 51] Zapisa¢ przy uzyciu iloczynu skalarnego kwadrat normy funkeji stanu B — i A Y,

gdzie A jest pewnym parametrem, a ¢ pewnym stanem. Otrzymujemy réownanie kwadratowe na A, ktére z
warunku nieujemnosci iloczynu skalarnego musi by¢ nieujemne. Jaki wtedy musi by¢ wyréznik tréjmianu?
7 tego warunku otrzymacé zasade nieoznaczonosci dla obserwabli A i B.

Uwaga. Przyjeé, Ze wariancja operatora O jest nastepujgca: Aﬁ,(OA) = (w,@Qw), gdzie O=0- <O>
Dlaczego? Wynik: Ay(A)Ay(B) > 3(C)yl.

Korzystajac z wyniku w punkcie (b) znalezé, jak relacja nieoznaczonosci wyglada dla pedu i polozenia oraz
dla energii catkowitej i czasu?

o

[Irodow 5.39., por. Landau zad. 2 §23] Czastka o masie m porusza si¢ w jednowymiarowym polu po-
tencjalnym U = kz?/2 (oscylator harmoniczny). Stosujac zasade nieoznaczonoéci potozenia-pedu ocenié
najmniejsza energie czastki w tym polu.

Przy pomocy zasady nieoznaczonosci pokaz, ze model Bohra atomu jest z nia zgodny jedynie dla duzych
wartosci liczby kwantowej n (méwimy wéwczas o tzw. atomach rydbergowskich).

Komentarz. Model atomu Bohra dla matych n prowadzi do sprzecznosci z zasadq nieoznaczonosci. Zeby méc
sensownie mowié o elektronie jako czgstce posiadajgcej dobrze okredlong trajektorie (a wiec w terminach
fizyki klasycznej), wzgledne niepewnosci polozenia (mierzonego wzdiuz orbity) i pedu powinny byé male, np.
duzo mniejsze niz wyniki pomiari.

Bariera potencjatu [Eisberg & Resnick 6.5.]

(a)

Prosze rozwiazaé problem (tzn. znalezé funkcje falowe) czastki o energii E > 0 padajacej na bariere poten-
cjalu o wysokosci Vj i szerokosci d:

V(), O<:C<d
Vi(z) =
0, z<0lubzxz>d
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Dodatkowo prosze znalezé wspélezynniki transmisji 7' i odbicia R czastki padajacej na bariere.
Wilasnorecznie zapisane rozwigzania nalezy oddaé na zajeciach najpd6zniej 9 grudnia, bedg one
ocenione jako aktywnos$é (0-3 pkt.).

(b) Dokladne wyrazenie na wspdlczynnik transmisji czastki przez bariere ma postaé:

sinh®\/2mVd2/h2[1 — (E/V)]

r= WEW)— (B/V)]

1+

Prosze pokazaé, ze jesli d lub V' sg duze, to rownanie to przechodzi w uproszczony wzoér:

rTa~16Z (12 B o-caomnyvamv—m
V v
¢) Korzystajac z uproszczonego wzoru na wspotczynnik transmisji, prosze obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
3! €
czastka o uwieziona w jadrze ucieknie. Promien jadra wynosi 7o = 1,4-10715 m, wysoko$¢ bariery potencja-
hu na powierzchni jadra wynosi 4 MeV, a energia czastki a to 2 MeV. Mozna zalozy¢, ze szeroko$¢ bariery
jest porownywalna z 1. Jakie szanse ma czastka o energii 1 MeV?

8.4. Ewolucja czasowa. Obraz Heisenberga [por. Matthews 13.2.]
Roéwnanie Schrodingera (zalezne od czasu) jest réwnaniem ruchu (ewolucji czasowej) uktadu kwantowego. Za
ewolucje czasowa odpowiada czlon e iRt (rozwiazanie czesci czasowej r. Schrodingera), z ktérym wiazemy
operator ewolucji czasowej U (t) = e‘i%t7 gdzie H jest hamiltonianem. Pelna posta¢ funkcji stanu ma postac:
[h(z,t)) = U(t)|(x)), gdzie [¢(z)) jest stanem stacjonarnym (niezaleznym od czasu). Mozna jednak przeniesé
ewolucje czasowa z funkcji stanu na obserwable (operatory) - w tzw. obrazie Heisenberga.

(a) [por. Irodow 4.54.] Wychodzac z def. wartosci $redniej operatora A w stanie |(x,t)), wyprowadz réwnanie

Heisenberga: dfl(t) - 8/1(15) N 1 {A(t) Iﬂ
R dt ot ih T R
gdzie A(t) jest zaleznym od czasu operatorem (obserwabla), a H hamiltonianem. Znalezé postaé A(t).

(b) [Irodow 4.56.] Dowiesé¢ prawdziwosé nastepujacych réwnan ruchu (w 1D) w postaci operatorowej (podo-
biefistwo do klasycznej mechaniki w ujeciu hamiltonowskim):

de  p., OH dp, ov 0H

dt — m dp. @ = e = eV =F =50
gdzie V(x) jest potencjalem. Zapisz réwnania ruchu Heisenberga dla prostego przypadku, np. czastki swo-
bodnej. Czy rozwiazania sg zgodne z naszymi oczekiwaniami?
Komentarz. W mechanice kwantowej sensowniej jest mowic o ruchu pakietu falowego z pewnym rozmyciem
w przestrzens i pedzie, niZ o ruchu czqstki. Rownania Heisenberga zapisane dla Sredniej czasowej operato-
réw potozenia i pedu prowadzqg do réwnari ruchu (podobnych do tych powyzej, ale zapisanych dla Srednich)
stanowigcych tresé tzw. twierdzenia Ehrenfesta. Konsekwencjg tzw. Ehrenfesta jest to, ze w ogdlnym przy-
padku ruchu pakietu falowego nie mozna traktowad jak ruchu czqstki po trajektorii (klasycznie), a jedynie w
przyblizeniu ,stalego potencjalu w okolicy polozenia centrum pakietu” (tzw. granica klasyczna) ruch pakietu
falowego odpowiada ruchowi czgstki klasycznej o masie m w polu o potencjale V. Ta druga sytuacja jest
dobrze spelniona dla wiekszosci ukliadow makroskopowych.

(¢) [Matthews 13.3.] Pokazaé, ze dla obserwabli komutujacej z hamiltonianem jej warto$¢ srednia w dowolnym
stanie nie zmienia sie w czasie (taka obserwable nazywamy ,stala ruchu” albo ,calka ruchu”).

Przydatne caltki

(% * x %)

(k% % * *)



