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ZESTAW 9

WSTEP DO FIZYKI KWANTOWEJ

Kontakt: Radostaw Strzatka, pok. 315/D10, mail: strzalka@fis.agh.edu.pl
Zestawy dostepne pod adresem: http://galaxy.agh.edu.pl/ strzalka/#dydaktyka#fwdfk_ft
Tematyka: Kwantowy oscylator harmoniczny. Operatory kreacji i anihilacji.

Oscylator harmoniczny [Eisberg & Resnick 6.9. 1 Uzupelnienie H)

Czastka o masie m porusza si¢ w polu potencjatu V(z) = %ka = %mwaQ, gdzie w

2 _ k

=L,
(a) Prosze zapisa¢ r. Schrodingera dla tej czastki. Nastepnie sprowadzi¢ je do postaci bezwymiarowej przez
zamiang zmiennej: ¥ — u = /"*x (jaka bedzie wéwcezas bezwymiarowa energia A?). Zbada¢ asymptotyke
réwnania przez sprawdzenie rozwiazan r. Schrodingera dla funkcji typu: ¢,s(u) = e’ dla u — 0 oraz

u — o00. Trzeba znalezé wartosé parametru § (wynik: 8 = —%)

(b) Zakladamy postaé¢ funkeji falowej: 1(u) = H(u) B’ Podstawiajac funkcje ¥ (u) do r. Schrédingera znalezé
postaé réwnania na funkcje H(u). Réwnanie to ma postaé¢ réwnania Hermite’a. Mozna je rozwiazaé¢ me-
toda szeregéw potegowych (tzw. metoda Frobeniusa), co prowadzi do rozwiazania w postaci wielomianéw
Hermite’a: H,(u) = Yo janu™. Z warunku na urwanie szeregu przy pewnym wyrazie (np. a,42) wynika
warunek kwantowania energii oscylatora (w jednostkach zredukowanych): 2n — A +1 = 0, gdzie n € N.
Podaé ten warunek dla energii w jednostkach fizycznych.

(¢) Wielomiany Hermite’a maja ogélna definicje (jedna z wielu): H, (u) = (—1)”6}“2 %(e‘“z) (jest to tzw. wzdr
Rodriguesa). Prosze znalez¢ trzy pierwsze wielomiany (dla n < 2) i bezposrednim rachunkiem sprawdzié¢ czy

’Uzz . s . . . . . ’ . . .
funkcja ¥ (u) = Hi(u) e™ = jest rzeczywiscie rozwiazaniem r. Schrodingera (uzy¢ postaci bezwymiarowej).
Prosze unormowac stany g () oraz ¢, (z) (wréci¢ do postaci wymiarowej w jednostkach fizycznych). (x**x)
1 (%% %% *).

(d) Obliczyé wartosci srednie energii kinetycznej i potencjalnej oscylatora o czestoéci w w stanie podstawowym

142,2 .
Yo(z) = e 2" gdzie a® = 22, Odp. (Eyin)yo = (Epot)y, = 3hw

(e*) [Matthews §5.2.] Autor podaje ciekawa metode znajdowania warunku kwantowania energii, alternatywna
do metody szeregdéw Frobeniusa. Bezwymiarowe r. Schrodingera mozna zapisaé¢ przy pomocy operatoréw,
ktore dyskutowalismy w zad. 1.2.(a) i (b). Zainteresowanych odsylam do tej pozycji (por. zad. 9.3.).

Operatory kreacji @ anihilacji

Wprowadzamy (niehermitowskie) operatory anihilacji & oraz kreacji a' (wzajemnie sprzezone), spetniajace na-
stepujace warunki:

(a) Relacja komutacyjna: [a,a'] = 1.

(b) Operator (liczby czastek) N = ata spetnia réwnanie wlasne: N |n) = afa|n) = n|n), gdzie n = 0,1,2,...
(

(c

)
) Stan |0) nazywamy stanem prézni, spelnia on warunek: a]0) = 0.
I\T n
d) Dowolny stan |n) mozna skonstruowaé za pomoca relacji: |n) = (:l/% |0).
)
)

(e
(f

Stany |n) sa ortonormalne: (m|n) = 0.
Drzialanie operatoréw anihilacji i kreacji na stany |n) okreslone jest wzorami:

afn) = yaln—1) "
atln)y =vn+1n+1)

(g) Udowodnij, ze:
e afa|n) =n|n)
e (m|aln) = /N émn_1 oraz (m|al |n) = vn + 16mni1
° [dfd,d] = —q oraz [?ﬂd,d*] =at
e spelnione sa relacje (1) (Wskazéwka. Pokaz, Ze a|n) oraz at|n) sq stanami wlasnymi operatora N,
wykorzystaj tozsamosci komutacyjne powyzej.)
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9.3. Oscylator harmoniczny za pomocq operatoréw anihilacji i kreacji

(a) Wprowadzamy operatory

- % <\/?x i ﬂfwh) (2)

Pokaz, ze spelniaja one relacje komutacyjna z zad. 9.2.a.

Odwréé relacje (2) i (3) i zapisz postaé operatoréw polozenia i pedu przy pomocy a i af.

Zapisz hamiltonian oscylatora harmonicznego przy pomocy operatoréw a i a' i pokaz, ze stany wlasne
energii oscylatora wynosza: E, = hw (n + 3).

Skonstruuj stan prézni (tzn. stan podstawowy) oscylatora, tj. oblicz ¥g(z) = (x]0), wykorzystujac 9.2.c.
Wynik znamy: ¢g(x) = (%)1/4 e~ B’

Oblicz elementy macierzowe: (k|z |n), (k| 2% |n), (k| p|n), (k| p*|n).

Przydatne caltki
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