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1 Pole wektorowe i pole skalarne

Jesli w przestrzeni kazdemu punktowi z,y,z przypi-
sany jest wektor f(x, y,z) to mamy do czynienia z
polem wektorowym. Wektor f mozemy nazwaé nateze-
niem pola. Linie styczne do wektoréw pola nazywane sa
liniami pola.

Podobnie, jesli punktom x, y, z przypiszemy funkcje ska-
larna f(x,y, 2z) to méwimy o polu skalarnym.
Przykladami pierwszego jest pole predkosci U czastek
wody w rzece, czy pole sity grawitacji F(r) Przykladem
pola skalarnego jest temperatura powietrza T'(x,y, z) w
roznych punktach atmosfery.

Powierzchnia ekwiskalarna to miejsce geometryczne
punktéw w ktérych funkcja skalarna f(x,y, z) na taka
samg warto$¢ (np. powierzchnie na ktérej temperatura
wynosi wszedzie 10°C). Réwnanie powierzchni ekwiska-
larnej: f(z,y,z) = const.

2 Roézniczkowanie funkcji wekto-
rowej

Funkcja jednej zmiennej. W przypadku wekto-
rowej funkcji jednej zmiennej, np. t, o skladowych
f=(t), fy(t), f.(t), obliczenie pochodnej wektora £t
sprowadza si¢ do obliczeniu pochodnych poszczegdlnych
sktadowych

f=

dt’ dt’dt )’

d
dt
Rézniczka d_f jest wektorem okreslajacym przyrost wek-

tora f, df = f(t +dt) — f(t). Wyraza sie on przez réi-
niczki poszczegdlnych sktadowych

df = (dfp, df,, df.) = dfsi + df,j + df k.

Przyklad: Rozpatrzmy promien wodzacy poruszaja-
cego sie¢ punktu czyli funkcje wektorowa 7(t) =

@OvO0).
Pochodna: 9% = 9% 4 945 + d—fk.A ) A
Rézniczka: dr = (dx,dy,dz) = dxi+ dy j + dz k.

Funkcja wektorowa wielu zmiennych. Wiele ta-
kich funkcji spotykamy opisujac zjawiska fizyczne.
Czesto bedzie to zalezno$é od polozenia (wspélrzed-
ne x,y,z) i czasu (t). Na przyklad: wektor predko-
$ci czastek wody w rzece zalezy zaréwno od poto-
zenia jak i od czasu. Mamy wiec funkcje wektorowa
vz, y,2,t) = (vx(a:,y,z,t),vy(x,y,z,t),vz(x,y,z,t)).
Czasem zamiast v(z,y, z,t) pisze sie skrétowo (7, 1).
Wspéblrzedne przestrzenne nie musza byé¢ wspoélrzedny-
mi uktadu kartezjanskiego, mozna stosowaé kazdy inny.

Zarowno funkcje skalarne jak i wektorowe mozna réz-
niczkowaé¢ po dowolnej zmiennej (traktujac pozostale
zmienne jako stale) — jest to wtedy tzw. pochodna czast-
kowa. Przyktadowo, pochodna sktadowej z-owej wekto-
ra predkosci v, (z,y, z,t) po zmiennej z zapiszemy tak:

v,
0z’

Pochodna czastkowa calego wektora ¢ po zmiennej z :
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Podobnie oblicza sie a—z, 8—; .

3 Operator nabla

Okredlamy go tak, ze w zapisie matematycznym jest
symbolicznym wektorem o trzech sktadowych, w zwiaz-
ku z czym stosuja sie do niego wszystkie reguly algebry
wektorow, m.in. mnozenia. W ukladzie kartezjanskim
wektor nabla wyraza sie tak:
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Taki operator (jak kazdy operator) sam w sobie nie ma
sensu, nabiera realnego sensu dopiero wtedy jesli po-
dziala na jaka$ funkcje (skalarna lub wektorowa). Na-
lezy przy tym pamietaé aby stawiaé operator po lewej
stronie obiektu na ktéry ma dziatac.
Podnoszac do kwadratu operator V, czyli mnozac ska-

o 0 o 9 0
larnie wektory V-V = ((%, Dy &> . (%’ Dy E)v uzy-

skujemy inny wazny operator zwany operatorem Lapla-
ce’a, lub laplasjanem, oznaczanym symbolem V2 lub A.
W ukladzie kartezjanskim:

Laplasjan jest jak widaé¢ operatorem skalarnym.

Dzialajac operatorem nabla na funkcje zmiennych po-
lozenia x,y, z (formalnie — mnozac funkcje przez wektor
V) uzyskujemy trzy uzyteczne funkcje:

Vf(z,y,z2) — gradient funkcji skalarnej f
V. f(x, y,z) — dywergencja funkcji wektorowej f
V x flz,y,z) — rotacja funkcji wektorowej f

4 Gradient funkcji

Wektor mnozony przez skalar jest dalej wektorem, a
wiec gradient funkcji, ktéry obliczamy mnozac wektor V
przez funkcje skalarna f(x,y, z) jest wektorem. Zgodnie
z regula mnozenia wektora przez skalar gradient funkcji
przedstawia si¢ nastepujaco

_(;0 .50 ;0 f ;0F L 9F

Zamiast pisowni V f czesto pisze sie grad f.

of of 0o
grad f(a,y.2) = (55, 55,9 |.

Zapamiegtaj:

Jesli funkcja zalezy tylko od jednej zmiennej kartezjan-
skiej, np. z, to wtedy gradient jest wyrazony przez zwy-
kta pochodna:
a -
dz’

grad f(z) =

Wtasnosci gradientu.

1) Kazda z pochodnych cz%stkowych ga; We Wzolze na
gradient mowi o tym jak szybko zmienia sie funkcja f
w danym kierunku, wektor gradf jest wypadkowa tych
zmian i pokazuje kierunek, w ktérym funkcja zmienia
sie najsilniej.

2) Wektor gradf jest prostopadly do powierzchni
ekwiskalarnej.

Uzasadni¢ to mozna nastepujaco. Rozpatrzmy po-
wierzchnie bedaca miejscem geometrycznym punktow,

w ktérych funkcja f(z,y,z) ma taka sama warto$é
(nazwijmy te powierzchnie powierzchnia ekwiskalarna).
Réwnanie tej powierzchni: f(x,y, z)=const
Przyrost funkcji f wynosi zero jesli bedziemy sie
przemieszczaé po tej powierzchni o drf w dowolnym
kierunku. Matematycznie: wezmy rézniczke z obu stron
réwnania: d(f(z,y, z)) = d(const), co daje

%dm + %dy + %dz =0.
Powyzsze wyrazenie jest, jak widac, iloczynem skalar-
nym gradientu Vf i wektora (dz,dy,dz) czyli prze-
mieszczenia drf wektora wodzacego . Z zerowania ilo-
czynu skalarnego wnioskujemy o prostopadtosci wekto-
row gradf i dr, a to z kolei implikuje prostopadlosé
gradf do powierzchni ekwiskalarne;j.

Przyktady:

1) Tle wynosi grad(r), gdzie r = /22 +y? + 22 jest

dlugoscia promienia wodzqcego‘? Obliczmy z-owa skla—

dowa gradientu: am\/[L'Q +y2+22 = \/7

24y24-22
Pozostale Skladowe beda wyglada¢ podobnie,
grad(r) = £(z,y,2) = L = 7.
Wykonumc obliczenie w ukladzie sferycznym (patrz
rozdz. 7, strona 3) ten Wynil{ uzyskuje sie od razu:
grad(r) = <L (r )ﬂr =1-u,=7".
2) Obliczy¢ grad( )
1 T T

Sktadowa z-owa: -2 = — =-x.
oz \/x2+y2+z2 w2+y2+z23 r3

Zatem grad(%) = f%s(z,y,z) =
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie taki wynik
mozna bylo otrzymaé prosciej, obliczajac gradient w
ukladzie sferycznym: grad(i) = (1) a, = —%a, =

17

3)Té?adient temperatury w atmosferze. Przypuéémy, ze
temperatura T nad powierzchnia Ziemi zmienia si¢ tylko
w kierunku pionowym (np. maleje) T' = T'(z). Gradient
temperatury grad T'(z) = (0,0, %) jest wiec wektorem
o kierunku pionowym (prostopadlym do powierzchni
ekwiskalarnej, ktoéra jest powierzchnia Ziemi), a jego
wartosé % podaje o ile stopni zmienia sie temperatura
przy wzniesieniu si¢ o jednostkowa wysokos¢.
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1
A

5 Dywergencja funkcji wektoro-
wej

Jesli  funkcje wektorows j? (z,y,2z) o skladowych
fx(xa Y, Z)7 fy(-T7 Y, Z)7 fz (IIJ7 Y, Z) pomnoZymy skalarnie
przez wektor V to otrzymamy w wyniku funkcje skalar-
na, zwana dywergencja funkcji f:

ry o 8fz afy afz
div f= 9 + Ou 4 2

Przyklad: Obliczy¢ dywergencje wektora wodzacego 7.
Wektor 7 ma sktadowe 7, =z, ry, =y, r. = z, czyli
divi = d£+dy+8z =3.



6 Rotacja funkcji wektorowej

Mnozenie wektorowe operatora nabla i funkcji wektoro-
wej V x f(z,y, z) daje w wyniku wektor (funkcje wekto-
rowa) nazywany rotacja wektora f. Zgodnie z regulami

mnozenia wektorowego obliczamy ja nastepujaco:

Y 9 o] 9
rot f(z,y,2) = | &% oy 9z
fo fy I:
_ (0 _ 9y 0fs _ 0f. Ofy _ 0fs
rOtf*(Ty_Tgvﬁ_WvT;_Ty»

Gradient, dywergencja, rota-
cja, laplasjan w niekartezjan-
skich ukladach wspétrzednych

Pomocny jest tekst: uklady_wspéirzednych.pdf.

W przypadku rozpatrywania pél cechujacych sie syme-
trig (np. sferyczna, cylindryczna) uklad kartezjanski nie
jest wygodnym ukladem.

W uktadach wspélrzednych innych niz kartezjanski wzo-
ry na gradient, dywergencje, rotacje¢ i laplasjan réznia
sie od podanych powyzej. Wyrazaja sie one poprzez po-
chodne czastkowe wzgledem zmiennych wlasciwych dla
danego ukladu (i przez odpowiednie wektory bazowe
ukladu, jesli dotyczy to gradientu i rotacji). Wzory te
nie zostana podane tutaj lecz tatwo je odszukaé¢ w pod-
recznikach lub internecie. Warte sa jednak przytoczenia
wzory dla gradientu pola skalarnego i operatora Lapla-
ce’a (laplasjanu) w ukladzie sferycznym. Oto one:

Uktad sferyczny.
Gradient, pole skalarne f(r,6, )
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grad f = =4, + 197,
or

rogt T o

W szczegdlnosei, gdy funkcja f zalezy tylko od 7:

grad f(r) = o -
Laplasjan
10 0 1 9 0 1 0?
2_ +0f L0\ L o f.,0)\ 1 O
V= r2 Or (T 8r)+7’2 sin@ 06 (Sm989>+r2sin29 dp?’

8 Strumien wektora pola

Zaczniemy od pogladowego przyktadu dla wektorowego
pola predkosci v czastek plynacej cieczy.

dS COS «x

Rozpatrzmy struge wody przepltywajaca przez pewna
powierzchnie S. Tlo$é (objetosé) wody przeplywajacej
w 1 sekundzie przez wybrany element powierzchni d.S
wynosi d® = v - dS jedli element dS jest prostopadly
do kierunku przeptywu (v -1 s jest droga przebyta w 1
s), ad® = v -dS - cosa jesli powierzchnia jest nachylo-
na pod katem « (patrz rysunek). Wprowadzimy wektor
dTS', ktéry jest wektorem o dlugosci dS i prostopadlym
do powierzchni wyplywu (zwrot na zewnatrz powierzch-
ni). Wtedy elementarny strumien wyplywajacej przez
dS wody wyrazimy w postaci iloczynu skalarnego

d® = - dS,

a catkowity strumien wyplywajacy przez powierzchnie
S wyrazi sie poprzez calke po calej powierzchni

@://ﬁ.dfg.
S

Prawa strona wyrazenia jest catka powierzchniowa. Cal-

ke powierzchniowa wyraza sie na og6ét dwoma symbo-

lami catkowania [[, jako Ze powierzchnia jest tworem
s

dwuwymiarowym, cho¢ czesto mozna spotkaé i pojedyn-
czy symbol [.
s

Powyzsza definicja strumienia dotyczy oczywiscie kaz-
dego innego pola wektorowego F', ogdlnie:

Pole bezzrédlowe.

Rozpatrzmy pole wektorowe F. Jedli wezmiemy po-
wierzchnig S zamknieta, a wewnatrz niej nie ma ani
7rédel ani absorbentéw pola (np. w wyzej oméwionym
przykladzie nie ma dodatkowego zrédta wody w obsza-
rze zamknietym powierzchnia S) to tyle samo wplywa
do wewnatrz powierzchni, ile z niej wyplywa na ze-
wnatrz, a wiec calkowity strumien jest réwny zero

csz[ﬁ-d@:o
S



(co oznacza kétko na symbolu calki — patrz przypis !).
Takie pole nazywamy bezzroédlowym.

Zwréé uwage, ze strumien moze byé zaréwno dodatni,
jak i ujemny, w zaleznosci od znaku iloczynu skalarnego
pod calka, czyli w zaleznoéci od tego czy pole wplywa
do wewnatrz powierzchni (® < 0), czy z niej wyplywa
(®>0).

9 Krazenie wektora pola

Krazeniem pola wektorowego F po konturze zamknie-
tym C nazywamy catke

krazenie = j{ﬁ -dr.
c

Taka catka po konturze nosi nazwe catki krzywoliniowe;j.
Wyrazenie pod znakiem calki jest iloczynem skalarnym
wektora pola F i wektora d_7'“, przedstawiajacego elemen-
tarne przemieszczenie wzdtuz krzywej.

Azeby daé fizyczny przyklad — spotykaliSmy sie z taka
catka przy okazji obliczania pracy wykonanej na drodze
C' (niekoniecznie zamknietej) przez sily pola F. Przy
czym, jesli kontur C' byt krzywa zamknieta, a rozpatry-
wane pole sit byto polem zachowawczym, to wykonana
praca po drodze zamknietej wynosila zero

7{ﬁd7~:0.
C

Takie pole F ktérego krazenie po dowolnej krzywej za-
mknigtej jest réwne zero nazywamy polem bezwirowym.

10 Twierdzenie
Ostrogradskiego-Gaussa

To twierdzenie pozwala zamieni¢ caltke po dowolnej
powierzchni zamknietej S na catke po objetosci V
ograniczonej ta powierzchnia:

fﬁ-d@:///divﬁdv.
S 1%

'Kétko na symbolu calki oznacza, ze obszar catkowania
jest obszarem zamknietym, np. w tym przypadku jest to
zamknieta powierzchnia S. Podobnie jest, jesli catkowania
dokonuje sie po krzywej zamknietej.

Lewa strona réwnosci przedstawia catkowity strumien
pola F przeplywajacy przez S. W szczegdlnym przy-
padku, w sytuacji gdy wewnatrz dowolnie wybranej za-
mknigtej powierzchni nie ma zrédel lub absorbentéw
pola to, jak juz byla mowa, strumienie wplywajacy i
wyplywajacy sa réwne co do wartosci ale przeciwne co
do znaku i w efekcie strumien wypadkowy jest réwny
zero. To implikuje zerowanie calki [[[ divF dV dla kaz-
\%

dego obszaru V', co jest mozliwe wtedy i tylko wtedy
gdy funkcja podcalkowa jest réwna zero. Tak wiec wa-
runek

divF =0
stanowi kryterium pola bezzrédtowego.

11 Twierdzenie Stokes’a

Twierdzenie Stokes’a pozwala zamieni¢ calke po
krzywej zamknietej C' na catke po powierzchni S
ograniczonej tg krzywa:

fﬁ.d;://mtﬁ.dtg.
S

c

To twierdzenie jest prawdziwe dla kazdej powierzchni
S, ktérej brzegiem jest krzywa C (nie musi to by¢ po-
wierzchnia plaska, wyobraz sobie, ze jest to blonka roz-
pieta na ramce, dowolnie wybrzuszona).

W szczegbdlnym przypadku gdy pole jest zachowawcze,
lewa strona (przedstawiajaca prace wektora F po krzy-
wej zamknietej) jest réwna zero. To znéw implikuje zero-
wanie calki [ rotF-dS dla kazdego obszaru catkowania

s

S ograniczonego konturem C, a to jest mozliwe wtedy
i tylko wtedy gdy funkcja podcalkowa rotF jest rowna
zero. Tak wiec zerowanie rotacji wektora pola

rotF = 0
jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym zacho-
wawczosci pola F.

12 Natezenie pola wektorowego i
potencjat skalarny

Jesli rozpatrujemy dowolne pole wektorowe F (z,y,2) to
wektor F' przypisany do punktu (z,y, z) = ¥ nazywamy
natezeniem pola w tym punkcie.

Zalézmy, ze pole F (7) jest polem zachowawczym. Takie
zalozenie jest rownowazne stwierdzeniu, ze " praca” wek-
tora F' przy przemieszczeniu pomiedzy dwoma punkta-
mi A i B (czyli fAB F dF, patrz rys.) nie zalezy od tego
po jakiej drodze realizowane jest to przemieszczenie.



W przypadku pola zachowawczego (i tylko wtedy) moz-
na dobra¢ takie pole skalarne ¢(7), ktérego gradient
ze znakiem ujemnym jest w kazdym punkcie 7 réwny
natezeniu pola F (7). Funkcje skalarng ¢(7') nazywamy
potencjalem pola F"(F)

F(F) = —grad o(F).

Uzasadnienie: =
Obliczmy calke z funkcji F(7) po dowolnej drodze po-
mugdzy punktaml Ty 17

der— —fgradga dr = —f (%2dx + 2
o
Wyrazenle w nawiasie pod calkac jest rézniczka zupelna
funkcji ¢(7), mamy wiec

7 7

Jﬁﬁ:wam:
To To

Sedy + 52dz).

—p(7) + (p(7%).

Przepiszmy:

am=wm—]ﬁw

Potencjal ¢ dla danego pola zachowawczego zalezy tylko
od punktu poczatkowego i koficowego. Poniewaz (7))
jest stala catkowania, mozna ja dobra¢ w sposéb dowol-
ny, jest to kwestia umowy w jakim punkcie 7, przyj-
miemy potencjal réwny zero, ¢(7,) = 0 (czesto zero
potencjalu przyjmuje sie w nieskoniczonosci (r, — 00)).
Wtedy

p(7) = — [ Fdr.

S
01\%

Przyktady.

1) ZmnajdZz potencjal pola grawitacyjnego ﬁ(r) =
—G™2 4, nad powierzchnia Ziemi®. Przyjmiemy zero
potencjalu w nieskoniczonosci. Potencjatl w odlegtosci r
od $rodka Ziemi (dla r > Rz, zastandw sie dlaczego(?),
co trzeba by zmienié aby dostaé rezultat dla r < Ry ?):

:ff GmMZ - dr.

Po wykonaniu obliczen (Zwroc uwage, ze i, - dr = dr)
otrzymujemy o(r) = —GmeZ. Te wielko$¢ nazywamy
zwyczajowo energia potencjalng i oznaczamy E,(r). Fi-
zycznie jest to praca jaka wykonamy aby réwnowazac
sile grawitacji (dzialajac sila —ﬁ) przemiescié cialo o
masie m z oo do punktu 7.

Zziemskie pole grawitacyjne jest przykladem pola
centralnego: wektor pola F zalezy tylko od odlegltosci r od

centrum pola, nie zalezy od kierunku.

Znajdz samodzielnie wzér na potencjal, jesli przyjacé ze-
ro potencjatu na powierzchni Ziemi. Bedzie si¢ on réz-
nit od otrzymanego powyzej, ale réznica potencjaléw w
dwdéch punktach r1 i 7o bedzie taka sama w obu przy-
padkach (pokaz!).

2) Zmalezé pole sil, ktéremu odpowiada potencjal
o(r) = 1kr? (k jest stala).

Mamy do czynienia z symetrig sferyczna, wygodnie
jest liczy¢ w ukladzie sferycznym. F = —Vy =
— 2 (2kr?a,) = —kra, = —kf.

3) Uzasadnij, ze dla pola sil tarcia nie istnieje potencjal.



