Metody numeryczne w elektrotechnice

Cwiczenie 2 — Macierzowy opis probleméw elektrotechniki, podstawy obliczeri
macierzowych

Dariusz Borkowski

Wstep

W tym ¢éwiczeniu rozwiagzecie pewne typowe problemy techniczne, ktére zwykle opisuje sie za pomoca
réwnan macierzowych.

1 Rozwigzanie obwodu statopragdowego metoda pradéw oczkowych — 2 pkt

1.1 Obliczenie pradéw oczkowych metoda Cramera

Metoda pradéw oczkowych! wyprowadz (na papierze) ukfad réwnan opisujacy obwéd pokazany na
rysunku 1, a nastepnie przeksztat¢ te rownania do postaci macierzowe;j

RI=E (1)

gdzie: R — macierz rezystancji, I = [ L I, I3 }T — wektor pradéw oczkowych (zaznaczonych na
rysunku), E — wektor napie¢ zrédtowych.
Nastepnie napisz w Matlabie program rozwigzujacy uktad réwnai (1) metodg Cramera. W metodzie

Cramera poszukiwane niewiadome oblicza sie wedtug zaleznoéci

o det R;
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gdzie R; jest macierza, ktérej i-ta kolumna zostata zastapiona wektorem E.

Wartosci elementéw obwody przepisz z tabeli 1. Tabela ta prezentuje typowy sposéb opisu obwodéw
elektrycznych stosowany przy wprowadzaniu danych tego typu w celu rozwiazania obwodu (np. program
Spice). UWAGA! Napiecia w tabeli maja zwrot od wezta A (o nizszym numerze) do wezta B (o wyzszym
numerze), i w dwdch przypadkach s3 niezgodne ze zwrotami napiec na rysunku 1. Aby rozwiaé watpliwosci
dopisatem po prawej stronie tabeli dwie kolumny z oznaczeniami elementow.

Na podstawie wyliczonych wartosci praddéw oczkowych I oblicz napiecia na rezystarach Ry i Ris.
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Rysunek 1: Obwdd statopradowy do zadania 1.1.

IPrzypominam, ze tworzenie réwnan metoda napie¢ oczkowych, polega na wykorzystaniu Il prawa Kirchoffa, méwigcego,
ze suma napie¢ w kazdym oczku wynosi zero.
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Nr gatezi  Nrwezta A Nrwezta B Rezystancja [2] Napiecie [V] Rezystor Zrédto napiecia

1 0 1 2 10 Ro1 FEo1

2 0 2 0,5 Ro2

3 0 3 2 —10 Ros —FEo3 = E3o
4 1 2 0,25 -5 Ri2 —E12 =FExn
5 1 3 0 Ri3

6 2 3 0,5 Ra3

Tabela 1: Wartosci elementéw obwodu do zadania 1.1.

2 Sprawdzenie rozwigzania poprzedniego zadania w jezyku C — 2 pkt

Wykorzystujac macierz R oraz wektor I wyznaczone w poprzednim zadaniu oblicz (z pomoca biblioteki
GSL wektor E wedtug (1) i sprawdz czy otrzymany wynik jest réwny wektorowi E wyprowadzonemu
w poprzednim zadaniu.

W $rodowisku CodeBlocks utwdrz nowy projekt konsolowy. Nastepnie do pliku gtéwnego main. c wklej
szkielet programu z pliku 1ab02z02. c i uzupetnij brakujace czesci zgodnie z poleceniami podanymi w ko-
mentarzach. Przedstawiam skrécony? opis potrzebnych funkgji.

gsl_vector * gsl_vector_alloc (size_t n) tworzy wektor o dtugosci n i zwraca wskaznik do
niego. Typ danych gsl\_vector jest struktura opisang m.in. w pliku nagtéwkowym include/gsl/
gsl_vector_double.h.

gsl_matrix * gsl_matrix_alloc (size_t nl, size_t n2) tworzy macierz o nl wierszach i n2
kolumnach i zwraca wskaznik do niej. Przyktad: gsl_matrix *A gsl_matrix_alloc (3, 3);

void gsl_vector_set (gsl_vector * v, size_t i, double x) wpisuje warto$¢ x do i-tego ele-
mentu wektora v. Przykfad: gsl_vector_set(b, 3, 0.75);

void gsl_matrix_set (gsl_matrix * m, size_t i, size_t j, double x) wpisuje warto$¢ x
do i, j-tego elementu macierzy m. Przykfad: gsl_matrix_set(A, 3, 2, -1.53);

int gsl_blas_dgemv (CBLAS_TRANSPOSE_t TransA, double alpha, const gsl_matrix * A,
const gsl_vector * x, double beta, gsl_vector * y) wykonuje operacje’
y = a op(A)x+ Py, czyli skalar alpha razy macierz A (na ktérej wykonano operacje op ()) razy wek-
tor x plus skalar beta razy wektor y. Wynik zostaje umieszczony w wektorze y. Przed wykonaniem
dziatan mozna wykona¢ operacje op() na macierzy A. Mozliwe operacje to: brak operacji, trans-
pozycja macierzy, transpozycja ze sprzezeniem liczb zespolonych, a odpowiadajace tym operacjom
wartosci parametru TransA to: CblasNoTrans, CblasTrans, CblasConjTrans.

double gsl_vector_get (const gsl_vector * v, size_t i) zwraca warto$¢ i-tego elementu
wektora v. Przyktad 1liczba = gsl_matrix_get(b, 4)

double gsl_matrix_get (const gsl_matrix * m, size_t i, size_t j) zwraca warto$¢ i, j-
tego elementu macierzy m. Przyktad liczba = gsl_matrix_get(A, 3, 2)

void gsl_vector_free (gsl_vector * v) zwalnia pamieé po wektorze v.
void gsl_matrix_free (gsl_matrix * m) zwalnia pamieé po macierzy m.

Uwaga! Istniejg takze wersje funkcji do allokacji wektoréw i macierzy, ktére od razu inicjalizujg
wektor lub macierz zerami. Od opisanych wyzej réznia sie tylko nazwa np.: gsl_vector_calloc oraz
gsl_matrix_calloc.

Do wszystkich opisanych funkcji wektory i macierze przekazywane sa nie przez warto$é, ale przez wskaz-
nik. Wskaznik do tablicy to adres pierwszego elementu tej tablicy w pamieci. To rozwigzanie stosuje sie ze
wzgledu na szybko$é operacji, gdyz nie wymaga ono kopiowania catych tablic w pamieci.

?Dokfadny opis (po angielsku) mozna znalezé pod adresem http://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/
Vectors-and-Matrices.html

3Funkcja ta nalezy podsystemu BLAS (ang. Basic Linear Algebra Subprograms) ztozonego z efektywnych niskopoziomo-
wych? funkcji wykonujacych podstawowe operacje z dziedziny algebry liniowej (np. mnozenie macierz, wektoréw, itp.). Funkcje
macierzowe i wektorowe wyzszego poziomu t.j. GSL pozwalaja tylko na mnozenie elementéw macierzy przez odpowiadajace
im elementy drugiej macierzy.


lab02z02.c
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W zadaniu interesuje nas jedynie iloczyn macierzy i wektora RI, bez transpozycji macierzy R
przed mnozeniem. Wobec tego wartosci obu skalaréw maja by¢ réowne 1, a pierwszy argument funkgji
int gsl_blas_dgemv ma mie¢ warto$¢ CblasNoTrans.

Skoro wynik mnozenia ma by¢ umieszczony w wektorze E, a funkcja int gsl_blas_dgemv zawsze
1realizuje podany wyzej wzér, to nalezy mie¢ pewno$é, ze przed operacja wektor E jest wypetniony zerami!
Mozna w tym celu allokowa¢ wektor E za pomoca w.w. funkcji gsl_vector_calloc.

Aby poprawnie skompilowaé i zlinkowaé program nalezy doda¢ do projektu biblioteki libgsl.so i libgslc-
blas.so (jak pokazatem w instrukcji 0) lub wywotaé kompilator gcc z opcjami -1gsl -1lgslcblas.

3 Obliczanie obwodu tréjfazowego w stanie ustalonym — 1 pkt

Na rysunku 2 pokazano uproszczony schemat systemu energetycznego $redniego napiecia. Zrédto
(gwiazda z uziemionym punktem neutralnym) odpowiada stronie wtérnej transformatora mocy w roz-
dzielni WN/SN. Odbiornik typu tréjkat odpowiada uzwojeniom pierwotnym transformatora rozdzielczego
SN/nn. Lini¢ przedstawiono w postaci modelu typu T o parametrach skupionych. Impedancje Z, to suma
impedancji faz Zzrédta oraz linii od strony zrédfa, a Z; to impedancje linii od strony obcigzenia. Z; to im-
pedancje doziemne linii (gtéwnie pojemnosciowe). Z 4. ¢ to impedancje gbrnych uzwojen transformatora
rozdzielczego. Przyjeto zatozenie, ze system pracuje w stanie ustalonym, a przebiegi napie¢ i pradéw sa
sinusoidalne. W takim przypadku obwdd ten mozna opisac za fazordéw napieé i pradéw. Fazor to po prostu
liczba zespolona, ktérej modut odpowiada wartosci skutecznej, a argument odpowiada fazie.

Korzystajac z metody napieé weztowych® wyprowadz réwnania na kartce (beda sprawdzone!) opisujace
trojfazowy system energetyczny (rys. 2) w stanie sinusoidalnym ustalonym, a nastepnie zapisz te réwnania
w formie macierzowej:

YV =J (3)

i rozwiaz je w Matlabie metoda zwyktego odwracania macierzy admitancyjnej Y. Plik 1ab02z03.m zawiera
warto$ci napie¢ zrédet i admitancji elementdw systemu energetycznego, ktére beda potrzebne do zbudowa-
nia macierzy admitancyjnej Y i wektora pradéw zrédtowych J . Na rysunku 2 zaznaczono numery weztéw.
Poszukiwane napiecia weztowe V' = [ Vi Vo V3 Vi Vs Vg }T to napiecia skierowane od wezta 0
(ziemia) do odpowiednich weztéw 1...6.

Sprawdz jak zmieni sie uwarunkowanie macierzy Y (zmienna rc) w stanie zwarcia doziemnego jedne;
fazy. Efekt ten mozna uzyskaé ustawiajac bardzo matg warto$¢ jednej z impedancji doziemnych Z;. Nie
mozna podaé zerowej impedancji Z,4, gdzyz odpowiadajaca jej admitancja Y bytaby nieskofnczona, dlatego
najlepiej ustawi¢ duza wartos¢ Yy np. ~ lel8.

W tym zadaniu macie do czynienia z macierzg i wektorami zawierajacymi liczby zespolone. Wiele funkgji
Matlaba dziata zaréwno na liczbach rzeczywistych jak i zespolonych. Nalezy pamietaé, ze transpozycja ma-
cierzy zespolonej A, oznaczanej w Matlabie przez A’ (apostrof), daje macierz transponowang o elementach
sprzgzonych czyli (a; ;)" = (a},). Dla macierzy o elementach rzeczywistych bedzie to zwykfa transpozy-
cja. W literaturze ta transpozycja sprzezona, w odréznieniu od zwyktej transpozycji oznacznej AT, jest
oznaczana przez AT
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Rysunek 2: Schemat systemu energetycznego do zadania 3.

5Konstruowanie réwnan w tej metodzie opiera sie na zatozeniu, ze suma pradéw w kazdym weZle jest réwna zero. Prady
I (w postaci fazoréw) wyrazamy za pomoca iloczynéw admitancji Y gatezi i napie¢ weztowych V' (ew. zrédtowych E)


lab02z03.m
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4 Wyznaczanie sygnatu wyjsciowego na podstawie znajomosci odpowiedzi impul-
sowej linii z wykorzystaniem macierzy splotowej — 1 pkt

Rozwazmy system komunikacji sktadajacy sie z modemu nadawczego, linii i modemu odbiorczego.
Znana jest odpowiedZ impulsowa h(t) linii, ktéra opisuje znieksztatcajacy wptyw linii na transmitowany
sygnat. Majac do dyspozycji zdyskretyzowane w ograniczonym czasie odpowiedz impulsowa hj, oraz sygnat
wejsciowy u.,, probki sygnatu wyjsciowego ¥, mozna wyznaczy¢ jako splot:

L
Yn = Up * hn = Zun—k,hk (4)
k=0

YL+N }T na podstawie znajomosci N prébek wek-

tora u = [ Uy Yo UN ] w ,jednym kroku“ mozna uzyskaé poprzez utworzenie na podstawie
réwnania (4) ukfadu réwnan i zapisaniu go w postaci macierzowej:

Wyznaczenie catego wektora y = [ Y1 Yo

Ynt+i-1x1) = H(N+L-1xN)U(Nx1) (5)

gdzie H jest macierza splotowa o strukturze Toeplitza:

ho 0 0
he ho
: h1 0
H=|p ho (6)
0  hr_ hy
6 0. 0. hL.,l ]

W Matlabie zataduj poleceniem load plik 1ab02z04.mat zawierajacy niezbedne dane czyli prébki
sygnatu wejsciowego u i sprébkowang odpowiedZ impulsowa h. Korzystajac z funkcji toeplitz zbuduj
macierz H® oraz oblicz prébki sygnatu wyjéciowego y wedtug zaleznoéci (5). Wyznacz prébki wyjscia
Yo alternatywna metoda korzystajac z funkcji conv. Wyrysuj na jednym wykresie sygnaty wejsciowy u
i wyjsciowe y (linig ciagta) i yq (linia przerywana).

5 Opis obiektu dynamicznego w postaci macierzowego réwnania stanu — 1 pkt

Rozwazmy uktad pomiarowy ztozony z szeregowo potaczonych termopary i wzmacniacza operacyjnego
(rys. 3). Obydwa elementy zamodelujemy jako obiekty dynamiczne inercyjne pierwszego rzedu o transmi-
tancji operatorowe;j:

ki
14 sT;

(7)

gi(s)

u(s) (s) 2(s) sals) y(s)

Rysunek 3: Szeregowe potaczenie termopary i wzmacniacza z zadania 5.

Wzmacniacz ma duza impedancje wejsciowa, dlatego mozna przyjaé, ze elementy sie wzajemnie nie
obciazaja (wypadkowa transmitancja uktadu jest iloczynem transmitancji elementéw). Wiedzac, ze ukfady
nie obciazaja sie, zbuduj uktad dwéch réwnan operatorowych:

2(s) = g1(s)u(s)
{ y(s) = g2(s)z(s) (8)

5Przeczytaj help do funkcji toeplitz i pamietaj o wiasciwym rozmiarze macierzy H podanym w (5)
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a nastepnie po podstawieniu (7) do (8) przejdz do uktadu réwnan rézniczkowych w dziedzinie czasu,
wykorzystujac odwrotna transformacje Laplace’a’. Ostatecznie otrzymane réwnania przeksztaté do postaci
macierzowych réwnan stanu:

= Ax + Bu 9)
y=Czx + Du

lub po rozpisaniu dla obiektu o jednym wejsciu, jedym wyjsciu (SISO) i dwéch zmiennych stanu

=L R @
y=l |2+ )

Majac dane parametry obiektéw k; = 0,001, 77 = 10, ke = 1000, T = 0,001 wyprowadz réw-
nania stanu opisujace ten uktad. Sprawdz poprawnos$¢ rozwigzania wykorzystujac funkcje bode Matlaba.
Zatamania charakterystyki amplitudowo-czestotliwo$ciowej powinny wystepowac przy czestotliwosciach od-
powiadajacych statym czasowym czujnika i wzmaczniacza.

Pomimo, ze do opisu dynamiki ukfadu, wystarcza pierwsze z réwnan (9), to aby wykorzystaé funkcje
bode dla systemu opisanego réwnaniami stanu niezbedne jest podanie jako parametréw wszystkich macierzy
A, B, C, D o wtasciwych rozmiarach. Do wyznaczenia drugiego z réwnan (9) wystarczy informacja, ze
wyjscie uktadu y = x,.

Na koniec sprawdZ jak zmieni sie uwarunkowanie macierzy A po przyjeciu statych czasowych T =
T5 = 10 lub na odwrét T7 = T = 0,001.

Na nastepne zajecia

Prosze sie zapozna¢ z metodami rozwigzywania ukfadéw réwnan liniowych przez eliminacje Gaussa-
Jordana oraz eliminacje Gaussa i podstawienie wstecz oraz z metodami iteracyjnymi. Jak ma wptyw
wybér metody na btedy uzyskanego rozwigzania. Prosze przeczytaé pomoc do funkgcji funkcji realizuja-
cych dekompozycje LU, QR, Cholesky'ego (1u, qr, tttchol) aby wiedzieé¢ jak ich uzywaé. Zapozan¢ sie
z dokumentacja do biblioteki GSL dotyczaca rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych metoda faktory-
zacji LU (i innymi funkcjami algebry liniowej), a przede wszystkim z przykfadem na kofcu dokumentacji
http://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/Linear-Algebra.html. Dowiedzie¢ sie jak
rozwigzywane sg uktady réwnan w przypadku macierzy rzadkich.

"Przypominam, ze ! {sx(s)} = i—f =z
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