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Wstep

Na zajeciach rozwigzecie zadania, ktére pokaza wam réznice, wady i zalety wybranych metod rozwigzy-
wania uktadéw réwnan liniowych. Dowiesz si¢ na jakie problemy mozna natrafi¢ podczas stosowania tych
metod i jak sobie z nimi poradzi¢. Cztery zadania s3 do rozwigzania w Matlabie, jedno w C.

1 Poréwnanie operatoréw \ i inv Matlaba — 1 pkt

Uktad réwnan liniowych
Ax=b (1)

w Matlabie mozna rozwigzywa¢ poprzez odwracanie macierzy funkcjg inv lub stosujac operator dzielenia
lewostronnego® \ w sposéb jak ponizej:

x1 = inv(d) * Db % odwracanie macierzy A , to samo co: x =A " -1 %D

x2=A\D % dzielenie lewostronne

Czas i wynik obu realizacji jest moze by¢ rézny. Zwykte odwracanie dziata wolniej i w szczegdlnych przy-
padkach moze da¢ mniej doktadny wynik, co sami zaraz sprawdzicie. Operator \ znajduje rozwigzanie x
uktadu (1) metoda bezposrednia optymalna dla podanej macierzy A. Matlab sprawdza postaé macierzy A
(m.in. czy macierz jest tréjkatna, czy jest dodatnio okreslona symetryczna, itd.) i w zaleznosci od jej postaci
stosuje réznego rodzaju dekompozycje, bedace w wiekszosci wariantami eliminacji Gaussa. W przypadku
najogélniejszym stosowana jest dekompozycja LU.

Poréwnaj w Matlabie wyniki rozwiazania Zle uwarunkowanego ukfadu réwnan (2) dwoma powyzszymi
metodami.

eps eps —1 T -1
eps —eps 0 zo | =1 0 (2)
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Sprawdz czy wyniki x1 i x2 obu metod s3 jednakowe czy rézne. W zaleznosci od formatu wyswietlania liczb
w Matlabie wyniki moga wydawac¢ sie by¢ jednakowe. Wyswietlenie réznicy x2-x1 daje rzeczywisty obraz.
Znajdz taki format wyswietlania liczb, ktéry pozwala stwierdzi¢, ze x1, x2 nie s3 réwne sie bez obliczania
ich réznicy. W tym celu wykorzystaj polecenie format zapoznajac sie wczesniej z jego dokumentacja i
przyktadami uzycia.

Poréwnaj czasy rozwigzywania uktadu réwnaf postaci (1), gdzie A jest macierza o wymiarach 100 x 100
wygenerowang funkcja randn. W tym celu w petli rozwigzuj uktad réwnan kolejno obydwoma metodami
(obie metody jedna po drugiej w kazdym obiegu petli). Po wykonaniu 100 (na wolniejszych komputerach
odpowiednio mniej) przebiegdw petli usrednij czas rozwigzywania uktadu réwnan obydwoma metodami
i wypisz na ekran stosunek Srednich czaséw obliczen. Do wyznaczania czasu potrzebnego na wykonanie
fragmentu programu stuza funkcje tic i toc.

2 Eliminacja Gaussa i pivoting — 1 pkt

. . . . T . /
Wyznacz na papierze rozwigzanie (zostanie sprawdzone!) x = [ T Ty T3 ] uktadu réwnan:

2 2 4 4
Ax =b gdzie A=|1 1 4 b=| 4 (3)
1 4 1 1

Listnieje tez operator dzielenia prawostronnego



Cwiczenie 3 strona 2 numeryczne w elektrotechnice Katedra Metrologii AGH 2010

metod3 eliminacji Gaussa. Dzieli sie ona na dwa etapy. W pierwszym od wszystkich wierszy oprécz pierw-
szego odejmujemy wiersz pierwszy pomnozony przez taki wspétczynnik, ktéry spowoduje, ze wszystkie
(oprécz pierwszego) elementy pierwszej kolumny sie wyzeruja. Wspbtczynnik ten ma wartosé Zii dla
pierwszej kolumny, gdzie i = 2... N jest numerem wiersza, a N rozmiarem macierzy A. Analogiczné ope-
racje przeprowadzamy na kolejnych wierszach, na ktérych jeszcze nie zostata przeprowadzona przy czym
wspotczynnik dla k-tego wiersza ma wartosé Z;—’; gdziei =k —1...N. Te same operacje co na wierszach
macierzy przeprowadzamy réwniez na elementach wektora b, dlatego dla wygody najcze$ciej dopisujemy
wektor b jako dodatkowa kolumne macierzy A.

Po przeprowadzeniu eliminacji otrzymujemy ukfad réwnan z macierza tréjkatng, ktéry mozna tatwo
rozwiazaé stosujac podstawienie wstecz. Polega ono na wyznaczaniu wartosci niewiadomych poczawszy od
ostatniego wiersza przeksztatconego uktadu réwnani, w ktérym wystepuje tylko jedna niewiadoma (u nas
x3). Po wyznaczeniu warto$ci tej niewiadomej podstawiamy ja do réwnania, w ktérym pozostawaty tylko
dwie niewiadome i wyznaczamy druga z nich i tak dalej.

Podczas eleminacji natrafisz na problem dzielenia przez zero. Omin problem zamieniajac miejscami
dwa ostatnie réwnania czyli wiersze macierzy rozszerzone;j [ A | b } Ta zamiana wierszy nazywana
wyborem elementu gtéwnego lub pivotingiem jest stosowana w Matlabie podczas rozwigzywania uktadéw
réwnan liniowych i dekompozycji macierzy. Zamiana nastepuje nie tylko w przypadku natrafienia na zero na
przekatnej macierzy. Matlab zamienia kolejno$¢ wierszy macierzy za kazdym razem tak?, aby w mianowni-
ku elementu gtéwnego (czyli opisanego weczesniej wspétczynnika) wystepowata najwieksza liczba w danej
kolumnie. Ma to na celu zmniejszenie btedéw numerycznych zwigzanych z dzieleniem przez liczby bliskie
zeru.

Po wykonaniu eliminacji wykonaj podstawienie wstecz, a nastepnie sprawdz wynik z wynikiem uzyska-

nym w Matlabie.

3 Dekompozycja LU — 2 pkt

Schemat dziatan dekompozycji LU jest taki sam jak w eliminacji Gaussa, z tym, ze oprécz tworzenia
gérnej macierzy tréjkatnej U wspotczynniki uzyte podczas eliminacji stuza do zbudowania dolnej macierzy
tréjkatnej L. Otrzymane w wyniku dekompozycji macierze taczy zwigzek

A=LU (4)
wobec czego uktad réwnan postaci (1) mozna zapisa¢ jako
Ax=LUxz=1» (5)

i po podstawieniu y = Ux rozwigzac go poprzez rozwigzanie kolejno dwéch uktadéw réwnan z macierzami
tréjkatnymi:

Ly =b (6)
Uz =y (7)

Mozna to wykona¢ niewielkim kosztem obliczeniowym przez podstawienie w przdd, a nastepnie wstecz.

Zysk z dekompozycji LU nad rozwigzywaniem uktadu réwnan metoda eliminacji Gaussa mozna zauwa-
zy¢ dopiero gdy potrzbujemy rozwigzaé ten uktad réwnan o niezmienionej macierzy A dla wielu réznych
wektoréw b. Zysk wynika z tego, ze eliminacja Gaussa operuje réwniez na wektorze b tak wiec, przy kazdej
zmianie wektora b na nowy wykonywana jest cafa eliminacja (réwnoznaczna z dekompozycja LU) i pod-
stawienie wstecz. Jesli za§ dokonamy dekompozycji LU samej macierzy A to po kazdej zmianie wktora b
wykonywane s3 podstawienie w przdd i wstecz (nie trzeba powtarzaé dekompozycji, ktéra zajmuje wiecej
czasu niz podstawienia).

W tym zadaniu sprawdzisz, ze tak jest w istocie. Jako przyktad postuzy nam uproszczony system
energetyczny pokazany na rysunku 1. Uproszczenie polega, na wykorzystaniu jedynie modutdéw admitancji
oraz modutu wartosci skutecznej napiecia zamiast wartosci zespolonych, cho¢ nic nie stoi na przeszkodzie,

2 2 4

?Mozna to sprawdzi¢ wykonujac recznie dekompozycje macierzy A = 1 2 2 i poréwnujac wynik z wynik gérna
1 4 1
).

macierzg tréjkatna U uzyskang w Matlabie z rozktadu LU przez [L,U]=1u(A
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zeby ich uzy¢. W systemie zasilanym napieciem 235 V pojawiaja sie spadki napiecia spowodowane prada-
mi pobieranymi przez odbiorniki Yy, Y5, Y ptynacymi przez admitancje linii Y7, Y5, Y3, jednak napiecia
u wszystkich odbiorcéw zawieraja sie w granicach od 225 do 233 V. Przyjmijmy, ze maksymalne dopusz-
czalne odchylenie napiecia od wartosci znamionowej 230 V wynosi £10 V. Zakfad energetyczny pozwolit
na zainstalowanie na koncu linii dodatkowego odbiornika Y7 duzej mocy, ktéry spowodowat, ze w wyniku
spadkéw napiecia wzdtuz linii zasilajacej wartosci napie¢ u odbiorcéw znalazty sie poza dopuszczalnym za-
kresem. Typowa praktyka w takiej sytuacji jest regulacja ( zwiekszenie) napiecia zasilajacego przy pomocy
odczepdw transformatora rozdzielczego. Réwnania opisujace obwdd mozna przedstawi¢ w postaci macie-
rzowej, a nastepnie rozwiazywac go dla coraz wigkszych wartoéci napie¢® (ktére wystepuje w wektorze po
prawej stronie réwnania), az wartosci napie¢ w wezfach sieci osiggng wymagane wartosci.

E Yq 1 Y, 2
<: > 1} . | — .
V, Y, Vv, Ys Y,
— 0

Rysunek 1: Schemat systemu energetycznego do zadania 3.

Wyprowadz na papierze 3 réwnania weztowe opisujace obwdd z rysunku 1 i zapisz je w postaci macierzo-
wej. Rozwiaz ten uktad w Matlabie, korzystajac z wartosci elementéw podanych w pliku 1ab03z03.m, aby
poznaé wartosci napie¢ weztowych po wiaczeniu dodatkowego odbiornika i dla napiecia na transformatorze
E = 235V. Przeczytaj opis funkcji 1u i roztéz za jej pomoca macierz admitancyjng Y na macierze L i U.
Nastepnie w petli zwiekszaj napiecie E zrédta i rozwigzuj kolejno uktady réwnani o postaci takiej jak (6)
i (7), do momentu gdy napiecie w wezle 3 przekroczy dolna warto$¢ dopuszczona przez norme. Uktady te
rozwiazuj z wykorzystaniem operatora \. Dzieki niemu Matlab automatycznie dobierze najszybsza metode
rozwigzania réwnania odpowiednia do postaci macierzy (tutaj tréjkatnych). Sprawdz czas wykonywania
catej petli i dobierz tak skok, o jaki bedzie zwiekszane napiecie w kazdym przbiegu petli, zeby czas wy-
konywania wynosit okoto 10 sekund. Nastepnie zmien w petli sposdb rozwigzywania réwnania tak, zeby
nie korzysta¢ z rozktadu macierzy admitancji Y na L i U, lecz aby zmusi¢ Matlaba do kazdorazowego
przeprowadzenia petnej dekompozycji LU macierzy admitancji czyli bezposredniego rozwigzywania réw-
nania YV = J (nadal z uzyciem operatora \). Oblicz stosunek czasu wykonywania obliczei obydwoma
metodami.

4 Dekompozycja Cholesky’ego w jezyku C — 2 pkt

Rozwiaz ukfad réwnan z poprzedniego zadania (dla E = 235V bez dodatkowej admitancji Y7) wyko-
rzystujac dekompozycje Cholesky'ego. Dekompozycja ta jest polega na rozktadzie macierzy A na iloczyn
LL” i mozna j3 stosowa¢ tylko gdy macierz A jest dodatnio okreslona (tak jak macierz Y z poprzedniego
zadania).

W $rodowisku CodeBlocks utworz nowy projekt konsolowy. Nastepnie do pliku gtéwnego main. c wklej
szkielet programu z pliku 1ab03z04 . c i uzupetnij brakujace czesci zgodnie z poleceniami podanymi dalej.
Program jest prawie kompletny, a jako przyktad pozostawitem w nim dwie linie rozwigzujace uktad réwnan
przez dekompozycje LU. Uzupetnij brakujace fragmenty, a nastepnie zakomentuj dwie w.w. linie i uruchom
program. Poréwnaj otrzymany wynik z wynikiem uzyskanym w poprzednim zadaniu w Matlabie. Nastepnie
zmien znak dowolnej liczby na przekatnej macierzy admitancyjnej Y i uruchom program. Na podstawie
wyswietlonego komunikatu wyjasnij dlaczego program nie zadziatat. Sprébuj w Matlabie wykona¢ dekom-
pozycje Cholesky'ego (funkcja chol) dla tak samo zmodyfikowanej macierzy i sprawdz rezultat.

Ponizej opisatem niezbedne funkcje potrzebne do zmodyfikowania programu w C.

gsl_matrix_view gsl_matrix_view_array (double * base, size_t nl, size_t n2) zwraca
macierz (a doktadniej widok macierzy) o rozmiarach nlxn2 zawierajace liczby z tablicy danych

3Tak naprawde zmiana odczepéw transformatora pozwala zazwyczaj na na mato doktadna (zgrubna) regulacje napiecia.


lab03z03.m
lab03z04.c
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base. Widoki macierzy czyli dane typu gsl_matrix_view sg obiektami tymczasowymi, ktére stuza
do operowania na fragmentach macierzy (podmacierzach) lub do przedstawienia jednowymiarowych
tablic danych w postaci macierzy (jak w tym zadaniu).

gsl_vector_view gsl_vector_view_array (double *base, size_t n) zwraca wektor (a dokfad-
niej widok wektora) o dtugosci n zawierajacy liczby z tablicy danych base. Widoki wektoréw czyli
dane typu gsl_vector_view sg bardzo podobne do opisanych wyzej widokéw macierzy.

UWAGAI!!! Widoki macierzy i wektoréw nie tworza nowego obiektu przez jego skopiowanie, a jedynie
wskazujg na istniejgce w pamieci dane, dlatego modyfikacja elementu widoku spowoduje modyfika-
cje elementu oryginalnej macierzy badz tablicy danych. Z tego samego powodu dopdki widok jest
w uzyciu nie mozemy zniszczy¢é macierzy badz tablicy, na bazie ktérych zbudowano widok macierzy.
Widoki moga by¢ podawane jako argument kazdej funkcji operujacej na macierzach lub wektorach
w postaci referencji, np. &A.matrix dla widoku macierzy i &b.vector dla widoku wektora. Sposéb
bezposredni czyli byt stosowany na poprzednich zajeciach.

int gsl_linalg_cholesky_decomp (gsl_matrix * A) wykonuje dekompozycje Cholesky'ego do-
datnio okre$lonej macierzy A i w niej umieszcza wynik. Zwraca kod btedu lub zero
w przypadku prawidtowego dziatania. W przypadku uzycia jako argumentu widokéw macierzy
(gsl_matrix_view) zamiast macierzy (gsl_matrix) nalezy odwotad sie do widoku przez referencje
np. gsl_linalg_cholesky_decomp(&A.matrix).

int gsl_linalg cholesky_solve (const gsl_matrix * cholesky, const gsl_vector * b,
gsl_vector * x) rozwigzuje, w oparciu o dekompozycje Cholesky'ego, uktad réwanian Ax = b
uzywajac podstawienia wstecz. cholesky zawiera zdekomponowana (opisang wczesniej funkgja)
macierz A, b zawiera wektor b, a rozwigzanie umieszczane jest wektorze x.

W dokumentacji do GSL-a jest znacznie wiecej funkcji operujacych na macierzach. Sa to np. funkcje do
kopiowania, zamieniania wektoréw lub macierzy, do wyszukiwania najwiekszych i najmniejszych elementéw
macierzy, dodawanie, odejmowanie, mnozenie przez skalar macierzy lub wektoréw i wiele innych. GSL
zawier réwniez szereg metod bezposrednich rozwigzywania uktadéw réwnan. Metody te s3 sugerowane do
rozwigzywania matych uktadéw. Do wielkich ukfadéw sugerowane jest uzycie biblioteki LAPACK (http:
//www.netlib.org/lapack/)/ Biblioteka ta zostata napisana dla Fortrana77, ale znacznie p6zniej zostata
przeportowana do jezyka C, gdzie wystepuje pod nazwg CLAPACK.

5 Badanie zbiezno$ci iteracyjnej metody rozwigzywania uktadéw réwnan — 2 pkt

Metody iteracyjne sg przeznaczone do rozwigzywania wielkich uktadéw réwnan. Przyblizaja one z zadana
dokfadnoscia prawdziwe rozwigzanie uktadu. Uzytkownik ma zatem wptyw na czas obliczen, gdzyz moze
przerwaé obliczenia w dowolnej iteracji. Nalezy mieé¢ Swiadomos¢, ze im mniej iteracji wykonano, tym wynik
uzyskany gorzej przybliza wynik doktadny (prawdziwy). W celu zbadania zachowania metod iteracyjnych
wynik doktadny moze byé wyznaczony numerycznie jedng z metod bezpoérednich poznanych wczeéniej*.

Najtatwiejsza do zaimplementowania i zarazem najwolniejsza z iteracyjnych metod rozwigzywania ukta-
déw réwnan liniowych jest metoda Jacobiego bedaca wariantem metody iteracji proste;j.

Metoda Jacobiego wykorzystuje rozktad macierzy

A=L+D+U (8)

gdzie D to macierz zawierajaca przekatng macierzy A (poza tym same zera), L to dolna potowa macierzy
A (z zerami na i ponad przekatna), U to gbrna pofowa macierzy A (z zerami na i pod przekatna). Macierze
L i U nie s wynikiem rozktadu LU. Po dokonaniu rozktadu mozemy uktad réwnan zapisaé

Az =(L+D+U)xz=b (9)

wobec tego
Dx=b—(L+U)x (10)

4przy zatozeniu braku btedéw wynikajacych z reprezentacji liczb


http://www.netlib.org/lapack/
http://www.netlib.org/lapack/
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Zaktadajac, ze w kazdej iteracji obliczamy nowe przyblizenie rozwigzania & mozna napisac
240 = D~ (b~ (L +U)2®) (11)
Wzér jest tatwy w stosowaniu, jednak trzeba pamietaé, ze metody iteracyjne nie zawsze s3 zbiezne.
Warunkiem wystarczajacym zbieznoSci metody iteracji prostej jest aby
1Bl <1 (12)

gdzie
B=D ' (L+0U) (13)
a || B]| jest dowolng norma macierzy B.
Niestety, zdarzaja sie przypadki, gdy metoda jest zbiezna, a warunek wystarczajacy (12) nie jest spet-
niony, bo nie jest to warunek konieczny. Trudniejszy do sprawdzenia, warunek konieczny, jest dany wzorem

p(B) <1 (14)

gdzie p(B) = max|\;| jest promieniem spektralnym macierzy B, a \; jest i—t3 wartoscia wtasna macierzy.
W tym zadaniu wykorzystasz metode Jacobiego do rozwigzania ponizszego uktadu réwnan,

=1 0o 0 0 0o 1 0 —-277[uz11 1
o 1 0 0 -1 0 1 1 . 1
0 0 4 -1 0 2 0 0 s 1
0 0 -1 1 0 0 -1 1 o 1
0 -1 0 0 -1 -1 0 0 2 | 7|1 (15)
1 0 2 0 -1 -2 0 0 6 1
O 1 0 -1 0 0 2 0 7 1
2 1 0 1 0 o0 0 14 ||la] [ 1]

Otwérz plik 1ab03z05.m, w ktdrym znajduja sie dane czyli macierz A i wektor b. Rozktad macierzy A
na L, D, U uzyskasz przy pomocy funkcji tril, diag, triu. Maksymalna ilo$¢ iteracji maxiter wynosi
100. Iteracje wykonuj az btad bedzie mniejszy od epsilon. Za btad rozwiazania w danej iteracji przyjmij
norme réznicy ||zq — ||, gdzie x4 to obliczone wczeéniej metoda bezposrednia rozwiazanie doktadne

réwne [ 1,5 —7 3,5 18 4,5 1,5 13 -0,5 }T, a ™ to przyblizenie rozwigzania w k-tej iteracji.
Norme obliczysz funkcja norm. Wyznaczone w kolejnych iteracjach wektory x(*) przechowuj jako kolumny
macierzy, beda one potrzebne do wyrysowania przebiegu procesu iteracyjnego. Za poczatkowa wartos$é
wektora x przyjmij x4 + 5. Po zakonczeniu obliczen wypisz liczbe iteracji oraz btad popetniony podczas
ostatniej iteracji. Wyrysuj na jednym wykresie kolejne przyblizenia wszystkich niewiadomych uktadu na tle
wartosci rozwigzan doktadnych, tak jak pokazano na rysunku 2.

Rozwiaz uktad dla poczatkowych wartosci wektora & réwnych wektorowi b oraz wektorowi zerowemu.
W ktérym przypadku szybciej zostata osiggnieta zadana doktadnosé¢?

Zmien lewy dolny element (as 1) macierzy A na warto$¢ —6. Zobacz jak teraz przebiega proces iteracyjny
dla poczatkowego wektora & = 0 i sprawdz btad w ostatniej iteracji, dla poprzednio podanych startowych
wartosci wektora.

Powré¢ do oryginalnej macierzy A (as1 = —2), a nastepnie sprawdz zachowanie algorytmu zmie-
niajac jej prawy dolny element (ags) kolejno na wartosci na wartos¢ —6; —8; —10. Obserwujac przebiegi
rozwigzan na wykresie zwré¢ uwage na rozbiezno$¢ oraz sposéb dochodzenia do wartosci prawdziwych z
przeregulowaniem (oscylacyjny) lub bez przeregulowania (jak odpowiedz obiektu inercyjnego).

Dla trzech w.w. przypadkéw sprawdz czy spetnione sa warunki wystarczajacy (13) i konieczny (14)
zbieznosci metody. Do obliczenia (13) uzyj funkcji norm, a do obliczenia (14) uzyj funkcji max, abs i eig.
Sprawdz dla trzech przypadkéw uwarunkowanie macierzy A.

Na nastepne zajecia

Zapoznac sie z funkcjami biblioteki GSL oraz Matlaba przeznaczonymi do interpolacji funkcji. Opis
tych funkcji GSL znajdziesz pod adresem http://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/
Interpolation.html. Przeczytaj pomoc do matlabowskich funkcji polyfit, polyval, interpl oraz
dokumentacje do Spline Toolbox i funkcji csapi, csape, fnval. Zobacz réwniez programy demonstaracyjne
do Spline Toolbox. Demo uruchamia sie w Matlabie poleceniem demo.


lab03z05.m
http://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/Interpolation.html
http://www.gnu.org/software/gsl/manual/html_node/Interpolation.html
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Rysunek 2: Przebieg rozwigzywania uktadu oémiu réwnan z zadania 5 metod3 iteracyjna dla dwdch réznych punktéw
startowych. Na osi poziomej s3 numery iteracji, a na pionowej wartosci niewiadomych.
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