Metody numeryczne w elektrotechnice

Cwiczenie 4 — Interpolacja wielomianowa i funkcje sklejane

Dariusz Borkowski

Wstep

Na zajeciach rozwigzecie 3 zadania pokazujace typowe zastosowania interpolacji. Nie s3 to jedyne
mozliwe zastosowania. W zadaniach zostaty pokazane typowe problemy na jakie mozna natrafi¢ podczas
interpolacji oraz metody ich rozwigzywania. Jedno z zadan jest do wykonania w jezyku C. Zobaczysz,
ze niektére funkcje biblioteki GSL s3 mniej wrazliwe numerycznie niz funkcje Matlaba. Za kazde zadanie
mozesz zdoby¢ po 2 punkty.

1 Wyznaczanie wartosci temperatury przez interpolacje — 2 pkt

Zatézmy, ze dokonalismy pomiaréw temperatury za pomoca termoelementu typu T (Cu-CuNi). Otrzy-
malismy dwie wartosci sity termoelektrycznej By = 4273V, Ey = 806uV. Jak to sie czesto zdarza w
rzeczywistosci, wartosci te znajduja sie ,pomiedzy " punktami tabeli znajdujacej sie w normie PN-81/M-
85384.05 opisujacej charakterystyki termometryczne termoelementéw typu T. Do wyznaczenia wartosci
temperatur T3 i T5 w punktach E; i Es mozna zatem wykorzystac interpolacje punktéw podanych w nor-
mie wielomianem postaci
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Zadanie interpolacji wielomianem wysokiego stopnia jest najczesciej zadaniem zle uwarunkowanym, co
moze sie objawi¢ w postaci btedéw interpolacji (btedéw wyznaczania wspétczynnikéw wielomianu, a dalej
takze jego wartosci). Przy interpolacji weztéw réwnoodlegtych wielomianem wysokiego stopnia widoczny
staje sie efekt Rungego, polegajacy na oscylacjach wielomianu interpolacyjnego miedzy weztami przy brze-
gach przedziatu interpolacji. Aby oceni¢ te zjawiska w realnych przypadkach poréwnasz efekt interpolacji
danych wielomianami réznych stopni.

Twoje zadanie bedzie polegato na wyznaczeniu w Matlabie wspdtczynnikéw wielomianéw interpoluja-
cych wybrane punkty, wyrysowaniu wartosci tych wielomianéw na jednym wykresie, wyznaczeniu wartosci
temperatur w punktach F i Es przez interpolacje danych wejsciowych oraz obliczeniu btedéw wyznaczania
wartoéci Ty i Tp w stosunku do znanych wartosci ~ 100°C i ~ 20°C odpowiednio.

Wybrane z normy 41 punktéw tabeli (wartoéci sity termoelektrycznej w 1V dla zakresu od 12,8°C
do 400°C) oraz szkielet programu znajduja si¢ w pliku 1ab04z01.m. Zmienna skok w kodzie programu
odpowiada za wybor punktéw, ktére beda weztami interpolacji.

Wiadomo, ze istnieje doktadnie jeden wielomian stopnia IV, ktéry w punktach zg, x1,...,x, przyjmuje
wartosci 4o, Y1, - - - , Yn. Z powodu tej jednoznacznosci w interpolacji N+1 punktéw wielomianem stosujemy
wielomian stopnia N. Stopien wielomianu jest wiec Sci$le zwiazany z iloscia punktéw przez ktére ma
przechodzi¢ (tzw. weztéw interpolacji).

Za wielomian odniesienia po(F) przyjmiemy zatem wielomian interpolujacy przechodzacy przez co pia-
ty, wiacznie z pierwszym, punkt z podanych w kodzie programu 41 punktéw. Razem daje to 9 weztéw
interpolacji i 8-my stopnien wielomianu odniesienia. Stopien wielomianu odniesienia jest na tyle niski, ze
efekt Rungego nie jest widoczny w przyjetej na wykresach skali oraz nie pojawiaja sie widoczne btedy
numeryczne interpolacji.

Wspbtczynniki analizowanego wielomianu p(E) wyzszego stopnia wyznacz prowadzac wielomian przez
coraz to wieksza liczbe weztdéw, czyli zmniejszajac co 1 skok (zmienna skok), z jakim wybierasz wezty
interpolacji z punktow w wektorach Tn i En. Do wyznaczania wspdtczynnikdéw wielomiandw wykorzystaj
funkcje polyfit, a do wyznaczenia wartosci wielomianu na podstawie obliczonych wspétczynnikéw funkcje
polyval.

Dla kazdego analizowanego wielomianu p(E) wyznacz temperatury Ty i To w punktach E; i Es oraz
btedy ich wyznaczania przyjmujac za odniesienie temperatury ~ 100°C i ~ 20°C odpowiednio. Poréwnaj
wyniki dla skokéw od 4 do 1 wypisujac réwniez stopien wielomianu p(E). Wartos¢ skoku réwna 1 oznacza,
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ze do interpolacji wybrano wszystkie 41 weztéw, a wielomian p(z) ma stopien 40. Przy tak wysokim
stopniu wielomianu zaobserwujesz oprécz efektu Rungego takze skutki btedéw numerycznych wyznaczania
wspdtczynnikdédw wielomianu, ktéry obajawi sie tym, ze wielomian nie przechodzi przez niektére z weztéw
interpolacjit.

Poréwnaj wartosci pierwszego i ostatniego wspdtczynnika tego wielomianu. Wyrysuj na jednym wykresie
wielomiany po(E) i p(E), wezty interpolacji obu wielomiandw, wyznaczone wartosci 17 i 1% oraz legende
ze stopniem wielomianéw. Przyktad pokazano na rysunku 1.

Btedy wyznaczania wspoétczynnikéw wielomianu interpolujagcego mozna znacznie ograniczyé poprzez
normalizacje poziomego potozenia weztéw (centrowanie i skalowanie) zgodnie z przeksztatceniem:

E/:M

- @
gdzie pp jest Srednig wartodcia potozenia weztéw, a op jest odchyleniem standardowym (rozrzutem)
potozenia weztéw.

Przeksztatcenie (2) modyfikuje potozenie weztéw (w poziomie czyli na osi 0X) w sposéb optymalny, w
sensie uwarunkowania macierzy Vandermonde'a interpolacji. Po zastosowaniu przeksztatcenia (2) wymaga-
ne przeprowadzenie analogicznego przeksztatcenia podczas obliczania wartosci wielomianu interpolujacego.

Zastosuj w programie opisane przeksztatcenie weztéw (wedtug wzoru lub z pomoca odpowiednich opcji
polecen polyfit i polyval) dla wielomianu interpolujacego wszystkie punkty i zobacz wynik interpolacji
na wykresie. Czy dalej wystepuja btedy numeryczne? Czy wystepuje efekt Rungego?

Sprawdz czy jest mozliwa interpolacja N + 1 punktéw wielomianem p(E) stopnia mniejszego niz N?
Sprawdz to wykonujac stosujac funkcje polyfit na 9-ciu weztach odniesienia i podajac stopien wielomianu
réwny 2, zobacz w powiekszeniu czy wykres przechodzi przez zadane punkty? Wyjasnij uzyskane wyniki na
podstawie opisu funkcji polyfit.
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Rysunek 1: Przyktad interpolacji charakterystyki termoelementu wielomianami roznych stopni.

2 Interpolacja wielomianowa i splajnowa w C — 3 pkt

Teraz wykonasz interpolacje tych samych 41 weztéw w jezyku C. Przy interpolacji wielomianowej wie-
lomianem stopnia 40 znowu ujawni sie nieporzadany efekt Rungego (cho¢ bez tak wielkich btedéw jak

1Btedy wyznaczania wspétczynnikéw wielomianu wynikaja ze ztego uwarunkowania macierzy Vandermonde'a.



Katedra Metrologii AGH 2010 numeryczne w elektrotechnice Cwiczenie 4 strona 3

w Matlabie w poprzednim zadaniu). Jednym ze sposobdéw unikniecia efektu Rungego jest interpolacja
funkcjami sklejanymi (najlepiej stopnia trzeciego). Dlatego wykonasz réwniez interpolacje funkcjami skle-
janymi stopnia trzeciego (zamiennie uzywa sie réwniez nazw sklejki kubiczne lub splajny od cubic spline).
Wykonanie tego zadania w jezyku C z wykorzystaniem bibliotek GSL nie jest wcale trudne.

Otwérz w srodowisku CodeBlocks szkielet programu znajdujacy sie w pliku 1ab04z02 . c. Uzupetnij bra-
kujace czesci zgodnie z poleceniami podanymi w komentarzach. Wynikiem poprawnie dziatajacego progamu
ma by¢ plik tekstowy out .dat zawierajacy trzy kolumny liczb w notacji naukowej oddzielone tabulatorami?
(1000 wierszy). W kolumnach od lewej do prawej maja sie znajdowad: wartosci sity termoelektrycznej E,
warto$ci wielomianu interpolujacego zadane punkty, wartosci splajnu interpolujacego zadane punkty. Musisz
znalez¢ ten plik na dysku, gdyz w réznych $rodowiskach plik ten moze trafi¢ do réznych katalogéw (w UNI-
Xie jest tworzony w katalogu domowym uzytkownika). Plik ten nalezy zatadowaé do Matlaba i wyrysowa¢
na jednym wykresie wynik obu rodzajéw interpolacji. Wynik powinien by¢ podobny to przedstawionego na
rysunku 2.
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Rysunek 2: Przyktad interpolacji charakterystyki termoelementu wielomianem 40 stopnia i funkcja sklejana.

Ponizej opisatem niezbedne 3 funkcje potrzebne do zmodyfikowania programu w C.

gsl_interp * gsl_interp_alloc (const gsl_interp_type * T, size_t size) zwraca wskaz-
nik do obiektu typu gsl_interp, ktéry stuzy do przechowywania funkgji interpolujacej przecho-
dzacej przez size weztdw. Mozemy wybraé rézne rodzaje funkcji interpolujacych, miedzy in-
nymi wielomian gsl_interp_polynomial lub funkcje sklejang gsl_interp_cspline. Przykfad:
wielomian = gsl_interp_alloc(gsl_interp_polynomial, 11).

int gsl_interp_init (gsl_interp * interp, const double xa[], const double yal],
size_t size) dokonuje incjalizacji obiektu interp typu gsl_interp dla weztéw z tablicy xal[]
o warto$ciach z tablicy ya[] o dtugosciach size. Wezty w tablicy xa[] musza byé uporzadkowane
w kolejnosci rosnacej. Przykfad: gsl_interp_init(wielomian, En, Tn, 11).

gsl_interp_accel * gsl_interp_accel_alloc (void) zwraca wskaznik do obiektu typu
gsl_interp_accel, ktéry jest niezbedny przy wywotaniu funkcji obliczajacej wartosci funkgji

2Przypominam, ze liczbe w C format naukowy uzyskujemy wpisujac %g, znak tabulacji \t, a znak nowej linii \n.
30pis wszystkich funkcji GSL zwiazanych z interpolacja jest dostepny pod adresem http://www.gnu.org/software/gsl/
manual/gsl-ref_26.html1#SEC389
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interpolujacej. Obiekt ten jest wykorzystywany do przyspieszenia obliczen, przy czym zasada jego
dziatania jest podana dosy¢ w dokumentacji lakonicznie: The state of searches can be stored in a
gsl_interp_accel object, which is a kind of iterator for interpolation lookups. It caches the previous
value of an index lookup. When the subsequent interpolation point falls in the same interval its
index value can be returned immediately . .. This function returns a pointer to an accelerator object,
which is a kind of iterator for interpolation lookups. It tracks the state of lookups, thus allowing for
application of various acceleration strategies. Przejrzenie pliku nagtéwkowego gsl_interp.h nieco
wyjasnia, ale dalej pozostaje niedosyt.

double gsl_interp_eval (const gsl_interp * interp, const double xal[], const double
yal[l, double x, gsl_interp_accel * acc) zwraca obliczong wartos¢ funkcji interpolujace;
interp w punkcie x przechodzacej przez wezty okreslone tablicami xal[] i yall, z uzyciem
przyspieszacza acc. Przyktad: y = gsl_interp_eval(wielomian, En, Tn, x, acc).

void gsl_interp_free (gsl_interp * interp) zwalnia pamieé po obiekcie zawierajacym funkcje
interpolujaca typu gsl_interp.

void gsl_interp_accel_free (gsl_interp_accel * acc) zwalnia pamieé po przyspieszaczu typu
gsl_interp_accel.

3 Interpolacja funkcjami sklejanymi w Matlabie — 3 pkt

Dysponujemy histogramem okreslajacym natezenie ruchu pojazdéw w ciagu doby w pewnym punkcie.
Histogram sktada sie z 12 przedziatéw, w ktdérych podane s3 ilo$ci samochodéw przejezdzajace przez punkt
pomiaru w dwugodzinnych okresach, t.j. np. iloé¢ samochodéw ktére przejechaty miedzy 6:00 a 8:00. Reje-
stracji dokonano w dzien powszedni. Punkty srodkowe przedziatéw, bedace zarazem weztami interpolacji,
przypadaja na nieparzyste godziny np. 7:00. Twoim zadaniem bedzie okreslenie przewidywanej liczby po-
jazdéw w przedziale miedzy godzing 7:30 a 8:00, w celu odpowiedniego doboru czasu cyklu Swiatet na
przejsciu dla pieszych, przez ktére dzieci przechodza do pobliskiej szkoty. Drugim zadaniem bedzie wyzna-
czenie optymalnej pory remontu nawierzchni ze wzgledu na najmniejsze spodziewane natgzenie ruchu.

Przedziaty zliczania s3 dos¢ szerokie z powodu stosunkowo nieduzego natezenia ruchu w punkcie pomia-
rowym, dlatego wyznaczanie liczno$¢ pojazddéw w krétszych przedziatach czasu mozna wykonaé obliczajac
wartoéci krzywej dopasowanej do histogramu, w tym przypadku* bedzie to funkcja interpolujaca.

W zadaniu poréwnasz interpolacje za pomoca wielomianu oraz za pomoca funkgji sklejanych trzeciego
stopnia o rozmaitych warunkach brzegowych. Warunki dotycza warto$ci pierwszej i drugiej pochodnej
funkcji interpolujacej na koncach przedziatu interpolacji. Mozliwe jest natozenie np. takich warunkéw, ktére
spowoduja, ze funkcja interpolujaca bedzie okresowa (oczywiscie przy réwnych wartosciach w skrajnych
weztach przedziatu inteporlacji). Zastanéw sie jakie to powinny by¢ warunki.

Otwoérz plik 1ab04z03.m. S3 w nim zdefiniowane wektory godz oraz licz zawierajace odpowiednio
Srodkowe punkty przedziatéw czasowych histogramu i liczno$ci pojazdéw w przedziatach. Zmienna godz_i
zawiera punkty czasowe (z rozdzielczoscia 1 minuta), w ktérych wyznaczane zostana wartosci funkcji
interpolujacych.

Wyznacz warto$ci nastepujacych funkgji interpolujacych w punktach okreslonych przez godz_i: wie-
lomianu w1 (t) (funkcje polyfit i polyval jak w pierwszym zadaniu), splajnu s1(t) trzeciego stopnia
(funkcja interpl z odpowiednig opcja). Wyrysuj histogram za pomoca funkgji bar a na wykres stupko-
wy natéz wartosci funkgcji interpolujacych. Zauwaz, ze skrajne punkty przedziatu interpolacji odpowiadaja
godzinom 1:00 i 23:00 przez pozostaje 2-godzinny przedziat (od 23:00 do 1:00), w ktérym nie mozesz do-
kona¢ interpolacji, a jedynie ekstrapolacji. Ekstrapolacja moze prowadzi¢ znacznych btedéw, dlatego lepiej
jej unikaé, za wyjatkiem sytuacji, gdy nie ma innego wyjscia. Aby unikna¢ ekstrapolacji przyjmij, ze dane s3
okresowe (tzn. powtarzaja sie co dobe), gdyz problem dotyczy dni powszednich (w weekendy jezdzi mniej
samochodéw, dzieci nie chodza do szkoty, a ekipy remontowe nie pracuja).

Okresowo$¢ danych wejsciowych zapewnij dopisujac na koniec wektora licznosci 1icz warto$¢ jego
pierwszego elementu, a na koniec wektora godz godzine 25 (czyli pierwsza w nocy nastepnej doby). Po-
nownie wyrysuj histogram i wyznaczone na nowo wq(t) i s1(t). Zauwaz, ze wartosci wielomianu interpolu-
jacego na kraficach przedziatu interpolacji sa catkowicie nierealne (np. ujemne) z powodu efektu Rungego.

4Gdyby przy tak samo matym natezeniu ruchu zliczaé pojazdy w krétszych (np. 10 minutowych) przedziatach to estymatory
licznosci w kazdym przedziale miatyby wigksza wariancje co oznacza, ze stupkdéw histogramu bytoby wiecej, ale ich wysokosci
cechowatby wiekszy (losowy) rozrzut. Wtedy zamiast interpolacji lepiej stosowaé aproksymacje.
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Natomiast wartosci splajnu pomiedzy godzing 1 a 3 na pierwszy rzut oka nie odpowiadaja rzeczywistej ilosci
pojazdéw w tym okresie. Ponadto nachylenie splajnu w krancowych punktach jest rézne (rézne wartosci
pochodnej splajnu w skrajnych punktach), co w przypadku okresowych danych intuicyjnie mozna ocenié¢
jako niewtasciwe.

Natozenie na splajna dodatkowych warunkéw réwnosci pierwszej pochodnej splajna w skrajnych punk-
tach przedziatu interpolacji oraz réwnosci drugiej pochodnej splajna w tych punktach daje w wyniku splajn
wokresowy" (wartosci splajna na krafcach oczywiscie takze s3 sobie réwne). Wyznacz wspétczynniki splajna
»okresowego" uzywajac funkcji csape z opcja ’periodic’. Nastepnie oblicz i dodaj do wykresu wartosci
,okresowego" splajna so w punktach godz_i. W tym celu wykorzystaj funkcje fnval i obliczone wczesniej
wspdtczynniki. Obie funkcje naleza do Spline Toolbox pakietu Matlab.

Jedli nie masz dostepu do Spline Toolbox pakietu Matlab mozliwe jest uzyskanie efektu zblizonego do
splajna ,,okresowego” za pomoca standardowej matlabowskiej funkcji spline. W funkcji tej mozna zada¢
wartosci pierwszej pochodnej (nachylenia) splajna na kraficach przedziatu interpolacji. Jesli nachylenia na
krancach beda jednakowe, wtedy splajn moze by¢ okresowy, o ile wartosci jego drugich pochodnych na
krancach beda sobie réwne. Na wartosci drugich pochodnych w funkcji spline nie mamy wptywu, a w jej
dokumentacji nie podano wedtug jakiej zasady s3 one dobierane’.

Woygeneruj splajn s3(t) przypominajacy splajn okresowy so(t). Wartosci pierwszej pochodnej (nachy-
lenia) na krancach zadaj dopisujac ja na poczatek i na koniec wektora wartosci funkcji interpolowane;
(w tym wypadku 1licz). Wartosci zadanych pochodnych powinny by¢ réwne nachyleniu stycznej do funkgji
interpolowanej w skrajnych punktach. Przyblizeniem pochodnej moze by¢ iloraz réznicowy czyli %. W
zaleznosci od rodzaju przyjetego przyblizenia pochodnej (iloraz réznicowy wprzdd czyli nachylenie prostej
przechodzacej przez wezty aktualny i nastepny; iloraz réznicowy wstecz czyli nachylenie prostej przecho-
dzacej przez wezty poprzedni i aktualny; iloraz réznicowy centralny czyli nachylenie prostej przechodzacej
przez wezty poprzedni i nastepny, patrz wyktad 6) otrzymasz rézne wyniki.

Wyrysuj na poprzednim wykresie réwniez splajny: sa(t) i s3(t). Sprébuj tak wybraé metode przyblizenia
warto$ci pochodnej, zeby wykres funkcji otrzymanej poleceniem spline natozyt sie mozliwie doktadnie na
wyniki otrzymane funkcjami csape i fnval. Wyjasnij jak to osiggnates.

Poréwnaj zachowanie obu splajnéw przy krancach przedziatu interpolacji i pomiedzy godzinami 1 a 3.
Ogranicz obszar rysowanego wykresu do wartosci z wektora godz_i w poziomie i od =5 do 215 w pionie
za pomoc3 funkgji axis. Wynik powinien by¢ zblizony do przedstawionego na rysunku 3.

Oblicz przewidywang ilo$¢ pojazddéw przejezdzajacych przez punkt pomiaru pomiedzy godzing 7:30
a 8:00. W tym celu wybierz funkcje interpolujaca s(t), ktéra wedtug Ciebie najlepiej przybliza dane pomia-
rowe, a nastepnie oblicz catke oznaczong z tej funkcji w przedziale czasu 7:30 do 8:00. Przyblizeniem catki
bedzie iloczyn sumy wartosci funkcji interpolujacej s(tx) w analizowanym przedziale ¢y do tx i dtugosci
statego kroku catkowania At (odlegtosci pomiedzy kolejnych punktami wektora godz_i). Jest to inaczej
catkowanie metoday prostokatow:

K-1
S=At> s(ty) (3)
k=0

Zastandw sie czy tak otrzymany wynik jest realny. Jezeli nie, to rozwaz czy wynikdéw nie nalezy norma-
lizowa¢ szeroko$cia analizowanych przedziatéw czasu tx 1 — tp.

Okresl pore, w ktérej wykonanie prac remontowych bedzie najmniej uciazliwe dla kierujacych, ze wzgledu
na ich ilo$¢. Zwr6¢ uwage, ze wynik dla splajnu ,,okresowego” so bedzie inny niz dla splajnu ,zwyktego”
s1, ktérego ksztatt sugeruje chwilowe zwiekszenie natezenia ruchu w godzinach od 1 do 3, a najmnigjsze
natezenie w godzinach miedzy 3 a 4, kiedy robotnicy Zarzadu Drég Powiatowych sg najbardziej $piacy.

Na nastepne zajecia

Numeryczne metody przyblizonego wyznaczania catek oznaczonych i nieoznaczonych funkcji (kwadra-
tury zwykte i ztozone Newtona-Cotesa i Gaussa, metoda prostokatéw, trapezéw, itd.).

5mozna to sprawidzi¢ eksperymentalnie rézniczkujac numerycznie funkcje interpolujaca przy krahcach
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Rysunek 3: Histogram ilosci pojazdéw przejezdzajacych przez punkt pomiarowy w okresach dwugodzinnych oraz
jego interpolacja wielomianem i funkcjami sklejanymi trzeciego stopnia z natozonymi warunkami okresowosci i bez.
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