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Wstep

Na zajeciach rozwigzecie 3 zadania. Pierwsze pokaze wam zalety stosowania baz funkgcji innych niz
jednomiany w aproksymacji wielomianami wyzszych stopni. Drugie pokazuje réznice pomiedzy aproksyma-
cja jednostajng i $redniokwadratowa na podstawie projektowania filtréw cyfrowych. Trzecie zadanie nauczy
was korzystania z biblioteki GSL do aproksymacji wielomianowej na przyktadzie rzeczywistej charakterystyki
czujnikéw nacisku.

1 Aproksymacja $redniokwadratowa punktéw réwnoodlegtych z baza wielomia-
néw ortogonalnych — 3 pkt

W praktyce bardzo czesto spotykamy sie z potrzeba wygtadzenia (aproksymacji) punktéw pomiarowych
wyznaczonych z btedami. Aproksymacja $redniokwadratowa N + 1 punktéw o wspétrzednych x;,1; ma
postac

F(z) = appo(x) + a101(x) + agpe(z) + ... + apmpm(x) (1)
gdzie o, ©1, p2, - . ., ear s3 funkcjami bazowymi M +1 wymiarowej podprzestrzeni liniowej, a wspétczynniki
ag, a1, as, . ..,ap s3 tak dobrane aby minimalizowad btad Sredniokwadratowy

R )
m;|F(xi)_yi| (2)

Funkcjami bazowymi ¢,,(z) wielomianu uogdlnionego F'(x) stopnia M moga by¢ np. jednomiany
L,z,2%,...,2™ lub inne funkcje. Duze znaczenie maja bazy ztozone z wielomianéw ortogonalnych (np.
wielomiany Grama) lub funkcji trygonometrycznych.

Aby wyznaczy¢ funkcje aproksymujaca nalezy wybra¢ baze funkcji ., () i obliczy¢ wartosci wspétczyn-
nikdw ag, a1, as, ..., ap. Zwigzek pomiedzy funkcja aproksymujaca F'(x) a punktami x;, y; mozna zapisaé
w postaci réwnania

vo(wo)  wi(zo) ... wm(w0) “ Yo
vo(r1)  wi(z1) ... om(r1) ao Y1
po(z2)  pi(z2) ... pm(x2) :1 = | ¥ (3)
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lub krécej
Va=1y (4)

gdzie V' nazywamy macierza Vandermonde'a jesli ¢,,,(x) = 2™ i M = N, a jest wektorem poszukiwanych
wspdtczynnikdw, y jest wektorem wartosci aproksymowanych punktéw.

Jezeli M < N (ukfad réwnan nadokreslony, typowy dla aproksymacji) to réwnanie to mozna rozwia-
za¢ w sensie najmniejszych kwadratéw (LS) po przemnozeniu go obustronnie przez macierz VT Wtedy
otrzymamy tzw. réwnanie normalne

Viva=vTy (5)

ktérego rozwigzanie ma postac
—1
a= (VTV) vy (6)
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Od wyboru funkcji bazowych zalezy posta¢ macierzy D = VTV réwnania normalnego (5). W naj-
fatwiejszym i najczesciej stosowanym przypadku przyjecia bazy ztozonej z jednomianéw, macierz D dla
duzych M ma wyznacznik bliski zeru i jest Zle uwarunkowana. Powoduje to, ze dla duzych M wspétczyn-
niki @ moga by¢ obarczone tak duzymi btedami, ze efekt aproksymacji bedzie do niczego.

Ztego uwarunkowania dla wysokiego stopnia M wielomianéw aproksymujacych mozna uniknaé przyjmu-
jac jako baze funkcje ortogonalne na punktach z; (badz na przedziale w przypadku aproksymacji funkcji).
W przypadku idealnie doktadnych obliczen, pozbawionych zaokraglen zwigzanych z reprezentacja danych,
wyniki aproksymacji z rézng baza sa jednakowe. Efektem przyjecia funkcji ortogonalnych w przedziale aprok-
symacji jest dobrze uwarunkowana, diagonalna macierz D oraz prawidfowo wyznaczone wspotczynniki a.
Jedli funkcje bazowe s3 ortonormalne, czyli ortogonalne unormowane do jednosci (normalizacje przeprowa-
dzamy dzielac wartosci funkcji przez jej norme [? réwna /> ¢(x;)?), wtedy macierz D staje sie macierza
jednostkowa I, a rozwiazanie (6) upraszcza sie do postaci

a=V'y (M)

i moze byé tym samym wyznaczone znacznie szybciej (bez odwracania macierzy lub jej dekompozycji).

W wiekszosci przypadkéw do przyblizenia danych pomiarowych wystarcza aproksymacja wielomianem
niskiego stopnia (np. M < 10). W niektérych przypadkach wymagana jest aproksymacja wielomianem
znacznie wyzszego stopnia. Przypadek taki pokazano na rysunku 1. Rysunek przedstawia predkosci wiatru
zarejestrowane w ciggu catego roku w punkcie pomiarowym na potrzeby weryfikacji lokalizacji elektrowni
wiatrowej. Doktadno$¢ pomiaréw jest niska (btad graniczny wynosi 1 m/s) przez co wyniki moga by¢
traktowane jako sygnat zawierajacy szum. Z tego wzgledu zdecydowano sie na aproksymacje zaburzonych
danych pomiarowych. Twoim zadaniem bedzie poréwnanie aproksymacji wielomianami wysokiego stopnia
wyznaczonym z wykorzystaniem réznych funkcji bazowych.
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Rysunek 1: Aproksymacja predkosci wiatru w punkcie pomiarowym w ciggu roku wielomianami 35 stopnia.

Zataduj szkielet programu 1ab05z01 .m. Do pracy potrzebne bedg tez dane zapisane w pliku 1ab05z01.
mat oraz funkcje jedn.m, gram.m, musza by¢ zapisane w tym samym katalogu co plik 1ab05z01.m. Na
wstepie po zatadowaniu danych wybierz z obu wektordéw (x i y) pierwsze 25 probek. Korzystajac z funkcji
jedn.m zbuduj macierz V' i wyznacz wspétczynniki wielomianu aproksymujacego rozwigzujac réwanie
Va=uy.

Funkcja jedn.m przyjmuje jako argumenty wektor & i stopien wielomianu m, a zwraca wektor wartosci
jednomiandw x™, ktéry bedzie m —ta kolumna macierzy V. Funkcja gram.m przyjmuje dziata w identyczny
sposéb, ale wyznacza wektor wartoéci wielomianéw Gramal g,, () stopnia m.

Dopisz cze$¢ programu wyznaczajaca rozwiazanie (wystarczy wyznaczanie warto$ci funkcji aproksymu-
jacej w punktach x; wektora x). Dopisz fragment, wyznaczajacy wartosci btedu sredniokwadratowego oraz
maksymalnego btedu bezwzglednego aproksymacji. Zwiekszaj stopien M wielomianu aproksymujacego, ry-
sujac jednoczesdnie efekt aproksymacji, od 1 do kiedy do momentu az zauwazysz, ze funkcja aproksymujaca
jest niewtasciwie dopasowana do punktéw. Sprawdz réwniez od jakiego stopnia M wielomianu Matlab
ostrzega o ztym uwarunkowaniu macierzy D. Przyjrzyj sie wartosciom elementéw macierzy D i policz jej
wyznacznik. Nastepnie zamien funkcje jedn.m na gram.m i wykonaj te same kroki co poprzednio. Czy
Matlab zgtasza zte uwarunkowanie macierzy D? Czy przy tym samym stopniu M, dla ktérego wczesniej
wyniki aproksymacji byty niepoprawne, teraz réwniez sg niepoprawne? Jako punkt odniesienia wyznaczaj
drugi wielomian aproksymujacy funkcja polyfit, ktéra zreszta wykorzystuje baze jednomiandw.

Wielomiany Grama to wielomiany ortogonalne na zbiorze punktéw réwnoodlegtych opisane na stronie 86 w [1]


lab05z01.m
lab05z01.mat
lab05z01.mat
jedn.m
gram.m
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Zwr6¢ uwage na rozbieznosci wynikéw aproksymacji z baza jednomianéw (funkcja jedn.m) i aprok-
symacja z ta sama baza za pomoca polecenia polyfit dla M > 15. W celu wyjasnieniea przyczyny tej
rozbieznosci otwérz zrédto polecenia polyfit (edit polyfit) i zobacz jaka operacja jest wykonywana
na weztach przez aproksymacja (podpowiedz znajdziejsz tez w instruckji do zadania lab04z01).

Zauwazyte$ zapewne, ze aproksymacja z wielomianami Grama daje lepsze efekty dla duzych M, ale po-
cigga za soba znacznie dtuzszy czas obliczer. Mozna ten czas skrécié stosujac ogdlng zalezno$¢ iteracyjna?
(tzw. metode trdjcztonowa), ktéra wiaze ze soba wielomiany ortogonalne réznych stopni. Dla wielomianéw
Grama wyprowadzono gotowe zaleznosci rekurencyjne, z ktérych otrzymujemy wielomiany ortonormalne
(czyli znormalizowane wielomiany ortogonalne):

1
p-1(t) =0, po(t) = NI
(Pm(t) - OémtSOm—1<t) - 'Ym@m72(ﬁ)» (8)

gdzie t; s3 punktami z przedziatu —1 do 1 (na tym przedziale wielomiany Grama s3 ortogonalne). Dysponu-
jac N+1 weztami z; (i = 0... N) obliczamy wartosci punktéw ; jako 2+ — 1. Wspétczynniki wystepujace
w réwnaniach (8) wyznacza si¢ nastepujaco:

N 4m?2 —1 oy
m\| N+ 12—m2 ™7

Qm =

(9)

b
Qm—1

Zmodyfikuj program tak, aby tworzy¢ macierz V' w oparciu w.w. zaleznosci rekurencyjne (8-9). Sprawdz
czy otrzymane wielomiany sa ortonormalne, a nastepnie wykorzystaj w aproksymacji uproszczony wzér (8).

Poréwnaj czasy obliczen dla wielomianu aproksymujacego 22 stopnia z definicyjnym i rekurencyjnym
wypetnianiem macierzy V. Wykonaj aproksymacje (szybsza metoda!) wielomianem stopnia 75 i wyrysuj
wyniki. Wyznacz btedy maksymalny (10) i skuteczny czyli pierwiastek z btedu $redniokwadratowego (11)
tej aproksymacji.

Zauwaz, ze aproksymacja wysokiego rzedu (M > 35) wielomianami Grama obliczanymi z definicji daje
gorsze wyniki (btedy) niz prz rekurencyjnym generowaniu wielomianéw Grama. OdpowiedzZ na pytanie znaj-
dziesz po przeanalizowaniu pliku gram.m wyznaczajacego wielomiany Grama wg definicji wykorzystujacej
dwumian Newtona i operacje silnia (przeczytaj help do polecenia factorial).

2 Zastosowania aproksymacji sredniokwadratowej i jednostajnej — 2 pkt

Zadaniem aproksymacji jednostajnej jest takie dobranie funkcji aproksymujacej, ktéra bedzie minima-
lizowaé maksymalng odchytke funkcji aproksymujacej od punktéw aproksymowanych (badz funkcji aprok-
symowanej). Kryterium jako$ci aproksymacji jednostajnej, zwane tez kryterium min-max, ma posta¢ btedu
maksymalnego (réwne jest normie I, z wektora odchytek):

1£/(2i) = yilloo = max ([F(z:) — yil) (10)

Potrzeba stosowania aproksymacji jednostajnej wystepuje rzadziej niz LS i jest zwigzana z bardzo ostry-
mi wymaganiami wzgledem funkcji aproksymowanej. Przyktadem moze by¢ aproksymacja zdjetej cha-
rekterystyki, ktérej wartosci zostaty zmierzone z bardzo duza doktadnoscia, majaca na celu zbudowanie
modelu matematycznego odwzorowujacego dane zjawisko w catym przedziale aproksymacji z doktadnoscia
nie mniejszg niz zadana wartos¢ (czyli najczesciej btad aproksymacji jednostajnej). Innym zastosowaniem
aproksymacji jednostajnej jest aproksymacja skomplikowanych funkcji oraz projektowanie filtréw cyfrowych
FIR metoda Parksa-McLellana z algorytmem Remeza.

Btad $redniokwadratowy® (MSE — mean squared error) minimalizowany w aproksymacji érednikowa-
dratowej jest Srednig z kwadratéw odchytek i ma postaé normy Il z wektora odchytek o dtugosci N:

1 N
[F (i) —yill = NZ\F(%)*%IZ) (11)

2Ta zaleznoéc iteracyjna sprawdza sie réwniez dla punktéw nieréwnoodlegtych, pod warunkiem, wielomian jest na tych
punktach ortogonalny. Wiecej na ten temat na na na stronie 88 w [1], a o metodzie tréjcztonowej na stronach 78-81 w [2]
3lstnieje tez btad skuteczny (RMSE czyli root mean squared error) bedacy pierwiastkiem z btedu éredniokwadratowego.
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Twoim zadaniem bedzie poréwnanie btedéw projektowania dwéch dolnoprzepustowych filtréw FIR tego
samego rzedu wedtug réznych kryteridw. Do projektowania filtréw z zastosowaniem aproksymacji Sred-
niokwadratowej stuzy w Matlabie funkcja firls, a do projektowania filtréw z zastosowaniem kryterium
min—max stuzy funkcja firpm (dawniej polecenie remez) wykorzystujaca metode Parka—McClellana do
aproksymacji zadanej charakterystyki wielomianami Czebyszewa. Efekt projektowania fitra dolnoprzepu-
stowego tymi metodami pokazano na rysunku 2. Funkcja firls minimalizuje sume kwadratéw odchytek
wyznaczanej charakterystyki filtra od zadanej idelanej charakterystyki, a funkcja firpm minimalizuje mak-
symalna odchytke wyznaczanej charakterystyki od zadanej idelanej charakterystyki. Prosze zwréci¢ uwage,
ze w wyniku zastosowania do aproksymacji wielomianéw Czebyszewa, przeciecia (pierwiastki) wielomianu
aproksymujacego z charakterystyka zadana nie s3 réwnoodlegte, za to odlegtos¢ ekstreméw wyznaczanej
charakterystyki od zadanej jest we wszystkich punktach jednakowa, przez co filtry te nazywane s3 réwno-
falowymi (ang. equiripple).
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Rysunek 2: Charakterystyki amplitudowo—czestotliwosciowe filtréw dolnoprzepustowych 21 rzedu wyznaczonymi za
pomoca funkcji firls i remez.

Otworz szkielet programu z pliku 1ab05z02.m. Uzupetnij program tak aby na podstawie podanego pro-
jektu idealnej charakterystyki apmlitudowo—czestotliwosciowej i rzedu filtra wyznaczy¢ wspdtczynniki filtréw
FIR dwoma w.w. metodami. Wyrysuj (funkcja freqz) charakterystyki amplitudowo—czestotlwosciowe otrzy-
manych filtréw i policz ich btedy maksymalny (10) i Sredniokwadratowy (11). Dla filtra uzyskanego funkcja
firpm btad maksymalny bedzie mniejszy, a btad $redniokwadratowy bedzie wiekszy niz dla filtra uzyskanego
z firls. Jedli uzyskate$ inny wynik, to znaczy, ze uwzglednite$ za mato punktéw charakterystyki (zwraca-
nych przy okazji przez funkcje freqz) przy wyznaczaniu btedéw. Pamietaj, ze funkcja firls, w procesie
aproksymacji (optymalizacji) stosuje catkowe, a nie punktowe kryterium jakosci (catka jest oczywiscie wy-
znaczana numerycznie). Funkcja firpm znajduje minimalizowang maksymalna odchytke od charakterystyki
idealnej metoda przeszukiwania siatki (ang. grid search). Tak jak w przypadku numerycznego wyznaczania
catki, przeszukiwanie siatki daje tylko przyblizenie wyniku doktadnego.

Oblicz warto$¢ wzmocnienia i przesuniecia fazowego (w stopniach) wprowadzane przez oba filtry dla
podstawowe]j harmonicznej (50 Hz) napiecia probkowanego z czestotliwoscia 6400 Hz.

3 Aproksymacja charakterystyki czujnikéw nacisku w C — 2 pkt

W celu budowy systemu mierzacego mase pojazdéw w ruchu z kompensacja temperatury zostata zdjeta
charakterystyka czutosdci czujnikdéw nacisku w funkcji temperatury. Otrzymane wyniki pomiardéw zapisano
w pliku 1ab05z03.dat.

Napisz w C program wyznaczajacy wspdtczynniki wielomianu aproksymujacego pierwsze N punk-
téw charakterystyki wielomianem stopnia M i zapisujacy wyznaczone wspdfczynniki wielomianu do pliku
out.dat. Wspdtczynniki nalezy zapisaé w formacie ASCIl w postaci wektora kolumnowego (ktéry da sie
odczyta¢ w Matlabie) poczynajac od wspdfczynnika przy najwyzszej potedze. Dane te nastepnie zataduj
do Matlaba i wyrysuj wielomian aproksymujacy na tle punktéw pomiarowych, obszar wykresu (ustawiany
funkcja axis) ma by¢ troche wiekszy niz obszar zajmowany przez aproksymowane dane.

Szkielet programu znajduje sie w pliku 1ab05z03.c. Ponizej podaje opis niezbednych funkcji GSL-a
zwigzanych z aproksymacja. Program bedzie wykorzystywat niektére typy danych, ktére poznaliscie na


lab05z02.m
lab05z03.dat
lab05z03.c
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wczesniejszych zajeciach (np. macierze i wektory), ktérych oczywiscie juz nie opisuje, bo zrobitem to
w poprzednich instrukcjach.

gsl_multifit_linear_workspace * gsl_multifit_linear_alloc (size_t n, size_t p) ta
funkcja zwraca wskaznik na zaallokowana pamieé potrzebng do rozwigzania liniowego problemu
najmniejszych kwadratéw. Pamiec ta jest niezbeda, gdyz rozwigzanie nadokreslonego uktadu réwnan
liniowych jest tu wykonywane nie jak w zadaniu 1 przez a = (VTV)_lVTy lecz przez tzw.
pseudoinwersje macierzy V' z dekompozycja SVD. n okresla ilo$¢ aproksymowanych punktéw, a p
ilos¢ parametréw wyznaczanej funkji aproksymujace;j.

int gsl _multifit_linear (const gsl_matrix * X, const gsl_vector * y, gsl_vector * c
gsl_matrix * cov, double * chisq, gsl multifit_linear_workspace * work) ta funkcja
wyznacza wektor parametréw c funkcji najlepiej przyblizajacej, wedtug kryterium Srednikowadratowe-
go (LS ang. least squares) model y = X ¢, ktérego macierz X i wektor y zostaty zbudowane na bazie
danych wynikdéw pomiarowych. Macierz kowariancji wyliczonych parametréw zostaje zapisana w cov,
a btad $redniokwadratowy (ang. mean square error) zwracany do chisq. work jest allokowanym,
opisang wczesdniej instrukcja, obszarem pamieci potrzebnej do obliczen.

Funkcja ta pozwala wykonywaé aproksymacje z wykorzystaniem réznych funkcji bazowych (nieko-
niecznie jednomindw, ktére stosujemy w tym zadaniu). Inne funkcje bazowe uzyskujemy przez od-
powiednig konstrukcje macierzy V. Zamiast wpisywaé wartosci ™ do m-tej kolumny tej macierzy,
mozesz wpisywac tam wartosci innych funkcji zmiennej z.

W GSLu istnieje tez funkcja int gsl_multifit_wlinear stuzaca do aproksymacji z uzyciem funkgcji
wagowej i przyjmuje jako dodatkowy parametr wartosci funkcji wagowej w(x;) w aproksymowanych
punktach. Jako wartosci funkcji wagowe] czesto stosuje sie estymowana wariancje wynikéw pomiaro-
wych, jesli nia dysponujemy.

void gsl_multifit_linear_free (gsl_multifit_linear_workspace * work) zwalnia pamiel
wykorzystang do aproksymacji. btedéw.

4 Zastosowanie FFT do analizy widmowej sygnatu okresowego napiecia — 3 pkt

Problemem jest wyznaczenie harmonicznych i interharmonicznych sygnatu napiecia, o znanej czestotli-
wosci f1 (zostata ona wyznaczona inna metod3), co do ktérego mozemy zatozyé, ze jest on okresowy.

Odpowiednim narzedziem do analizy czestotliwosciowej sygnatéw okresowych jest DFT czyli aproksyma-
cja z baza Fouriera czyli ortogonalng bazg funkgcji trygonometrycznych lub jego szybsza odmiana FFT. Aby
za pomoca skofczonego szeregu Fouriera bezbtednie przyblizy¢ sygnat okresowy x(t) musza by¢ spetnione
nastepujace warunki:

1. pasmo czestotliwosciowe sygnatu x(t) jest ograniczone do czestotliwosci nie wiekszej niz czestotliwosé
ostatniego elementu bazy

2. czestotliwos$é pierwszego elementu szeregu Fouriera jest réwna czestotliwosci podstawowej sygnatu
(t)

3. dtugos¢ analizy (przedziat catkowania, patrz wyktad) jest catkowita wielokrotnoscia dtugosci okresu
T sygnatu

W razie niespetnienia ktéregokolwiek z warunkéw funkcja aproksymujaca, badaca kombinacja elementéw
szeregu Fouriera, bedzie przyblizata sygnat xz(t) najlepiej wedtug przyjetego kryterium (np. LS).

W pomiarach cyfrowych sygat okresowy x(t) o czestotliwosci podstawowej fi jest prébkowany z cze-
stotliwoscia fs i zapisany w postaci dyskretnej z(n).

Spetnienie  warunku 1  zapewniamy przez analogowa filtracje antyaliasingowy,  kté-
ra ogranicza goérng czestotliwo$¢ sygnatu trafiajagcego do przetwornika A/C do wartosci
nie wiekszej niz potowa czestotliwosci probkowania, zgodnie z twierdzeniem o prébkowaniu Shannona—
Kotielnikowa (zapobiega to zjawisku naktadaniu sie widm).

Drugi z warunkéw jest trudniejszy do spetnienia, gdyz wymaga synchronicznego prébkowania, t.j. takiego
gdzie f, = M f1, gdzie M catkowite. Konieczne jest wyznaczanie czestotliwosci f1 sygnatu i mozliwosci
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dostrojenia czestotliwosci probkowania fs. Spetnienie tego warunku powoduje, ze na peten okres 77 sygnatu
z(n) przypada doktadnie M prébek.

Ostatni warunek jest mozliwy do spetnienia przy spetnieniu warunku 2. Jezeli sygnat jest probkowany
synchronicznie (warunek 2), wtedy dtugosé przedziatu analizy N (nazywana réwniez dtugosciag okna) musi
by¢ réwna catkowietej wielokrotnosci okresu t.j. N = RM, gdzie R catkowite. W szczegdlnegosci jesli
N = M wtedy analizie DFT poddajemy tylko jeden okres sygnatu.

Ze wzgledu na budowe algorytmu FFT (szybkiej implementacji DFT) N powinno by¢ potega liczby
2, np. 219 = 1024, wtedy obliczenia beda najszybsze. Matlabowskie polecenie fft radzi sobie jednak z
dowolnymi dtugosciami N, wybierajac najszybszy dostepny sposdb obliczenia DFT.

Wykonujac FFT na N prébkach otrzymujemy zawsze N prazkéw widma (liczb zespolonych zawieraja-
cych informacje o amplitudzie i fazie sktadowych) roztozonych réwnomiernie w przedziale od 0 do f; — Af.
Zatem odlegtosci miedzy kolejnymi prazkami okreslone s3 wzorem:

s
Af = N

Mozna tez policzy¢, ze jesli probkowanie byto synchroniczne fs = M fi to, a dtugo$¢ analizy FFT
N = M, to wtedy Af = f;/N = fs/M = f; oznacza, ze drugi prazek widma odpowiada czestotliwosci
podstawowe] sygnatu (pierwszy prazek odpowiada czestotliwosci f = 0 czyli sktadowej statej). Zwiekszanie
dtugosci N analizy FFT przy niezmienionej czestotliwosci prébkowania powoduje poprawe rozdzielczoSci
czetotliwosciowe] poprzez zmniejszenie odstepéw miedzy prazkami widma (np. N = 2M daje Af = f1/2).

Jedli probkowanie nie byto synchroniczne lub jesli byto synchroniczne, lecz dtugo$¢ N nie byta catkowita
wielokrotnoscig M, wtedy wystapi btad aproksymacji obserwowany w dziedzinie czestotliwosci obserwowany
jest jako rozmycie widma (rys. 3).

—e Widmo faktyczne
— Rozmyte widmo DFT

0 100 200 300 400 500
Czestotliwos¢ [Hz]

Rysunek 3: Widmo rozmyte na tle widma faktycznego.

W celu ograniczenia rozmycia widma stosujemy tzw. okna czasowe, przez ktére wymnazamy sygnat
przed analiza FFT:
T (n) = z(n)w(n) (12)

Okno czasowe w(n) jest funkcja czasu przyjmujaca wartosci niezerowe w przedziale analizy T i zero
poza nim. Podstawowe okno czasowe prostokatne:

(13)

1 0<n< N
0 w pozostalych przypadkach

jest stosowane w zasadzie zawsze w celu wybrania z catego sygnatu doktadnie N prébek, ktére poddaje-
my FFT. Pozostate okna czasowe majg posta¢ krzywych, o wartosciach malejacych do zera na brzegach
przedziatu N prébek, np. okno Hanninga

w(n) = %cos (27r%> 0<n<N (14)

Wymnozenie sygnatu przez okno nieprostokatne ma na celu fagodne doprowadzenie wartosci sygnatu
do zera, przez co nawet jezeli w analizowanych N prébkach nie mamy petnego okresu sygnatu z(n), to
sygnat z natozonym oknem w(n)xz(n) staje sie prawie okresowy o okresie N prébek (rys. 4). Dzieki temu
rozmycie wimda zostaje mocno ograniczone (rys. 5).

Otwérz w Matlabie szkielet programu 1ab05z04 .m. Na poczatek przyjmij, ze czestotliwo$¢ podstawowa
f1 badanego sygnatu sygnatu z(t) jest réwna czestotliwosci znamionowej finy = 50 Hz. Za czestotli-
wos¢ probkowania fs przyjmij jej wartosc znamionowa fsy = 3200 Hz, co spetnia zatozenie prébkowania
synchronicznego i daje catkowite liczbe M = 64 prébki na okres sygnatu.


lab05z04.m
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Rysunek 4: Przypadek prébkowania niesynchronicznego. Dtugo$é N analizy FFT wynosi okoto 9, 5 okresu 1" sygnatu

x(t). Sygnat z(t) (czerwony) powielono, w celu pokazania nieciggtosci na faczeniach. Sygnat ., (¢) (niebieski)

powielono po natozeniu okna Hanninga. Sygnaty zawieraja sktadowa stata. Wykres $rodkowy to pierwsza pochodna

sygnatéw, stosowana do wykrywania nieciggtosci sygnatu.
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Rysunek 5: Sygnat z(t) sprobkowany niesynchronicznie z natozonym oknem prostokatnym (czerwony) oraz z oknem
Hanninga (niebieski). Srodkowy wykres przedstawia widmo obu sygnatéw skali liniowej w V, ostatni w decybelach.

Dobierz najmniejsza dtugos¢ N analizy FFT, dla ktérej w widmie | X (f)| sygnatu x(t) z oknem pro-
stokatnym (kolor czerwony na wykresach Fig. 1) da sie rozdzieli¢ prazek zwigzany z harmoniczng rzedu
3 (trzecia harmoniczna) i interharmoniczna rzedu 3,2, a widmo tych skfadowych nie byto rozmyte. Aby
widmo nie byto rozmyte musisz zapewni¢ N = RM gdzie R jest catkowite (R jest liczbg analizowanych
petnych okreséw sygnatu).

Jedli dobrates N prawidfowo prazki widma | X (f)| sygnatu x(t) z oknem prostokatnym (czerwone) sa
rozréznialne znakomicie, a ttumienie nieistniejacych sktadowych jest na poziomie ok —300 dB. Niepra-
widtowy wybér dtugosci N okna analizy FFT bedzie widoczny w postaci duzych wartosci pochodnych
powtdrzonego fragmentu sygnatu w oknie Fig. 2 w punktach faczenia sygnatu.

Poréwnaj widmo | X (f)| z widmem | X,,(f)| obliczonym dla sygnatu x.,,(t) z natozonym oknem czaso-
wym nieprostokatnym (np. Hanninga) (kolor niebieski na wykresach Fig. 1). Zauwaz, ze pomimo prébko-
wania synchronicznego i dtugosci N bedacej catkowita wielokrotnoscia dtugosci okresu, prazki zwigzane z
harmonicznymi rzedéw 3 i 3,2 ,skleity sie" i s3 nierozréznialne.
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»Oklejenie” prazkéw widma wynika z wtasno$ci okien nieprostokatnych, ktére maja listki boczne nizsze
niz okno prostokatne, jednak kosztem szerszego listka gtéwnego (w clu wyjasnienia tych terminéw odsy-
tam do literatury zwigzanej z przetwarzaniem sygnatéw i filtracja). Szerszy listek gtéwny okna powoduje,
ze prazki zwiazane z konkretna sktadowa sygnatu réwniez staja sie nieco szersze* niz przy oknie prosto-
katnym. Jest to wada okien nieprostokatnych. Zaleta jest, iz nizsze listki boczne okien nieprostokatnych
powoduja znaczne zmniejszenie rozmycia pomiedzy sktadowymi nie znajdujacymi sie zbyt blisko siebie na
osi czestotliwosci, w sytuacji gdy prébkowanie nie jest synchroniczne.

Zmien czestotliwo$¢ podstawowa sygnatu na f; = 49,9 Hz, ktéra to wartos¢ jest dosyé prawdopo-
dobna w krajowym systemie energetycznym. Poréwnaj wynik z uzyskanym poprzednio dla prébkowania
synchronicznego. Tym razem lepszy wynik (lepszy w sensie ttumienia nieistniejacych sktadowych) otrzyma-
no dla sygnatu x,,(t) na ktéry natozono okno nieprostokatne (tutaj okno Hanninga). Jednak selektywno$¢
(mozliwos$¢ rozréznienia sktadowych) jest nadal lepsza dla okna prostokatnego.

Dobierz czestotliwos¢ probkowania f; sygnatu tak by spetnione byto zatozenie prébkowania synchro-
nicznego. Jezeli dla czestotliwosci znamionowej f1IN sygnatu znamionowa czestotliwo$¢ probkowania fsn
zapewniata synchroniczne prébkowanie, to aby utrzymaé synchronizm prébkowania po zmianie czestotliwo-
$ci f1 sygnatu, zmiana czestotliwo$ci prébkowania fs powinna byé proporcjonalna do odchytki faktycznej
czestotliwosci f; sygnatu od jego czestotliwosci znamionowej fi .

Podsumowujac, stosowanie okien nieprostokatnych poprawia mozliwos¢ detekcji sktadowych o matych
amplitudach, a czasem takze ich rozréznialno$é, o ile nie lezg zbyt blisko siebie na osi czestotliwosci. Okno
prostokatne daje najlepsza rozréznialno$¢ bliskich sobie sktadowych, ale powinno byé stosowane tylko przy
synchronicznym prébkowaniu.

Wyrysuj w nowym wspdlnym oknie wykresu charakterystyke fazowo-czestliwo$ciowa sygnatéw x(t) i
24 (t) (polecenie angle) wyrazona w stopniach (a nie w radianach). Zaznacz za pomoca dodatkowych
punktéw na wykresach wartosci sktadowych obecnych w sygnale t.j. harmonicznych rzedéw 1; 3; 3,2;
5 i 7. SprawdzZ czy otrzymane wartosci argumentéw prazkéw widma zgadzaja sie z wartosciami katéw
fazowych badanego sygnatu (generowanego przez plik source.m). Zastanéw sie dlaczego charakterystyka
sygnatu x(t) jest tak poszarpana, a x,(t) nie jest. Podpowiedz: jaki jest kat fazowy wektora o zerowej lub
bardzo matej dtugosci? Wr6¢ do prébkowania niesynchronicznego i wyrysuj ch-ki ponownie. Jak wyjasnisz
zaobserowana zmiane?

Na nastepne zajecia

Catkowanie i rézniczkowanie numeryczne.
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“Dla przyktadu przy prébkowaniu synchronicznym i N = RM, gdzie R catkowite, dla okna prostokatnego prazek zwigzany
ze sktadowa ma wysoko$¢ 100, a dla okna Hanninga bedzie to prazek o wysokosci 50 w otoczeniu dwdch prazkéw o wysokosci
25, razem daja réwniez 100.
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