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Wstep

Na zajeciach rozwigzecie 4 zadania. Pierwsze pokaze wam zastosowania i mozliwe problemy zwigzane
z numerycznym rézniczkowaniem. Drugie dotyczy catkowania funkcji przyblizajacej dane pomiarowe znane
w dyskretnych punktach (w dwéch wymiarach). Trzecie i czwarte to w zasadzie to samo zadanie tylko
realizowane raz w Matlabie, raz w C. Jego przedmiotem jest wyznaczenie catki oznaczonej z funkgji, ktére;j
posta¢ analityczna jest znana.

1 Zastosowanie rézniczkowania do analizy skokéw narciarskich — 1 pkt

Jednym z najwazniejszych parametréw wptywajacych na diugosé skokéw narciarskich jest predkosé
skoczka na progu, ktérej srednia dla tej skoczni wynosi 92 km /h czyli 25,55 m/s. Zwiekszenie tej predkosci
o 1 km/h skutkuje wydtuzeniem skoku o okoto 10 m. Z powodu spadku formy jednego ze skoczkéw
narciarskich dostate$ zadanie wykonania analizy predkosci i przyspieszenia skoczka w pierwszych fazach
skoku, t.j. fazie najazdu i fazie odbicia.

Pomiary wykonate$s na Wielkiej Krokwii w Zakopanem. Rzeczywiste parametry tej skoczni s3 naste-
pujace: wysokoéé 141 m, dtugoéé rozbiegu 92 m, nachylenie progu 10,5° (rysunek 1). Pomiary polegaty
na pomiarze czasu, w ktérym skoczek przejechat przez fotodetektory rozmieszczone co 4 metry wzdtuz
rozbiegu skoczni. Czas (w sekundach) byt mierzony z dokfadnoscia do czwartego miejsca po przecin-
ku. Z pomiaréw otrzymate$ 2 wektory: wektor czasu t = [ t1 t» ... ty ]T oraz wektor potozen
x=[x1 x2 ... TN }T. Aby wyznaczyé na podstawie tych danych predkosé i przyspieszenie skoczka
musisz policzy¢ przyblizone wartosci pierwszej i drugiej pochodnej po czasie w punktach pomiaru.

Przyblizenie pierwszej pochodnej potozenia x(t) w punkcie t; mozesz obliczy¢ np. jako wsteczny iloraz
réznicowy:

d(E(t) N Aﬁl - Ty — Tj—1
dt TOAt; ti—tig

(1)

t=t;
Mozesz korzystaé réwniez z ilorazéw wprzdd oraz centralnych (te ostatnie daja lepsze oszacowanie pochod-
nej), ale w zaleznosci od wybranego sposobu przyblizania pochodnej, nie otrzymasz przyblizenia pochodne;
w punkcie 1 lub x lub obydwu. W tym przypadku najwazniejsza byta predko$¢ w ostatnim punkcie pomia-
rowym. Pamietaj, ze punkty czasowe, w ktérych dokonano pomiaru nie s3 réwnoodlegte, rownoodlegte sa
tylko potozenia fotodetektoréw, co powoduje, ze nie mozesz przyjac statego mianownika At; = h = const
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Rysunek 1: Schematyczny rysunek rozbiegu skoczni Wielka Krokiew w Zakopanem.
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we wzorze (1). Przyblizenie drugiej pochodnej potozenia & mozesz uzyskaé po wyprowadzeniu analogicz-
nego wzoru na druga pochodna lub poprzez rézniczkowanie obliczonej wczesdniej pierwszej pochodnej. Jak
wiesz z wyktadu kazda operacja rézniczkowania numerycznego wzmacnia btedy, co powininno by¢ juz widaé
w przyblizeniu drugiej pochodne;j.

Otwérz plik 1ab06z01.m zawierajacy dane pomiarowe. Wyznacz i narysuj na osobnych wykresach prze-
biegi pofozenia, predkosci i przyspieszenia skoczka w funkgcji czasu. Okresl predko$¢ skoczka na progu,
sprébuj wyjasni¢ dlaczego zmniejsza sie jego przyspieszenie oraz dlaczego predkos¢ przed progiem mogta
zmale¢ (w analizie pomocny bytby zapis z kamery poruszajacej sie wzdtuz rozbiegu razem ze skoczkiem).
Zmniejsz precyzje danych pomiarowych (wektor czasu) przez zakoraglenie i usuniecie czwartego miejsca po
przecinku, a nastepnie narysuj znéw przebiegi predkosci i przyspieszenia. Co jest istotne przy pomiarach
sygnatéw ktére maja byé rézniczkowane?

Zastanéw sie czy do niniejszego zadania mozna zastosowal cyfrowe filtry rézniczkujace. Uzasadnij
odpowiedz.

2 Obliczanie przeptywu sredniego przez catkowanie w dwéch wymiarach — 3 pkt

Otrzymate$ zadanie okreslenia Sredniego przeptywu miesiecznego pewnej rzeki o nieregularnym korycie.
Rzeka ta ma okoto 10 m szerokosci w przekroju pomiarowym i najwieksza gtebokos$¢ w przekroju okoto
2 m. Zgodnie z zasadami pomiaréw hydomerycznych przez miesigc wykonano punktowe pomiary predkosci
przeptywajacej wody w szesnastu pionach hydrometrycznych co 0,5 metra. W kazdym pionie wykonano
3 lub 5 pomiaréw w zaleznosci od gtebokosci y,,, w tym pionie. Dla gtebokosci 4., < 0,6 m pomiary
wykonano na wysokosciach y = {—0, 2y,,; —0, 6ym; —0, 8ym } liczac od zwierciadta wody. W przekrojach
o gtebokosci y,,, > 0,6 m wykonano dodatkowe pomiary 5 cm nad dnem i 5 cm ponizej zwierciadta wody.
Po zakonczeniu pomiaréw predkosci zmierzone w ciggu catego miesigca w kazdym punkcie usredniono.
Predkos¢ wody byta mierzona nowoczesnym miernikiem ultradzwiekowym, w ktérym nadajnik i odbiornik
umieszczone byty w jednej linii réwnolegle do linii pradu. Pomiaréw w poblizu prawego brzegu nie wykonano
ze wzgledu na jego zarastanie, mozna tam przyjaé zerowa predko$é. Schematyczny rysunek przekroju koryta
wraz z punktami pomiarowymi pokazano na rysunku 2.

Rysunek 2: Ksztatt dna w przekroju pomiarowym, zwroty osi i potozenia punktéw pomiarowych.

Poszukiwany przeptyw okreslony jest wzorem

m3
Q = v, F |:s:| (2)
gdzie F' jest powierzchnia przekroju pomiarowego, a v, Srednig predkosciag wody w tym przekroju. Predkosé
ta okreslona jest wzorem
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Najprostsze bytoby policzenie $redniej ze wszystkich punktowych predkosci wody, jednak przy tak rzadko
roztozonych punktach pomiarowych wynik bytby obarczony sporym btedem. Chcac otrzymaé doktadniej-
szy (doktadny nigdy nie bedzie znany) wynik i wiedzac, ze predkosci wody w funkcji potozenia w pionie
i poziomie powinny sie zmieniaé w sposéb ciagty (a nie skokowy) mozna poprowadzi¢ funkcje interpolujaca
wartosci predkosci (w dwdch wymiarach) i funkcje ta catkowad wedtug wzoru 3. Latwiej mozna rozwiazaé to
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zadanie przez wyznaczenie funkgji interpolacjacych predkos¢ w poszczegdlnych pionach hydrometrycznych,
obliczenie ich catek (po dy), a nastepnie dokonanie kolejnej interpolacji uzyskanych wynikéw i policzenie
drugiej catki (po dx). Do przyblizenia catki z funkgji f(x) jednej zmiennej mozna wykorzystaé kwadratury
ztozone réznych rzedéw. Wzory przyblizajace catke z f(x) na przedziale od a do b dla weztéw réwnoodle-
gtych ze skokiem h = b;—;‘ pokazano ponizej. Moga to byé np. metoda prostokatéw

b m—1 m
/f(x)dxthszhka (4)

—_— —
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metoda trapezéw
b
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lub metoda Simpsona
m/2

/f de%Z(fzk 2 +4fon—1+ for) (6)
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Na podstawie danych pomiarowych zawartych w pliku 1ab06z02.mat wyznacz Sredni miesieczny prze-
ptyw Q [m?/s] w przekroju. W tym celu oblicz érednia predkoéé v,, w kazdym pionie hydrometrycznym
przyblizajac wartosci catki w pionie i dzielac je przez szerokos$¢ przedziatu catkowania (zazwyczaj gtebokosé
w pionie). Nastepnie scatkuj uzyskane wartosci Sredniej predkosci w pionach i znéw podziel je przez szero-
ko$¢ przedziatu catkowania (zazwyczaj szerokosci koryta rzeki). Tak wyznaczona predkos¢ srednig pomnéz
przez pole powierzchni przekroju F' = 11.3846 m?2, aby uzyskaé przeptyw Q.

Przyblizone wartosci catek w poszczegdlnych pionach hydrometrycznych wyznacz metodami prostoka-
téw i trapezdw na weztach réwnoodlegtych. Poniewaz punkty pomiaru w pionach nie sa réwnoodlegte i jest
ich mato, musisz dokona¢ interpolacji predkosci w poszczegdlnych pionach. Przeprowadz interpolacje wielo-
mianowa danych weztéw pomiarowych poleceniem polyfit!. Nastepnie wyznaczone funkcje interpolujace
predkosci w pionach sprébkuj poleceniem polyval ze statym krokiem 5 cm liczac od od lustra wody az do
dna t.j. w Matlabie dla wysokosci 0:-0.05:-ym. Do przechowania wynikéw (czyli wartosci y i v w kazdym
pionie) wykorzystaj tablice typu cell array zawierajaca struktury, z ktérych kazda przechowuje wektory
y i v w danym pionie. Ostatecznie, wyznaczone wartosci $rednich predkosci w pionach nalezy scatkowac
(tym razem w poziomie) i podzieli¢ przez szeroko$¢ przedziatu catkowania. Catkowanie wykonaj metoda-
mi prostokatéw i trapezéw bez interpolacji, gdyz tym razem wezty catkowania (piony) s3a réwnoodlegte,
rozmieszczone co 0,5 m. Szeroko$¢ przedziatu catkowania wynosi 8 m.

Poréwnaj wyniki uzyskane przez policzenie Sredniej predkosci funkcja mean oraz metodami prostoka-
téw i trapezéw. Wykonaj to samo zadanie wyznaczajac wezty catkowania (punkty prébkowania funkcji
interpolugcych w pionach) co 20 cm. Poréwnaj wyniki z uzyskanymi poprzednio.

Pamietaj, ze przyblizajac warto$¢ catki kwadratura dowolnego rzedu i tak wykonujesz interpolacje we-
zt6w wielomianem (np. stopnia zerowego dla metody prostokatéw, pierwszego dla trapezéw, drugiego dla
Simpsona). Interpolacja krzywymi sklejanymi (lub wielomianem) w pionach hydrometrycznych byta po-
trzebna dla zwiekszenia doktadnosci przyblizenia catki obliczanej metoda prostokatéw lub trapezéw (rys.
3). Uzycie kwadratur wyzszych rzedéw nawet na pierwotnych weztach mogtoby prowadzi¢ do znacznie
doktadniejszych przyblizen catki i nie bytaby potrzebna dodatkowa interpolacja. Przy regularnym ksztatcie
catkowanej funkcji moze by¢ to korzystniejsze, gdyz zblizong doktadnos¢ uzyskaé mozna w krétszym czasie
przy dtuzszym kroku catkowania, czyli mniejszej ilosci obliczen.

Predkosci wody w przekroju pomiarowym pokazano na rysunku 4 . Na rysunku 5 pokazano tachoidy?
uzyskane przez interpolacje danych pomiarowych w pionach.

Plik 1ab06z02.m zawiera szkielet programu. Plik 1ab06z02.mat zawiera dane pomiarowe. Dane za-
pisano w tablicy vpom typu cell array zawierajacej 16 struktur opisujacych pomiary w kazdym pionie

1Zastosowanie funkgji interpolujacej w postaci wielomianu zamiast funkcji sklejanej ma zwigzek, z faktem iz pomiary
wykonane zostaty nie od lustra wody do dna lecz w mniejszym zakresie, a catkowaé mamy po catej gtebokosci, a zatem poza
obszarem pomiaru mamy do czynienia z ekstrapolacja. W tym wypadku lepszy bedzie wielomian niz funkcja sklejana.

2Tachoidy to rozktady predkoséci wody w kolejnych pionach hydrometrycznych. Oddalenie punktu tachoidy od pionu
hydrometrycznego (w prawa stroneg) jest proporcjonalne do predkosci wody w danym punkcie.
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Rysunek 3: Poréwnanie catkowania metoda trapezéw na réznych weztach.
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Rysunek 4: Predko$ci wody w przekroju pomiarowym [km/h].
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Rysunek 5: Tachoidy w kolejnych pionach hydrometrycznych.
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hydrometrycznym. Kazda struktura sktada sie z dwdch wektoréw jednakowej dtugosci. Wektor y zawiera
wspdtrzedne pionowe y na, ktérych dokonano pomiaru, a wektor v zawiera wartosci predkosci wody v
w tych punktach. Wartosci predkosci podano w km/h (pamietaj o przeliczeniu jednostek!). Tablica typu
cell array jest korzystna, poniewaz moze zawierac rézne typy danych o réznym rozmiarze (np. struktury).

A teraz przyktad korzystania ze struktur i tablic typu cell array. Do drugiego elementu tablicy ca typu
cell array odwotujemy sie przez ca{2}. Do wektora (elementu) vec struktury str odwotujemy sie jak
w jezyku C czyli str.vec. Do pierwszego elementu wektora vec odwotujemy sie przez vec (1). Po zebraniu
tych informacji razem do pierwszego elementu wektora vec bedgcego sktadnikiem struktury bedacej dru-
gim elementem tablicy ca typu cell array odwotujemy sie przez ca{2}.vec(1). Utworzyé nowa struk-
ture str zawierajaca wektory [1 2 3 4] i [2 1] mozna przez str.a = [1 2 3 4] i str.b = [2 1].
Utworzyé nowy obiekt ca typu cell array zawierajacy jako drugi element strukture str mozna przez
ca{2} = str. Przecwicz to sobie. Prawda ze proste?

Zadanie dla ambitnych za dodatkowy punkt! Do wyznaczenia predko$ci Sredniej na podstawie juz po-
liczonych predkosci érednich w pionach uzyj adaptacyjnej metody Simpsona zaimplementowanej w funkgji
quad. Funkcja I = quad(fun,a,b) wykorzystuje definiowang przez uzytkownika funkcje fun (najczesciej
bedaca w osobnym m-pliku), ktérej argumentem jest wektor a okreslajacy wezty catkowania, a ktéra zwraca
wektor wartosci catkowanej funkgji f(z) w tych weztach. W tym wypadku funkcja fun ma zwracaé wartosci
funkcji interpolujacej Srednie wartosci predkosci w pionach.
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3 Wyznaczanie prawdopodobienistwa zdarzen przez catkowanie rozktadu — 1 pkt

Zapewne nieraz czekate$ w kolejce do dziekanatu, ktéry przyjmuje do godziny 13:00 i zastanawiates
sie czy zdazysz sie dostaé do Srodka przed zamknieciem. Zatézmy, ze jest przyszedte$ o godzinie 12:50,
odebrates bileciek z Twoim numerem w kolejce, a na z informacji na wyswietlaczu dowiedziates sie, ze Sredni
czas oczekiwania na wejécie 3 minuty, a przed Toba w kolejce stoi 20 oséb. Z prostego rachunku wynika, ze
przewidywana obstuga oczekujacych przed Toba studentéw zajemie 1 godzine. Mégtby$ stwierdzié, ze nie
warto czekaé, ale réwnie dobrze, moze sie okazaé, ze sporo studentéw zostanie obstuzonych szybciej badz
odestanych ,z kwitkiem " z powodu braku potrzebnych dokumentéw. Przeanalizowaé ten problem mozesz
w nastepujacy sposob sposob. Jesli prawdopodobienstwo zdarzenia, ze zdazysz wejs¢ przed zamknieciem jest
wieksze od 1/2 to czekasz w kolejce, a jedli jest mniejsze to idziesz z kolegami do knajpy. Zeby wyznaczy¢
prawdopodobienstwo musisz zna¢ funkcje gestosci prawdopodobierstwa opisujaca ta sytuacje. W duzym
uproszczeniu sytuacje tg opisuje rozktad gestosci prawdopodobienstwa dany wzorem

flto) = (78 =) (7

Tt —ty

t, jest czasem oczekiwania w kolejce, ¢, i to s3 parametrami rozktadu. Jako wartoéci parametréw przyjmij
t; = 0,4 min, t; = 3,8 min. Jednostka czasu to jedna minuta. Rozkfad ten pokazano na rysunku 6.
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Rysunek 6: Rozktad gestosci czasu oczekiwania w kolejce.

Poszukiwane prawdopodobienstwo zdarzenia, ze czas oczekiwania w kolejce t, bedzie krétszy niz 10
minut, ktére pozostaty do zamkniecia dziekanatu, wyraza sie catka oznaczong z funkcji gestosci prawdo-

podobienstwa
10

P(t, < 10) = / Ft)dt (8)
0

Wyznacz w Matlabie prawdopodobienstwo, ze dostaniesz sie do dziekanatu przed zamknieciem catkujac
rozktad dany wzorem (7) adaptacyjna metoda Simpsona (funkcja quad) oraz metoda prostokatéw (zaapli-
kowana samodzielnie), dla weztéw catkowania co 1 minute. Ocen czy warto czekaé w kolejce. Poréwnaj
wartosci otrzymane dwiema metodami. Wyjasnij na rysunku skad tak duze réznice?

Jak wiesz, catka od minus do plus nieskonczonosci z dowolnej funkcji gestosci prawdopodobienstwa
jest réwna 1 (okresla prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego). Sprawd? to catkujac funkcje gestosci 7
w przedziale od a = 0 do b gdzie za b przyjmiesz kolejno 100, 1000, 10000. Catkowanie wykonaj réwniez
dwiema metodami. Poréwnaj wyniki ze znang wartoscia catki dla zdarzenia pewnego.

4 Obliczanie catek w jezyku C — 3 pkt

Oblicz catke (7) z poprzedniego zadania korzystajac z trzech (sposréd wielu) funkgji catkowania udo-
stepnianych przez biblioteke GSL. Bedj to:

3Poznanie rzeczywistych wartosci parametréw tego rozktadu jest praktycznie niemozliwe. W praktyce czesto spotykamy
potrzbe catkowania funkcji gestosci prawdopodobienstwa np. rozktadu normalnego o znanych parametrach p i o.



Cwiczenie 6 strona 6 numeryczne w elektrotechnice Katedra Metrologii AGH 2010

e gsl_integration_qng // najprostsza (w GSLu) metoda nieadaptacyjna
e gsl_integration_qag // najprostsza metoda adaptacyjna
e gsl_integration_qags // adaptacyjna dla funkcji z osobliwo$ciami

Zataduj plik 1ab06z04 . c zawierajacy szkielet programu. Uzupetnij program i sprawdz przy jakich war-
tosciach konca przedziatu catkowania b programy przerywaja obliczenia lub daja zte wyniki. Wartosci te
beda inne dla kazdej z funkgcji i s3 czeSciowo zalezne od parametréw wywotania funkgji obliczajacych catke.

Zapoznaj sie (i postaraj zrozumieé¢) w jaki sposéb definiowane s3 w GSLu funkcje przeznaczone do
catkowania (obiekty typu gs1_function). Jest to wazne, ze wzgledu na czesta potrzebe uzycia w programie
funkcji o kilku parametrach danej wzorem analitycznym. Zwré¢ uwage na uniwersalny sposéb przekazywania
parametréow do funkcji za pomoca wskaznika na obiekt typu void. W tym wypadku do funkcji oprocz
zmiennej t, przekazywana jest struktura zawierajaca dwa parametry t; i to catkowanego rozktadu.

Ponizej opisatem niezbedne w tym zadaniu funkgcje biblioteki GSL stuzace do catkowania numerycznego
(funkcji w jednym wymiarze). Funkcji tej klasy jest wiecej, miedzy innymi s3 takie, ktdre potrafig obliczaé
catki oznaczone od —inf do inf. Zestaw tych funkcji jest reimplementacja w C alogrytméw fortranowego
pakietu Quadpack?.

int gsl_integration_qgng (const gsl_function *f, double a, double b, double epsabs,

double epsrel, double * result, double * abserr, size_t * neval). Funkcja wykorzy-
stuje 10, 21, 43 i 87 punktowe reguty catkowania metods Gaussa—Kronroda®. Przyjmuje wskaznik
*f na catowang funkcje f(z) typu gsl_function. Argumenty a i b to poczatek i koniec przedziatu
catkowania, epsabs i epsrel s3 limitami bezwzglednego i wzglednego btedu catkowania. Wynik
catkowania umieszczany jest pod adresem, na ktéry wskazuje result, szacowany btad catkowania
jest zapisywany pod adresem abserr, a pod adresem neval zapisywana jest ilos¢ wyznaczen
wartoéci catkowanej funkgji.

int gsl_integration_qag (const gsl_function *f, double a, double b, double epsabs,

double epsrel, size_t limit, int key, gsl_integration_workspace * workspace,
double * result, double * abserr). Ta funkcja dobiera adptacyjnie krok catkowania funkgji
f w przedziale od a do b. Catkowanie wykorzystuje jak powyzej metode Gaussa—Koronoda.
Argumenty o identycznych nazwach takich jak wyzej maja znaczenie takie jak wyzej. Argument key
wyptywa na wybér rzedu kwadratury® i moze przyjmowaé wartoéci od 1 do 6 (patrz dokumentacja).
W kazdej iteracji adaptacyjnego catkowania przedziat o najwiekszej estymowanej wartosci btedu
jest dzielony na podprzedziaty, ktére sa zapamietywane w pamieci zaallokowanej jako workspace.
Argument limit okresla maksymalna liczbe podprzedziatéw, ktéra nie moze przekroczy¢ rozmiaru
zaalokowanego przez workspace.

int gsl_integration_qags (const gsl_function * f, double a, double b, double epsabs,
double epsrel, size_t limit, gsl_integration_workspace * workspace,
double #*result, double *abserr). Ta funkcja wykorzystuje adaptacyjng 21-punktows
metode Gaussa—Kronroda do catkowania funkcji z nieciagtoéciami i catkowalnymi osobliwoéciami’.
Argumenty wywotania sg takie same jak w opisanej wyzej funkgji.

gsl_integration_workspace * gsl_integration_workspace_alloc (size_t n) allokuje pamiec
(miejsce pracy) dla adaptacyjnych metod catkowanie (jak opisana powyzej) i zwraca wskaznik do
obiektu typu gsl_integration_workspace, w ktérym przechowywane beda podprzedziaty, wyniki
ich catkowania i estymaty bteddw.

Na nastepne zajecia

Zastosowania wartosci wiasnych macierzy.

“http://www.netlib.org/quadpack/

5Zainteresowanych zasada dziatania metody odsytam do dokumentacji GSLa dotyczacej catkowania
SKwadratury wyzszych rzedéw daja doktadniejsze wyniki dla funkcji o gtadkim przebiegu, itd.

7Aby sie dowiedzie¢ jak to dziata znowu odsytam do dokumentacji.
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