Metody numeryczne w elektrotechnice

Cwiczenie 7 — Zastosowania wartosci i wektoréw wfasnych macierzy

Dariusz Borkowski

Wstep

Na zajeciach rozwiazecie zadania, pokazujace trzy typowe (sposréd wielu) zastosowania wartosci i wek-
toréw wtasnych. Zadania za 1, 2 i 3 punkty zwigzane ze stopniem trudnosci.

1 Rozsprzeganie uktadu sprzezonych réwnan rézniczkowych — 2 pkt

Filtr aktywny 2—rzedu o strukturze pokazanej na rysunku 1 moze by¢ opisany opisany transmitancja

Y(s) 1 B 1
U(S) a Ri1RyC1Cys2 + CQ(Rl + R2)5 +1 B Q282 +qs+1

G(s) = (1)
gdzie Ry, R2,C, Co to wartosci elementéw na schemacie, Y (s) jest transformata Laplace’a napiecia wyj-
Sciowego, X (s) jest transformata Laplace’a napiecia wejsciowego. Réwnanie to mozna przeksztatci¢ do

postaci
Y(s)(g25” + qus + 1) = U(s) (2)

a nastepnie przej$¢ do dziedziny czasu, przenie$¢ wszystko oprocz drugiej pochodnej y(¢) na prawa strone,
otrzymujac réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu

.1 g . 1
j=—u-"—y——y (3)
q2 a2 q2

Po podstawieniu za zmienne stanu
T =y To =14 (4)
réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci macierzowego uktadu dwéch réwnan pierwszego rzedu, zwanych

réwnaniem stanu
& = Az + Bu (5)

w ktérych & = [ 3 1 |7 jest wektorem zmiennych stanu.

Taki ukfad réwnan mozna tatwo rozwigza¢ gdy macierz stanu A jest diagonalna. Jesli zas réwnania
sg ze soba sprzezone, czyli pochodna jednej zmiennej stanu zalezy réwniez od wartosci innych zmiennych
stanu to macierz A nie jest diagonalna. Jedli nie jest diagonalna to w wiekoszosci przypadkéw mozna to
zadanie rozwigzal przez diagonalizacje macierzy A za pomoca jej wektoréw wtasnych. Macierz A jest
zwigzana z macierzg diagonalng D zaleznoSciami

D=U'AU A=UDU! (6)

gdzie U jest macierza, ktérej kolumny zawieraja kolejne wektory wtasne macierzy A. Majac zatem jedno-
rodny ukfad réwnan sprzezonych
= Ax ()
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Rysunek 1: Schemat filtra aktywnego 2 rzedu.
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mozna go zapisa¢ jako
& =UDU 'z (8)

i po podstawieniu za nowe zmienne stanu w = U ' i otrzyma¢ uktad réwnafi rozsprzezonych
w = Dw (9)
Aby rozwigzal sprzezone, jednorodne réwnanie stanu z macierza A o wymiarach N x N
&= Az (10)
(czyli takie, w ktérym nie ma iloczynu Bu), nalezy wykonaé nastepujace czynnosci.

1. Wyznaczy¢ wartoéci wiasne A = [ A1 X2 ... Anx |7 macierzy A i zwigzane z nimi wektory
wtasne w postaci macierzy U oraz obliczyé wyznacznik det(U). Jedli wyznacznik jest zerem to
znaczy, ze macierz A nie jest diagonalizowalna i t3 metoda nie da sie tego zrobié. STOP.

2. Wyznaczy¢ wartoéci poczatkowe w(0) na podstawie wartosci poczatkowych oryginalnych zmiennych
stanu jako

w(0) = U 'x(0) (11)

3. Nastepnie zdefiniowaé wektor nowych zmiennych stanu (tak jak x jest to wektor funkcji czasu o znanej
postaci)

wy (0)eM?
wo (0)er2?
w(t) = ( :) (12)

wN(O)e)‘Nt

4. Ostatecznie przebieg zmiennych stanu x(¢) od wartosci poczatkowych x(0) obliczy¢ jako

z(t) = Uw(t) (13)

Przyjmij wartosci elementéw schematu R; = 200 k2, Ry = 100 k2, C, = % uF, Cy = % uE.
Wyprowadz na papierze! réwnania stanu dla transmitancji (1). Zauwaz, ze macierz A nie jest diagonalna.
Woyznacz na papierze wartosci wtasne macierzy A przez rozwigzanie réwnania charakterystycznego det(A —
AI) = 0. Wyznaczone wartosci wtasne sa liczbami zespolonymi réwnym biegunom transmitancji (1).
W przypadku zespolonych wartosci wtasnych wyznaczenie wektoréw wiasnych lepiej zostawi¢ Matlabowi.
Zarbéwno wektory i wartosci wtasne wyznacza funkcja eig.

Korzystajac z opisanej wyzej metody rozwigzywania uktadu réwnan rézniczkowych sprzezonych rozwigz
wyprowadzone wcze$niej rdwnanie stanu. Poniewaz dysponujesz jedynie rozwigzaniem réwnania jednorod-
nego, mozesz przyjaé, ze na wyjsciu filtra opisanego réwnaniem stanu istniat stan ustalony i napiecie réwne
1V, aw chwili t = 0 zwarto wejscie filtra, czyli podano zerowe napiecie. Oznacza to, ze za warunki po-
czatkowe przyjmiesz 7(0) = 0 i y(0) = 1 czyli (0) = [ 0 1 ]T. Wyrysuj przebieg napiecia wyjéciowego
y(t), dla zadanych warunkéw poczatkowych i poréwnaj z wykresem uzyskanym funkcja 1sim. W nowszych
wersjach Matlaba funkcja 1sim wymaga podania réwnan stanu w postaci obiektu sys tworzonego funkcja
ss. Z kolei funkcja ss wymaga podania petnego opisu réwnaniami stanu zfozonego z czerech macierzy A,
B, C, D (patrz 1ab02.pdf), przy czym D nie jest wspomniang wyzej macierza diagonalna. Konieczne
jest wiec wyprowadzenie macierzy B, C, D, ktére s3 trywialne. B faczy warto$¢ wejscia u(t) z ktérym$
z réwnan, C' faczy warto$¢ wyjscia y(t) z konkretna zmiennga stanu, a D jest zerem (patrz Miller vs. Zio-
bro). W starszych wersjach macierze A, B, C, D podaje sie bezposrednio jako argumenty funkcji 1sim.
Funkcja 1sim przyjmuje réwniez wektor czasu t jak i warunki poczatkowe x0.

Jesli wszystko wykonate$ poprawnie, wykresy powinny natozy¢ sie na siebie jak na rysunku 2

IPrzejécie od opisu w postaci transmitancji do réwnan stanu mozna w Matlabie wykonaé za pomoca funkcji ss, tf
nalezacych do Control System Toolbox


lab02.pdf
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t[s]

Rysunek 2: Przebieg napiecia na wyjsciu filtra po zwarciu wejscia podczas stanu ustalonego.

2 Kompresja sygnatu przez transformacje Karhunena—Loevego — 2 pkt

Przyjmijmy, ze budujemy system akwizycji danych. System ma pracowaé dtugo i archiwizowal dane
na dysku twardym. Rejestrowana wielkoscia bedzie warto$¢ skuteczna napiecia sieci energetycznej niskiego
napiecia, wyznaczang droga filtracji dolnoprzepustowej. Mozna zatem rozwazy¢ kompresje stratng tego
sygnatu, tak aby oszczedzi¢ miejsce na dysku.

Dyskretnoczasowy sygnat @, poddawany kompresji mozna przedstawié jako N—wymiarowy wektor & =

[ 21 22 ... an ]T. Jedli dynamike sygnatu mozna opisa¢ modelem autoregresji M—tego rzedu
M
Ty = Q1 Tp_1+ A2Tp_9+ ...+ A Tp_r = Z A;Tr—i (14)
i=1

wtedy warto$¢ aktualnej probki sygnatu zalezy jedynie od M poprzednich probek tego sygnatu. Mozemy
wtedy sygnat podzieli¢ na M elementowe realizacje tego sygnatu i na ich podstawie estymowaé macierz
kowariancji sygnatu

R,=E[(z—z)(z—z)"] (15)

gdzie & jest estymata wartosci oczekiwanej catego sygnatu x, a E(e) jest wartoscig oczekiwang z e.
Macierz R, (rozmiaru M x M), ktéra jest symetryczna, dodatnio okreslona, posiada M ortogonal-
nych wektoréw wtasnych? wv,, skojarzonych z wartoéciami wtasnymi X,,, przy czym wartoéci wtasne s3
uporzadkowane malejaco czyli
M2 22> 2 Ay (16)

a wektory wtasne tworza baze przeksztatcenia ortogonalnego i sa zapisywane jako kolumny macierzy prze-
ksztatcenia
V:[vl Vg ... ’U]\/[] (17)

ktéra mozna wykorzystaé do przeksztatcenia® sygnatu = na nowy sygnat y
y=V'(z-z) (18)

znanego jako transformacja Karhunena—Loevego®*.

Aby zgodzity sie wymiary macierzy przeksztatceniu poddawane s3 M—elementowe realizacje sygnatu x,
a w wyniku otrzymuje sie M—elementowe realizacje sygnatu y. Mimo, ze sygnat @ zostat przeksztatcony
w inny sygnat, to ilo§¢ danych do zapisania pozostata niezmieniona. Powinienes réwniez zauwazy¢, ze jest

?Analogia do wielomianéw Grama, ortogonalnych na zbiorze weztéw.

3Poniewaz V jest ortogonalna to V-1 = V7T,

“Najczesciej spotykamy ten wzér w postaci bez wartosci oczekiwanej czyli y = V7. Wymaga to oczywicie zatozenia
o zerowej wartosci oczekiwanej kompresowanego sygnatu dotyczaca catosci rozwazan. Wtedy we wzorach od (15) do (22)
mozna pomina¢ .
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to aproksymacja, a w tym przypadku nawet interpolacja, oczywiscie z bazg KL a nie jednomianéw. Zmniej-
szy¢ ilo$¢ danych potrzebnych do opisu sygnatu mozna usuwajac z macierzy V' wektory wtasne (kolumny)
zwigzane z najmniejszymi wartosciami wtasnymi. Mozna tak zrobié, gdyz wektor wtasny zwigzany z naj-
wiekszg wartoscig wtasng okresla sktadowa (kierunek) o najwiekszej wariancji, a pozostate przy podanym
wyzej uporzadkowaniu pokazuja sktadowe o coraz mniejszej wariancji. Mozna przyjaé, ze usuniecie sktado-
wych o matej wariancji nie wptynie znaczaco na ksztatt skompresowanego a nastepnie zrekonstruowanego
sygnatu. Zapiszmy pozostate K kolumn macierzy V' jako macierz prostokatna

U:[’Ul ’UK] K<M (19)

i otrzyamy nadokreslony ukfad réwnan, taki sam jak w aproksymacji (bo to zreszta jest aproksymacja).
Uktad taki rozwigzujemy
y=UTU)U" (@ - 3) (20)

lub jesli dokonaliSmy wczesniej normalizacji wektoréw wiasnych rozwigzanie upraszcza sie do
y=U"(z - =) (21)

Nowy sygnat y jest skompresowana, ze strata jakosci, postacia sygnatu x. Jesli chcemy sygnat orygi-
nalny zrekonstruowa¢ (rozpakowac) na podstawie zapisanych, skompresowanych danych musimy dokonaé
odwrotnego przeksztatcenia

=Uy+z (22)

Wida¢, ze do zapisania M probek sygnatu & mozna uzyé K préobek sygnatu y. Wspédtczynnik kompresji
wynosi zatem M : K gdzie K < M. Na rysunku 3 pokazano sygnat oryginalny oraz sygnat poddany
kompresji, a nastepnie rekonstrukcji. Wspdtczynnik kompresji byt réwny 5, gdyz z 10 wektoréw wtasnych
pozostawiono 2 zwigzane z najwiekszymi wartosciami wtasnymi, co spowodowato widoczng strate jakosci.

—— Sygnal oryginalny
—— Sygnal po kompres;ji i rekonstrukciji

1 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s]

Rysunek 3: Poréwnanie sygnatu oryginalnego z sygnatem oryginalnym poddanym kompresji a nastepnie rekonstrukgji.

Napisz w Matlabie program kompresujacy, wedtug powyzszego algorytmu, sygnat zawarty w pliku
1ab07z02.dat, a nastepnie rekonstruujacy sygnat oryginalny. Przyjmij rozmiar macierzy kowariancji (15)
10 x 10 i sprawdz wptyw wspdtczynnika kompresji (od 1 do 10) na ksztatt zrekonstruowanego sygna-
tu. Pokaz na wykresie sygnaty oryginalny i zrekonstruowany. Wyjasnij skad, przy wysokim wspétczynniku
kompres;ji, biorg sie widoczne co kilka prébek zatamania w sygnale zrekonstruowanym, znajdz analogie do
kompresji JPEG i MPEG2.

3 Zmiana ukfadu wspétrzednych w zadaniu klasyfikacji — 3 pkt

W punkcie pomiarowym nalezacym do Zarzadu Drég Krajowych w celach statystycznych zbierane s3
dane dotyczace licznosci i rodzajéw pojazdéw przejezdzajacych przez dany punkt pomiarowy. Ze wzgledu
na koszt urzadzen pomiarowych klasyfikacja ta czesto odbywa sie jedynie na podstawie liczby i odstepéw
miedzy osiami pojazdu. Coraz czesciej mierzona jest réwniez masa pojadu w ruchu. Jednym z probleméw
w tej klasyfikacji jest rozréznienie mniejszych, dwuosiowych samochodéw cigezarowych od wigkszych sa-
mochoddéw dostawczych, gdyz zaréwno przedziaty mas, w ktérych mieszcza sie obie klasy, jak i przedziaty


lab07z02.dat
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odlegtosci miedzy osiami zachodza na siebie. Z tego powodu zarejestrowano reprezentatywna prébke (po
1000 pojazdéw z kazdej klasy), tzw. ciag uczacy, ktéry pozwalat na dokonanie klasyfikacji. Rejestrowanie
ciggu uczacego polegato na zaznaczaniu przez obserwatora do ktérej klasy pojazdéw nalezy kazdy pojazd
przejezdzajacy przez punkt poiarowy. Wyniki rejestracji ciggu uczacego pokazano na rysunku 4.
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Rysunek 4: Ciag uczacy z zaznaczonymi obszarami, w ktdrych nie da sie zaliczy¢ pojazdéw do danej klasy.

Na rysunku tym widaé przedziaty, w ktérych klasyfikacja po samej masie lub samym rozstawie osi nie
databy dobrych rezultatéw. Widaé réwniez, ze rozktad wynikéw kazdej klasy przypomina dwuwymiarowy
rozktad normalny. Dlatego mozna zdecydowaé sie klasyfikowaé pojazdy powyzej pokazanej na rysunku
ukosnej linii do jednej klasy, a ponizej do drugiej, czyli inaczej méwigc wystarczy obréci¢ uktad wspotrzedych
tak aby nowa o$ = byta zgodna z kierunkiem potaczenia maksiméw gestosci rozktadéw obu klas. Oczywiscie
przy nowym zestawie danych, mie mozna mieé stuprocentowej pewnosci, ze klasyfikacja zostata dokonana
poprawnie w kazdym przypadku, gdyz opiera sie ona na rachunku prawdopodobiefistwa®.

Dane uczace, ktérymi dysponujemy maja postaé macierzy

(23)

md rd

me  re
Asppox2 = [ }

gdzie lewa kolumna zawiera masy pojazdéw w tonach, a prawa zawiera rozstawy osi w metrach. Dtu-
gos$¢ kolumn wynika, ze sklejenia wektoréw mas mec ciezardéwek i md dostawczych oraz rozstawdw rc,
rd (w kazdej klasie 1000 pojazdéw). Kierunki osi nowego uktadu wspétrzednych beda wyznaczone przez
wektory wtasne macierzy kowariancji C = cov(A). Wektor wtasny zwiazany z najwicksza wartoscia wtasna
macierzy kowariancji C' bedzie osig wzdtuz ktérej dokonamy klasyfikacji. Do obrécenia uktadu wspétrzed-
nych macierzy o wymiarach M x N potrzebna jest macierz przeksztatcenia o wymiarach N x N. W tym
przypadku bedzie to macierz V' = [v;yvz] ztozona z wszystkich (dwéch) wektoréw witasnych macierzy C.
Transformacja uktadu wspétrzednych jest iloczynem macierzy

B=AV (24)

gdzie B jest nowa macierzg, w nowym uktadzie wspétrzednych.

Po dokonaniu transformacji otrzymamy wynik jak na rysunku 5. Musimy jeszcze wybra¢ punkt na osi
poziomej, ktéry dzieli wyniki na dwie klasy. W tak prostym przypadku mozna ten punkt wybra¢ ,na oko*,
cho¢ w literaturze dotyczacej klasyfikacji podawane sa wzory okreslajace potozenie linii rozdzielajacej klasy®.

Majac wyznaczong macierz przeksztatcenia V' mozemy przeksztatceniu (24) poddaé nowe (nie wery-
fikowane przez obserwatora) macierze danych pomiarowych zawierajace parametry pojazdéw ciezarowych
i dostawczych. Po wykonaniu przeksztatcenia (24) mozemy klasyfikowaé pojazdy z duzym prawdopodo-
bienstwem poprawnej klasyfikacji.

5Prawdopodobieristwo poprawnej klasyfikacji mozna ocenié¢ znajac doktadnie typ rozktadu, wyznaczajac parametry rozktadu
(np. wartosci $rednie oraz wariancje mas i rozstawdéw osi kazdej klasy w przypadku rozktadu normalnego).

5Mozna ta linie stosunkowo fatwo znalezé jako zbiér punktéw, w ktérych wartoéci funkcji gestosci prawdopodobienstwa
obu rozktadéw dwuwymiarowych s3 jednakowe i znajduja sie na prostej taczacej maksima obu rozkfaddw.
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Rysunek 5: Préba przed (po lewej) i po transformcaji uktadu wspétrzedych (po prawej).

A teraz napisz w C program, ktéry na podstawie ciggu uczacego zawartego w pliku 1ab07z03ucz.dat
wyznaczy macierz przeksztatcenia V' i zastosuje to przeksztatcenie do innego ciggu danych podanego jako
argument wejéciowy programu (np. pliku 1ab07z03proba.dat), a nastepnie zapisze przetransformowane
dane do pliku wyjsciowego out . dat. Ostatecznie wczytaj wynikowy plik do Matlaba i przedstaw na wykresie.

Szkielet programu znajdziesz w pliku 1ab07z03.c. S3 w nim wskazdwki dotyczace kolejnosci operacji
wykonywanych przez program, jednak nie jest to jedyna stuszna droga. Jesli umiesz ten program napisac
w inny sposdéb to napisz go inaczej (np. korzystajac z widokéw macierzy i wektoréw). Wazne jest zeby
program miat te same funkcje i poprawnie dziatat. Program ten bedzie nieco bardziej rozbudowany niz
inne programy pisane na tych zajeciach w jezyku C. Wymaga on zastosowania w jednym programie kilku
mechanizméw, ktdre znasz z poprzednich zaje¢ oraz kilka nowych opisanych dalej. S3 przyjmowanie ar-
gumentu wywofania, odczyt danych z pliku, obliczanie kowariancji, pobieranie danych ze standardowego
wejscia, wektory i macierze, wyznaczanie wartosci i wektordw wtasnych, mnozenie macierzy, zapis wynikéw
do pliku.

W przypadku probleméw z uruchamianiem programu testuj jego poszczegdlne fragmenty (od poczatku)
z podgladem zmiennych (wwatch w trybie debug) lub z wypisywaniem wynikéw na ekran. Wyniki poréwnuj
z wyliczonymi w Matlabie.

Ponizej znajduje sie opis funkcji, ktére po raz pierwszy pojawiaja sie¢ w tym zadaniu.

double gsl_stats_covariance (const double datal[], const size_t stridel,
const double data2[], const size_t stride2, const size_t n) wyznacza kowarian-
cje dwéch zestawdw danych zawartych w tablicach datal i data2 o dtugosci n wedtug wzoru
cov(zy) = >0, (z; — )(y; — y). Argumenty stridel, stride2 oznaczaja skok i przyjmij je jako
réwne 1.

gsl_eigen_symmv_workspace * gsl_eigen_symmv_alloc (const size_t n) allokuje pamieé¢ po-
trzebng do wyznaczania wartosci i wektoréw wiasnych. n jest rozmiarem macierzy kwadratowej,
ktérej wektory wiasne s3 wyznaczane. Zwraca wskaznik do zallokowanego obszaru pamieci typu
gsl_eigen_symmv_workspace.

void gsl_eigen_symmv_free (gsl_eigen_symmv_workspace * w) zwalnia miejsce przetrzeni zallo-
kowanej funkcja void gsl_eigen_symmv_alloc.

int gsl_eigen_symmv (gsl_matrix * A, gsl_vector * eval, gsl_matrix * evec,

gsl_eigen_symmv_workspace * w) oblicza wartosci i wektory wtasne symetrycznej rzeczy-
wistej macierzy A. Wartosci wtasne umieszcza w wektorze eval, a wektory wiasne w macierzy evec.
Korzysta z pamieci w przydzielonej wczesniej funkcja void gsl_eigen_symmv_alloc. Wartosci
wtasne nie s3 uporzadkowane. Wektor wiasny zapisany w n—tej kolumnie macierzy evec odpowiada
n—tej wartoéci wtasnej z wektora eval. Gwarantowana jest ortonormalno$é wektoréw wiasnych.
Wartoéci i wektory wtasne mozna sortowaé w réznym porzadk funkcja gsl_eigen_symmv_sort co
nie bedzie potrzebne w tym zadaniu.

W GSL-u dostepne s3 réwniez funkcje wyznaczjace wartosci i wektory wtasne macierzy Hermite'a


lab07z03ucz.dat
lab07z03proba.dat
lab07z03.c
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http://www.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_14.html. Do bardziej ogdlnych i wiek-
szych probleméw autorzy GSL-a zalecaja korzystanie z fortranowego pakietu LAPACK lub wers;ji
CLAPACK dla C.

int gsl_blas_dgemm (CBLAS_TRANSPOSE_t TransA, CBLAS_TRANSPOSE_t TransB,

double alpha, const gsl_matrix * A, const gsl_matrix * B, double beta,
gsl_matrix * C) funkcja mnozenia dw6ch macierzy. Wykonuje operacje C' = « op(A)op(B)+4C,
czyli skalar alpha razy macierz A (na ktérej wykonano operacje op()) razy macierz B (na ktorej
wykonano operacje op()) plus skalar beta razy macierz C. Wynik zostaje umieszczony w C. Przed
wykonaniem dziatah mozna wykonaé operacje op() na macierzach A oraz B. Mozliwe operacje to:
brak operacji, transpozycja macierzy, transpozycja ze sprzezeniem liczb zespolonych, a odpowiadaja-
ce tym operacjom wartosci parametru TransA to: CblasNoTrans, CblasTrans, CblasConjTrans.
Nie trzeba wypetniaé wczedniej macierzy C zerami, wystarczy, ze przyjmiesz beta réwne zero.

Na nastepne zajecia

Rozwigzywanie réwnan i uktadéw réwnan nieliniowych.


http://www.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_14.html
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