Metody numeryczne w elektrotechnice
Cwiczenie 8 — Rozwigzywanie réwnar i uktadéw réwnan nieliniowych
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Wstep

Na zajeciach zobaczycie jak wykorzysta¢ metody poszukiwania miejsce zerowych funkcji do badania
stabilnosci filtréw, rozwiazywania uktadéw zawierajacych elementy nieliniowe (np. diody) oraz oceny czasu
potrzebnego na zebranie odpowiedniej ilosci funduszy na koncie bankowym.

1 Badanie stabilnosci filtréw przez znalezienie biegunéw transmitancji — 2 pkt

Do miernika THD zaprojektowano analogowy filtr pasmowozaporowy 4—go rzedu (rys. 1) o transmitancji

L(s) 0,0001s* + 102

G = =
(5) M(s) _ 0,0001s% 10,0555 + 1052 + 5 + 1

(1)

stuzacy do ttumienia czestotliwosci sieciowej 50 Hz. Nalezy sprawdzi¢ czy filtr ten jest stabliny. Filtr stabilny
bedzie jesli wszystkie jego bieguny znajduja sie w lewej czesci ptaszczyzny zespolonej, t.j. czesci rzeczywiste
wszytkich biegunéw sa ujemne. Potozenie zer transmitancji nie wptywa na stabilno$¢. Bieguny transmitan-
cji to pierwiastki wielomianu M (s) znajdujacego sie w mianowniku transmitancji. Zera transmitancji to
pierwiastki wielomianu L(s) znajdujacego sie w liczniku transmitancji.
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Rysunek 1: Charakterystyki amplitudowo—czestotliwosciowa i fazowo—czestotliwosciowa rozpatrywanego filtra ana-
logowego (po lewej) i potozenie biegunéw (x) i zer (o) jego transmitancji.

W Matlabie pierwiastki wielomianu oblicza sie poleceniem roots. Potozenie biegunéw i zer mozna wyry-
sowa¢ poleceniem pzmap, ktdrej argumentami moze by¢ obiekt opisany badZ macierzami stanu A, B, C, D
albo licznikiem i mianownikiem transmitancji L, M. Charakterystyke systemu ciagtego mozna narysowac
poeleceniem freqgs, ktérej oprécz systemu mozna podaé wektor pulsacji, ktéry wygodnie jest generowaé
poleceniem logspace.

Wyznacz, w postaci liczb i w postaci wykresu, potozenia biegunéw i zer transmitancji (1). Nastepnie,
za pomoca polecenia c2dm, dokonaj konwersji tego filtra analogowego do postaci dyskretnej (czyli przekon-
wertuj go filtr cyfrowy) opisanej transmitancja zmiennej zespolonej z. Przyjmij czestotliwos¢ probkowania
rowna fs = 10 kHz (przy okazji przetestuj rézne sposoby dyskretyzacji obiektéw ciggtych udostepniane
przez polecenie c2dm). W wyniku dostaniesz wektory Lg i My wspbtczynnikdéw wielomianéw Lg(z) i My(2)
licznika i mianownika transmitancji dyskretnej. Przeksztat¢ licznik i mianownik do postaci transmitancji
specyficznej dla Control System Toolbox Matlaba za pomoca polecenia tf podajac okres prébkowania
Ts = 1/fs. Nastepnie narysuj pofozenie zer i biegunéw tej dyskretnej transmitancji na ptaszczyznie zmien-
nej zespolonej z za pomoca polecenia pzmap
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Woyznacz jak wczedniej pierwiastki licznika i mianownika (czyli zera i bieguny filtra). Oblicz moduty
biegunéw (czyli pierwiastkéw mianownika) i sprawdzZ czy filtr cyfrowy otrzymany przez dyskretyzacje filtra
analogowego jest nadal stabilny (nie musi tak by¢!). Jaki jest warunek stabilnosci filtra cyfrowego?

W celu poréwnania obu filtréw narysuj ich charakterystyki amplitudowo—czestotliwosciowe (czyli moduty
zespolonych odpowiedzi czestotliwosciowych filtréw) w jednym pétlograrytmicznym uktadzie wspétrzednych
(polecenie semilogx) tak jak pokazano na rysunku 2. Do obliczenia wartosci odpowiedzi czestotliwoscio-
wych uzyj polecen freqgs dla filtra analogowego i freqz dla filtra cyfrowego, zadajac w obu przypadkach
taki sam przedziat czestotliwosci. Do przeliczenia warto$ci wzmocnienia na decybele uzyj polecenia db.

Zaobserwuj wptyw zmniejszenia precyzji wspbtczynnikéw filtra cyfrowego (wektory Ly i My) na jego
odpowiedz czestotliwo$ciowa oraz na stabilnos¢. Poprzez zaokraglenie z pomoca funkgji round sprawdz ile
cyfr po przecinku musza mie¢ wspétczynniki filtra cyfrowego aby filtr ten byt jeszcze stabilny. Poleceniem
step sprawdz ksztatty odpowiedzi skokowych tego filtra dla przypadkéw stabilnych i niestabilnych.

Na koniec zobacz zrédfo funkcji roots poleceniem type i sprawdz jaka metoda wyznaczane s3 pier-
wiastki wielomianu.
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Rysunek 2: Potozenie biegunéw (x) i zer (o) transmitancji filtra cyfrowego (po lewej); poréwnanie odpowiedzi
czestotliwosciowych obu filtréw (po prawej).

2 Obliczanie pradu zrédta pradowego z tranzystorem NPN — 3 pkt

Na ryunku 3 pokazano najprostsze zrédto pragdowe wykorzystujace jeden tranzystor NPN. Prad kolektora
Ic (zrédfa) jest staty w dosé¢ duzym zakresie zmian rezystancji R¢c. Poniewaz jednak tranzystor zawiera
dwa ztacza pétprzewodnikowe, ktdrych opis jest nieliniowy, rozwigzanie takiego uktadu mozna wykonac
rozwigzujac uktad réwnan nieliniowych np. metoda Newtona—Raphsona.

Rysunek 3: Schemat najprostszego zrédta pradowego i model Ebersa-Molla tranzystora NPN.

Do opisu tranzystora pracujgcego w obszarze aktywnym wykorzystano model Ebersa—Molla pokazany
na rysunku 3 po prawej. Sktada sie z dwdch diod i dwéch sterowanych zrédet pradu. Jedna z diod w czasie
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pracy jest spolaryzowana w kierunku przewodzenia (prad ir), a druga w kierunku zaporowym (prad ig).
Zaleznosci taczace prady kolektora I i emitera Ir w modelu tranzystora z napieciem baza—kolektor Ve
i napieciem emiter—baza Vgp podano ponizej

. Ve . —VBC
irp =Igs(e ¥ —1) ip=1Ics(e 71 —1) (2)
IE:ipfaRiR Ic:apipfiR (3)

Znajac model zalezno$ci (2-3) i wartosci parametréw za pomoca metody weztowej mozna opisaé ukfad
trzema réwnaniami opisujacymi prady w weztach za pomoca trzech niewiadomych napie¢ weztowych Vg,
Ve, Vi jak ponizej

(E—-Vp)/Re+1c = Vp/Ri+Ig
(E—=Vc)/Re = Ic (4)
Ve/Re = Ig

Po podstawieniu zaleznosci (2-3) do (4) ukfad réwnan nieliniowych zapisuje sie jako

f1(Ve, Ve, Ve) = 0
f2(Ve,Ve,VE) = 0 (5)
f3(VC7VBaVE) - O
lub w postaci macierzowe;j
F(V)=0 (6)
gdzie V. = [ Vo Vg Vg ]T jest wektorem niewiadomych napie¢ wezfowych, natomiast F =

[ (V) f2(V) f3(V) ]T jest wektorem funkgji.

Metoda Newtona—Raphosona dla uktadéw n réwnan nieliniowych n zmiennych jest uogdlnieniem tej
samej metody szukania zer (przej$¢ przez zero) jednej funkcji jednej zmiennej!. Jest to metoda iteracyjna,
w ktérej kazdym kroku obliczne jest nowe przyblizenie rozwigzania V' i uktadu réwnan (6) dane zaleznoscia

Vi1 = Vi —J (Vi) F(Vk) (7)

gdzie J jest macierza Jacobiego obliczona dla Vi, czyli macierza pochodnych czastkowych funkcji F(V')
po wszystkich zmiennych

[ 0fi O0fi Ofi ]
Ve 0OVp OVg
J(V) _ af2 8f2 8f2 (8)

Ve 0V OVg

Ofs 0fs 0fs
Ve 0Vp 0OVg

Iteracyjne metody rozwigzywania uktaddéw réwnan nieliniowych s3 bardzo wrazliwe na wybér punktu
startowego. Uproszczona analiza obwodu z rysunku 3 pozwala na wybér punktu startowego Vg = 9, 5[V],
Vio = 8[V], Vo = 7,5[V] dla nastepujacych danych: Ips = 107 12[A], Ics = 2 107 12[A], Vo = 0,026[V],
arp =0,99, agp =0,5, Ry = 4[kQ], Ry = l[kﬂ], Rg = 5[1{9], Re = 100[9], E= 10[V].

Wyznacz w Matlabie metoda Newtona—Raphsona wartosci napie¢ weztowych, napie¢ Vg, Ve, pradéw
Ie, Ig, Ip. Sprawdz dla jakiego zakresu rezystancji Rc nie zmienia sie prad projektowanego zrédta Ic.
Znajdz inne punkte startowe, dla ktérych metoda iteracyjna nie bedzie zbiezna rysujac, wartosci zmiennych
(napie¢ weztowych) i wartosci funkcji f1, f2, f3 w kolejnych iteracjach. Sprawdz ile iteracji potrzeba dla
osiagniecia zadanej doktadnosci.

Do wykonania zadania najwygodniej zdefiniowa¢ funkcje F' i macierz J za pomoca komend Symbolic
Math Toolbox, a w kolejnych iteracjach jedynie obliczaé ich wartosci dla podstawionych wartosci zmien-
nych t.j. napie¢ wezfowych. Najpierw zadeklaruj zmienne symboliczne za pomoca polecenia syms (np.
syms VC VB VE). Nastepnie zdefiniuj analityczne postaci funkcji £1 £2 £3 zadeklarowanych zmiennych
(np. £1 = VE - VB). Ostatecznie zdefiniuj macierz Jacobiego zawierajace pochodne czastkowe wyznacza-
ne analitycznie poleceniem diff (np. diff(f1,VE)).

f(zg)
(k)

IDla jednej zmiennej reguta wyznaczania kolejnego przyblizenia rozwiazania jest nastepujaca 11 = =3 —
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Ze wzgledu na zmniejszenie ryzyka pomytki stosuj kolejne podstawienia, jak w zaleznosciach (2-3),
zamiast dtugich wzoréw opisujacych funkcje. Nastepnie w petli wykonuj kolejne iteracje, az norma wektora
F (V) bedzie mniejsza niz 10~°. Maksymalna liczbe iteracji ustal na 40. W kazdej iteracji wartosci liczbowe
F(V) i J(V) wyznaczaj komenda eval i podstawiaj do pomocniczych zmiennych, ktére wykorzystasz
do obliczenia wartosci liczbowych wektora napie¢ weztowych wedtug (7). Obliczone wartosci liczbowe
podstawiaj nastepnie pod zmienne VB, VC, VE, aby w kolejnej iteracji mozna byto ponownie zaktualizowaé
wartosci liczbowe F(V') i J(V).

Poczatkowe wartosci liczbowe (punkt startowy) wektora V' nadaj zmiennym tuz przed wejsciem do
petli iteracji. Jesli wszystko wykonasz poprawnie to wartosci zmiennych w kolejnych iteracjach powinny
zmienia¢ sie jak na rysunku 4 (mozesz otrzymal przeciwne znaki pojedycznych funkgji, ale nie wptywa
to na rozwiazanie zadania). W pliku 1ab08z02.m znajduje sie szkielet programu oraz wartosci elementéw
i parametréw modelu tranzystora.
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Rysunek 4: Wartosci funkeji w kolejnych iteracjach (po lewej) i wartosci zmiennych (napie¢ weztowych) w kolejnych
iteracjach (po prawej).

3 Analiza dochodéw na oprocentowanym rachunku bankowym — max 3 pkt

Typowym przyktadem nieliniowe] zaleznosci jest zalezno$¢ kwoty C' zgromadzonej na rachunku o opro-
centowaniu rocznym P przy regularnych (comiesiecznych) wptatach W od ilosci wptat N

P P N P N—-1
= 1+ — 1+ — 1+ —
C W+W<+12)+W(+12> + —|—W(+12) (9)

Czestym problemem jest okreélenie ilosci wptat IV, potrzebnych do zgromadzenia okreslonej iloé¢ pie-
niedzy C. Wykorzystujac wzér na sume szeregu

1+T+T2+T3+...+7‘N71:; (10)

i podstawiajac r = 1 4+ P/12 otrzymujemy

-+ )Y w P\"
CN) =Wy =125 ((1+12> —1) (11)

Problem znalezienia wartosci N dla ktérej C(N) = Cz, mozna sprowadzi¢ do rozwiazania nieliniowego
rownania C'(N) — Cz = 0 ze wzgledu na N. Przyjmujac wysoko$¢ comiesiecznego wktadu W = 1000,
i roczne oprocentowanie P = 11% = 0.11 oblicz ilu wptat N nalezy dokona¢, aby zgromdzi¢ srodki w
wysokosci Cy = 60000.

Do wykonania obliczen wykorzystaj Matlaba i funkcje biblioteki GSL. Najpierw w Matlabie rozwiaz zada-
nie, aby poznaé warto$¢ poszukiwanego pierwiastka réwnania. Zdefiniuj badana funkcje funkcje C(N)—Cy
za pomoca komendy inline podajac liste wszystkich czterech parametréw funkcji (pierwszym z parame-
térw jest zmienna N). Nastepnie rozwiaz réwnanie poleceniem fzero z punktu starowego Ny = 0, podajac


lab08z02.m
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wartosci parametréw W, P, C'z. Zadaj doktadno$¢ rozwiazania réwna 10~* i wiacz wypisywanie informacji
o kolejnych iteracjach za pomoca funkcji optimset (trzeba ustawié¢ opcje disp oraz tolX). Uzyskany
wynik wykorzystaj jako punkt odniesienia dla dunkcji GSL-a. Jak dtugo trzeba oszczedzaé, aby odtozy¢
zadang kwote?

Rozwigz to samo zadanie metodami bisekgcji, fegula falsi oraz Brenta wykorzystujac funkcje biblioteki
GSL. Poréwnaj zbiezno$¢ tych metod na podstawie iloéci iteracji, dla zadancyh warto$ci btedu wzglednego
i bezwzglednego 10~%. Szkielet programu znajduje sie w pliku 1ab08z03.c. Zawiera on definicje badane;
funkcji oraz jej pochodnych, ktére nie s3 wykorzystywane przez wymienione metody). Uzupetnij brakujace
elmenty programu zgodnie z ponizszym opisem niezbednych funkgcji.

Dziatanie algorytméw GSL-a do poszukiwania pierwiastkéw sktada sie z 3 etapdw:

1. inicjalizacja stanu solvera s dla algorytmu T
2. aktualizacja (update) stanu solvera s dla aktualnej iteracji
3. sprawdzenie s pod katem zbieznosci i jesli potrzeba powtdrzenie iteracji

Solvery ograniczajace przedziat poszukiwan (ang. root bracketing solvers) przechowuja stan w strukturze
gsl_root_fsolver, a solvery wykorzystujace réwniez pochodne funkcji przechowuja stan w strukturze
gsl_root_fdfsolver. Uzytkownik musi wczesniej zdefiniowaé badana funkcje i ewentualnie jej pochodne.

gsl_root_fsolver * gsl_root_fsolver_alloc (const gsl_root_fsolver_type * T) zwraca
wskaznik do solvera typu (metody) T. Przykfadowe uzycie to przygotowanie struktury s solvera
wykorzystujagcego metode bisekgji:
const gsl_root_fsolver_type * T = gsl_root_fsolver_bisection;
gsl_root_fsolver * s = gsl_root_fsolver_alloc (T);
Sprawdz w dokumentacji GSL-a jak nazywaja sie inne typy (metody) rozwigzywania réwnan, ktére
masz wykorzysta¢ w tym zadaniu.

int gsl_root_fsolver_set (gsl_root_fsolver * s, gsl_function * f, double x_lower,
double x_upper) funkcja inicjalizuje solver s do uzycia zdefiniowanej przez uzytkownika f dla
poczatkowego przedziatu poszukiwan od x_lower do x_upper.

void gsl_root_fsolver_free (gsl_root_fsolver * s) zwalnia pamieé uzywang przez solver s.

int gsl_root_fsolver_iterate (gsl_root_fsolver * s) funkcja wykonuje pojedyn-
cza iteracje solvera s. W przypadku nieoczekiwanego btedu (np. natrafienia na oso-
bliwoé¢ funkcji) zwraca kody btedéw opisane w dokumentacji. Przyktad wykorzystania
status = gsl_root_fsolver_iterate (s);. Solver s przechowuje informacje o aktualnej
estymacie rozwigzania oraz o nowych granicach przedziatu w ktérym znajduje sie minimum.
Informacje te mozna uzyska¢ za pomocg ponizszych funkgji:

double gsl_root_fsolver_root (const gsl_root_fsolver * s) zwraca estymate rozwigzania
w obecnej iteracji.

double gsl_root_fsolver_x_lower (const gsl_root_fsolver * s) zwraca nowa wartos¢ dolne-
go konca przedziatu w ktérym poszukiwane jest rozwigzanie.

double gsl_root_fsolver_x_upper (const gsl_root_fsolver * s) zwraca nowa wartos¢ gorne-
go konca przedziatu w ktérym poszukiwane jest rozwiagzanie.

int gsl_root_test_interval (double x_lower, double x_upper, double epsabs, double
epsrel) sprawdza zbieznos¢ w przedziale od x_lower do x_upper z btedem absoultnym
epsabs i wzglednym epsrel. Jesli zadana doktadno$¢ zostanie osiggnieta to funkcja zwra-
ca GSL_SUCCESS, w przeciwnym razie zwraca GSL_CONTINUE. Przyktad wykorzystania to
status = gsl_root_test_interval (N_lo, N_hi, le-4, le-4).

Na koniec rozwiaz problem za pomoca metod wykorzystujacych pochodne analizowanej funkcji np. me-
toda Newtona, Siecznych lub Steffensona. Pochodne s3 juz zdefiniowane w szkielecie programu. Opis nie-
zbednych dziatanh oraz przyktadowe programy s3a dostepne pod adresem http://www.gnu.org/software/
gsl/manual/gsl-ref_31.html1#SEC418.


lab08z03.c
http://www.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_31.html#SEC418
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Na nastepne zajecia

Optymalizacja funkgji, szukanie miniméw funkcji jednej i wielu zmiennych. Metody przeszukiwania
siatki, ztotego podziatu i bisekcji do szukania minimum w kierunku. Metody gradientowe i bezgradientowe,
newtonowskie, wykorzystujace hesjan. Kryteria zakonczenia obliczen. Ograniczenia obszaru poszukiwan.
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