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Wstep

Na zajeciach poznasz typowe problemy zwigzane z minimalizacjg funkgji jak réwniez kilka typowych
zastosowan minimalizacji.

1 Szukanie minimum funkcji jednej zmiennej — 3 pkt

Podczas rozruchu pradnicy napedzanej silnikiem wyznaczono kat skrecenia watu taczacego pradnice
i silnik. Ze wzgledu na mozliwo$¢ ukrecenia watu konieczne jest okreslenie maksymalnego i minimalnego
kata skrecenia i sprawdzenie czy katy te nie przekraczaja wartosci dopuszczalnych. Przebieg kata skrecenia
« watu w funkgji czasu jest opisany zaleznoscia

a(t) = A+ Be ¢ — De P! (cos(Qt) — Fsin(Qt)) (1)

i zostat pokazany na rysunku 1. Wartosci parametréw s3 nastepujace: A = 0,0478, B = 0,376, C =
0,3823, D =0,424, F = 10,1923, F = 0,01398, 2 = 10, 51.
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Rysunek 1: Przebieg czasowy skrecenia watu podczas rozruchu uktadu silnik—pradnica.

Wyznacz warto$¢ minimalng i maksymalng kata skrecenia «(t) w przedziale czasu od 0 do 8 sekund
przy pomocy funkcji biblioteki GSL. Szkielet programu znajduje sie w pliku 1ab09z01 . c. Dodaj brakujace
czesci programu i dla zadanego w programi przedziatu poszukiwania minimum (0,1 do 6,8) przeprowadz
minimalizacje metodami Brenta i ztotego podziatu (ang. golden section). Zauwaz, ze obie metody, po-
mijajac rézna ilos¢ iteracji znajduja inne minimum. Czy, ktére$ z nich jest minimum globalnym? Teraz
wykonaj maksymalizacje zmieniajac znak funkcji celu przez zmiane wartosci zmiennej params.Sign z 1
na —1. Dziatanie programu konczy sie btedem, w ktérym GSL informuje uzytkownika, ze zadany przedziat
poszukiwania minimum nie zawiera minima, co jest nieprawda, gdzyz zawiera ich kilka. Na rysunku 1 wida¢,
ze funkcja celu 1 posiada wiele ekstreméw (zaréwno miniméw jak i maksiméw). Jak widzisz, obie testo-
wane metody s3 jedynie metododami poszukiwania minimum lokalnego. Aby metody te dziataty dobrze
nalezy tak dobra¢ krance przedziatu poszukiwania minimum, zeby wewnatrz tego przedziatu znajdowato
sie doktadnie jedno minimum. Obiema w.w. metodami sprawdz warto$c minimalna i maksymalng skrecenia
a(t) po uprzednim ograniczeniu obszaru poszukiwan, tak aby zawierat tylko jedno ekstremum globalne.
Poréwnaj ilos¢ iteracji obydwu metod.

Sposéb korzystania z funkcji minimalizujacych funkcje celu jednej zmiennej w GSL-u jest podobny do ko-
rzystania z funkcji znajdujacych pierwiastki funkcji. Algorytmy poszukiwania minimum poszukuja minimum
w ograniczonym przedziale i wraz ze zblizeniem sie do minimum zawezajg szerokos$¢ przedziatu. W wiek-
szosci przypadkéw jesli w przedziale znajduje sie wiecej niz jedno minimum, nie otrzymamy ostrzezenia.
Znajdowane jest tylko jedno minimum. Obliczenia maja nastepujacy przebieg:
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1. inicjalizacja stanu minimizara s dla algorytmu T

2. aktualizacja (update) stanu minimizera s dla aktualnej iteracji

3. sprawdzenie s pod katem zbieznosci i jedli potrzeba powtdrzenie iteracji
Ponizej znajduje sie opis niezbednych funkgji:

gsl_min_fminimizer * gsl_min_fminimizer_alloc (const gsl_min_fminimizer_type * T)
zwraca wskaznik do nowego minimizera wykorzystujacego algorytm T. Przyktadowe uzycie to
przygotowanie minimizera s wykorzystujacego metode ztotego podziatu odcinka:
const gsl_min_fminimizer_type * T = gsl_min fminimizer_goldensection;
gsl_min_fminimizer * s = gsl_min_fminimizer_alloc (T); Sprawdz w dokumentacji
GSL-a jakie inne algorytmy sa dostepne.

int gsl_min_fminimizer_set (gsl_min_fminimizer * s, gsl_function * f, double x_minimum,
double x_lower, double x_upper) funkcja inicjalizuje minimizer s dla funkcji celu £ i prze-
dziatu poszukiwan od x_lower do x_upper.

void gsl_min_fminimizer_free (gsl_min_fminimizer * s) zwalnia pamieé wykorzystana przez
minimizer s.

int gsl_min_fminimizer_iterate (gsl_min_fminimizer * s) funkcja wykonuje pojedynczj itera-
cje minimizera s. W przypadku probleméw zwracane sa kody btedu GSL_EBADFUNC lub GSL_FAILURE.
Minimizer s przechowuje informacje o postepie obliczen. Do uzyskania tych informacji stuza ponizsze
funkcje:

double gsl_min_fminimizer_x_minimum (const gsl_min_fminimizer * s) zwraca obecng esty-
mate potozenia minimum.

double gsl_min_fminimizer_x_upper (const gsl_min_fminimizer * s) zwraca nowa wartosé
dolnego konca przedziatu poszukiwan minimum.

double gsl _min_fminimizer_x_lower (const gsl min_fminimizer * s) zwraca nowa wartos$é
gbérnego konca przedziatu poszukiwan minimum.

double gsl_min_fminimizer_f_minimum (const gsl_min_fminimizer #*s) zwraca wartos¢ funkgji
celu dla obecnej estymaty potozenia minimum.

int gsl_min_test_interval (double x_lower, double x_upper, double epsabs, double epsrel)
sprawdza zbiezno$¢ w przedziale od x_lower do =x_upper z btedem absoultnym epsabs
i wzglednym epsrel. Jedli zadana doktadno$¢ zostanie osiggnieta to funkcja zwra-
ca GSL_SUCCESS, w przeciwnym razie zwraca GSL_CONTINUE. Przyktad wykorzystania to
status = gsl_min_test_interval (N_lo, N_hi, le-4, le-4).

GSL udostepnia réowniez metody minimalizacji funkcji wielu zmiennych.

2 ldentyfikacja parametréw obiektu dynamicznego przez dopasowanie krzywej do
punktéw czyli regresje nieliniowg — 2 pkt

Na rysunku 2 pokazano zarejestrowang odpowiedz skokowg obiektu oscylacyjnego drugiego rzedu. Od-
powiedz sktada sie z N probek wartosci wyjscia y; w chwilach czasowych t; i zawiera pewng zawartos¢
zaktécen losowych. Zadanie identyfikacji parametréw obiektu mozna sprowadzi¢ do dobrania takich para-
metréw A, B, C, D, E modelu

ym(t) = A — Be “'sin(Dt + E) (2)

dla ktérych jego odpowiedz jest najlepiej, w sensie najmniejszej sumy kwadratéw, dopasowana do zarejestro-
wanej odpowiedzi obiektu. Jest to w pewnym sensie aproksymacja sredniokwadratowa, przy czym funkcja
aproksymujaca jest nieliniowa wzgledem parametréw. Dobér parametréw modelu odbywa sie poprzez mi-
nimalizacje wskaznika jakosci J, bedacego suma kwadratéw odchytek odpowiedzi modelu od odpowiedzi
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obiektu. Wskaznik jakosci nazywany jest réwniez funkcja celu (ang. goal function) lub funkcja btedu.
Zadanie minimalizacji mozna zapisac jako

N

mén J(z, t,y) = mwinz (ym(ts, x) — y:)* (3)
i=1

gdzie = jest wektorem poszukiwanych parametréw = A B C E D |T.
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Rysunek 2: Zarejestrowana odpowiedz obiektu i dopasowana do niej odpowiedZz modelu.

Do wyznaczania parametréw mozna wykorzysta¢ procedury optymalizacyjne 1sqnonlin i fminunc za-
implementowane w Optimization Toolbox Matlaba. Zapoznaj sie z opisem tych funkcji. Procedura fminunc
implementuje wiele r6znych algorytméw (m.in. BFGS, DFP) minimalizacji bez ograniczen. Funkcja opisuja-
ca wskaznik jakosci ma zwraca¢ sume kwadratéw odchytek Zi\il (ym(t;,z) — y:)>. Procedura 1sqnonlin
wykorzystuje metode minimalizacji Levenberga—Marquardta, ktére jest przeznaczona jedynie do rozwia-
zywania probleméw najmniejszej sumy kwadratéw. Z tego powodu funkcja opisujaca wartos¢ wskaznika
jakosci ma zwraca¢ wektor odchytek ym — y, a nie jak poprzednio sume kwadratéw odchytek.

Dla przyktadu podaje sposéb wywotania funkcji 1sqnonlin:

x = lsqgnonlin(’wsk_jakosci’, x0, 1lb, ub, options, t, y), gdzie ’wsk_jakosci’ jest nazwa
funkcji zwracajacej wartosc funkcji celu, x0 jest punktem startowym, 1b, ub to wektory opisujace do-
puszczone przedziaty zmiennosci wyznaczanych parametréw x, options to struktura zawierajaca opcje
pracy procedury minimalizacyjnej (np. zadane dokfadnosci, kryteria zakoriczenia, wybdr algorytmu), t, y
to opcjonalne parametry funkcji celu lub modelu. Jesli zamiast wektoréw 1b, ub podasz [], [] to wymu-
sisz minimalizacje bez ograniczen. Jedli zamiast options podasz [] to zostang uzyte domyslne ustawienia
procedur. Ostatnie dwa parametry t, y nie sa obowigzkowe, ale czesto bywaja potrzebne, moze ich by¢
wiecej niz 2. x jest wektorem poszukiwanych parametréw i jest zwracany dopiero po zakonczeniu wszystkich
iteracji.

Strukture zawierajacg opcje minimalizacji tworzy sie za pomocy funkcji optimset np.
options = optimset(’MaxIter’,500). Poszczegdlne elementy stuktury options mozna potem mo-
dyfikowa¢ w nastepujacy sposob: options.MaxIter = 600. Zapoznaj sie z opisem funkcji optimset oraz
zestawem mozliwych ustawien.

Wyznacz w Matlabie wartosci parametréw modelu. Niezbedne bedzie do tego napisanie programu gtow-
nego oraz dwdch funkcji Matlaba w osobnych plikach: (1) zwracajacej wartos¢ minimalizowanej funkgji
celu, (2) zwracajacej wartos¢ wyjscia modelu. Program gtowny uzywa jednej z opisanych wyzej funkcji
lsqnonlin lub fminunc, ktére wywotuja funkcje (1), ktéra wywotuje funkcje (2). Program ma rysowaé
odpowiedZ modelu ym na tle zarejestrowanej odpowiedzi obiektu y za pomoca polecenia drawnow. Dane
(wektory wartosci i czasu) znajduja sie w pliku 1ab09z02 . mat.

Minimalizowana funkcja celu zalezy od pieciu parametréow. Ustal punkt startowy x0 czyli poczat-
kowe wartoséci wszystkich parametréow réwne 1. Wiacz diagnostyke i wypisywanie informacji o poste-
pie obliczen w kolejnych iteracjach (opcje options.Diagnostics i options.Display). Przeprowadz
minimalizacje metoda Levenberga—Marquardta oraz metodami zmiennej metryki BFGS i DFP (opcja
options.HessUpdate). Zapisz ilos¢ iteracji i ilos¢ obliczen funkgji celu potrzebnych do osiagniecia mini-
mum oraz warto$¢ funkcji celu w ostatniej iteracji. Ktéry warunek zakonczenia obliczen zostat spotniony
w réznych metodach? Wyjasnij co znacza poszczegdlne informacje zwracane przez procedure optymaliza-
cyjna w kolejnych iteracjach. Sprawdz czy wybér punktu startowego réwnego [5 5 5 5 5]’ wptywa na
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iloSc iteracji oraz na wartosci wyznaczanych parametréw. Jesli tak, to dlaczego pomimo réznych warto-
$ci parametréw lub parametru otrzymujemy identyczna odpowiedz modelu jak przy poprzednim punkcie
startowym [1 1 1 1 1]°7

3 Wyznaczanie fazy i czestotliwosci przebiegu okresowego, minimalizacja z ogra-
niczeniami, pochodne funkgcji celu — 3 pkt

Przyktadem zadania optymalizacji jest estymacja fazy i czestotliwosci podstawowej harmonicznej na
podstawie rejestracji odksztatconego przebiegu okresowego. Tu réwniez stosowanym kryterium jest suma
kwadratéw odchytek przebiegu przyblizajacego przebieg zarejestrowany od przebiegu zarejestrowanego. Jesli
przyja¢ znang amplitude A sygnatu, to optymalizacja polega na znalezieniu minimum funkcji celu dwoch

zmiennych:
N

S(w, ) =Y (yi — Asin(wt; +¢))° (4)
i=1
gdzie w — pulsacja sygnatu, ¢ — faza sygnatu wzgledem poczatku prébkowania, y; — i—ta prébka czasowa
zarejestrowanego sygnatu w chwili ¢;. Jako ze funkcja celu (4) jest funkcja jedynie dwéch zmiennych, to
mozna ja przedstawi¢ w postaci wykresu (rysunek 3) i analizowa¢ wizualnie przebieg optymalizacji.
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Rysunek 3: Wartosci funkcji celu (4).

Funkcja celu jest dana wzorem analitycznym (4) co pozwala na wykorzystanie informacji o pochodnych
funkcji celu w niektérych (gradientowych) metodach optymalizayjnych!.

W éwiczeniu tym sprawdzisz m.in. jak wykorzystanie analitycznej postaci pochodnych wptywa na zbiez-
no$¢ metod optymalizacyjnych. Sprawdzisz réwniez niepozadane skutki istnienia wielu miniméw w obszarze
poszukiwan minimum.

Matlab udostepnia wiele metod optymalizacyjnych. My skoncentrujemy sie na dwéch z nich. fminunc
wykorzystana w poprzednim zadaniu procedura minimalizacji bez ograniczen oraz fmincon procedura mini-
malizacji z ograniczeniami. Obie, pomimo odmiennej sktadni wywotania, pozwalaja na podanie analitycznie
wyznaczonego gradientu:

oS
G o 5
w =
(w, ) o5 (5)
I

W przypadku gdy nie dysponujemy zaleznoscia analityczna gradientu (np. gdy znamy funkcje celu w postaci zbioru jej

wartosci), wtedy pochodne funkcji wyznacza sie na podstawie ilorazéw réznicowych
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Metody te moga wykorzystywa¢ algorytmy duzej skali (bez minimalizacji kierunkowej, z ktérej rezygnuje
sie ze wzgledu na dtugi czas obliczer w problemach o duzej liczbie wymiaréw) lub algorytmy $redniej skali
(wykorzystujace minimalizacje kierunkowa).

Matlabowskie metody optymalizacji dobieraja stosowany algorytm na podstawie podanych opcji opty-
malizacji, jednak w zgodzie z wymaganiami algorytmu, co czasem nie jest zgodne z wolg uzytkownika.
Wynika to z faktu, iz niektére z metod nie pozwalaja na rozwigzanie probleméw pewnych klas lub uzyt-
kownik nie dostarczyt wymaganych informacji. Np. wybér algorytmu stosowanego przez polecenie fmincon
zalezy od rodzaju podanych ograniczen oraz dostepno$¢ analitycznego gradientu funkgcji celu.

fminunc oraz fmincon automatycznie wybieraja najszybsze algorytmy duzej skali (odmiany metody
regionu zaufania, opisanej w wyktadzie), jesli uzytkownik dostarczy gradient w postaci analitycznej i usta-
wit opcje GradObj=’on’ oraz nie ustawit opcji LargeScale=’off’. Gdy Matlab nie moze zastosowa’
najlepszego algorytmu, wtedy zmienia metode na inng i zgtasza informacje o wybranej metodzie oraz przy-
czynie takiego wyboru. Jedli mimo dostarczenia gradientu chcemy wykorzystaé algorytm Sredniej skali trzeba
ustawi¢ w opcjach options.Large.Scale = ’off’. Mozliwe jest takze dostarczenie przez uzytkownika
analitycznej postaci hesjanu, o czym informujemy procedure wtaczajac options.Hessian = ’on’.

Wybér konkretnego algorytmu $redniej skali zalezy od wartosci options.HessUpdate, ktéra moze
przyjaé¢ wartoéci bfgs, dfp, steepdesc, gdzie dwie pierwsze to metody zmiennej metryki, a ostatnia to
najprostsza metoda najwiekszego spadku, charakteryzujaca sie najwolniejsza zbieznoscig ze wzgledu na
niewykorzystywanie Hesjanu. Opcja options.HessUpdate ma zastosowanie tylko w algorytmach $rednie;
skali.

Szkielet programu znajduje sie w pliku 1ab09z03.m. W pliku 1ab09z03.mat zapisane zostato okoto 5
okreséw napiecia fazy R pola 110 kV pewnej krakowskie]j rozdzielni NN/SN. Znajduja sie w nim wektory
wartosci napiecia y i czasu t. Napisz funkcje zwracajaca wartosé¢ funkgji celu S(w, @) oraz jej gradient
G(w, ¢) w nastepujacej kolejnosci [S, G] = function(x,t,y). Przyjmij amplitude A réwng maksymal-
nej wartosci sygnatu.

Do wyznaczenia analitycznej postaci gradientu mozesz wykorzysta¢ Symbolic Math Toolbox (patrz
poprzednie zajecia) lub wyznaczyé wzory na pochodne recznie. Do funkcji obliczajacej wartosé¢ funkgji
celu dopisz rysowywanie przebiegéw zarejestrowanego i przyblizajagcego w kazdej iteracji jak na rysunku
4 (patrz poprzednie zadanie). Na kofcu programu gtéwnego dodaj rysowanie przebiegéw wykresu funk-
cji celu (polecenie contour) jak na rysunku 3. Jesli w kazdym wywotaniu funkcji wyznaczajacej funkcje
celu dopiszesz odczyt (load), a nastepnie zapis (save) macierzy ztozonej z wektoréw wyznaczaych pa-
rametréw w kolejnych iteracjach, to bedziesz mégt wyrysowa¢ na w.w. wykresie kolejne kroki procedury
optymalizacyjne;.
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Rysunek 4: Przyktadowe przyblizenia (przerywana) sygnatu zarejestrowanego (ciagta) w trzeciej i ostatniej iteracji.

Przyjmij punkt startowy 79 = [ wo o |7 = 302 1,2 |7 Wiacz nastepujace opcje procedury opty-
malizacyjnej: diagnostyka, wyswietlanie informacji o iteracjach, analityczny gradient funkgji, algorytm sred-
niej skali, metoda najwigkszego spadku. PrzeprowadZ minimalizacje z wykorzystaniem procedury fminunc.
Otrzymane wyniki nie s3 poprawne, a zastosowana metoda przeskakuje tam i z powrotem pomiedzy réznymi
dolinami nie osiggajac minimum. Wynika to z faktu wyboru kierunku najlepszego spadku, bez uwzglednie-
nia informacji o lokalnej wypuktosci funkcji zawartej w Hesjanie. Na wykresie funkcji celu mozna zobaczyé,
ze algorytm zbtadzit, mimo iz punkt startowy znajdowat sie blisko wtasciwego minimum.

Poeksperymentuj z réznymi innymi punktami startowymi i zobacz, ze wyniki nie zawsze s3 poprawne.
Przetestuj lepsze algorytmy $redniej skali (DFP, ten ma kiepska zbiezno$¢ bo krazy wokét minimum, lub
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BFGS najlepszy skali $redniej). Poréwnaj ilo$¢ obliczen funkgji celu przy gradiencie analitycznym lub przybli-
zonym numerycznie. Na koniec poréwnaj liczbe iteracji w metodzie BFGS z liczba iteracji algorytmu duzej
skali (trust-region). Czy w lepszych metodach wyznaczona czestotliwos$¢ jest poprawna? Czy wyznaczone
przesuniecie fazowe zostato wyznaczone prawidtowo, uzasadnij?

Teraz wykorzystaj procedure fmincon minimalizacji z ograniczeniami do rozwigzania tego samego pro-
blemu. Na poczatek zastosuj algorytm $redniej skali, a nastepnie duzej skali (trust-region-reflective). Tu nie
ma juz zastosowania opcja options.HessUpdate, bo w skali $redniej stosowana jest metoda SQP (opi-
sana w wyktadzie). Ograniczenia dobierz na podstawie wizualnej oceny pofozenia minimum na wykresie
funkcji celu. Aby mie¢ pewnos¢, ze algorytm bedzie zbiezny do witasciwego minimum, obszar poszukiwan
powinien by¢ tak dobrany, zeby funkcja celu w tym obszarze byta unimodalna czyli zawierata tylko jedno
minimum. Sprawdz czy wyfaczenie algorytmu duzej skali lub wytaczenie gradientu wptywa teraz na po-
prawno$¢ wynikéw. Pordéwnaj czas obliczen, liczbe iteracji i obliczen funkcji celu w powyzszych warunkach.
Zobacz (w powiekszeniu) kroki algorytmu duzej i $redniej skali.
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Rysunek 5: Przyktad kolejnych iteracji w minimalizacji funkcji celu z zadania 3 réznymi metodami: po lewej algorytmy
$redniej skali, po prawej algorytmu duzej skali, u géry minimalizacja bez ograniczen, a u dotu z ograniczeniami, w
kazdym przypadku stosowany jest inny algorytm.

Na nastepne zajecia

Algorytmy genetyczne.
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