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Wstep

Poznasz numeryczne sposoby rozwiazywania réwnan (i uktadéw réwnan) rézniczkowych zwyczajnych
w Simulinku, Matlabie i w C.

1 Najprostszy obwéd RL — 2 pkt

Aby zrozumie¢ spos6b w jaki pakiety symulacyjne (jak Simulink) wyznaczaja przebiegi sygnatéw (zmien-
nych stanu) uktadéw dynamicznych najpierw rozwiaz na papierze najprostsze zadanie metoda Eulera. Wy-
znacz przebiegi pradu i(t) w szeregowym obwodzie RL pokazanym na rysunku 1 po zamknieciu wyfacznika.

R A

Rysunek 1: Szeregowy obwéd RL.

Obwdéd ten mozna opisaé réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu?

di
L i =F 1
7 + Ri (1)
co mozna przeksztatci¢ do postaci
di 1
—=—(F—Ri 2
= (B~ Ri) )

lub ogdlniej?, przyjmujac = za i (prad i jest funkcja czasu i(t))

dx

o = f(t,) 3)
Podstawiajac do (3) iloraz r6znicowy w w miejsce pochodnej % po przeksztatceniu otrzymujemy

iteracyjny wzér Eulera na kolejng wartos¢ zj41

1 = Tk + hf(te, zr) (4)

gdzie h jest krokiem catkowania, a k jest numerem kroku (t; = kh). Wida¢, ze niezbedna jest znajomos¢
warunku tzw. poczatkowego czyli xo = x(tp).

W tym przypadku krok catkowania ma wymiar czasu i jest przedziatem czasu, co jaki wyznaczone
zostang kolejne wartosci (prébki) pradu. Natomiast kolejne wartosci przebiegu pradu opisane sa réwnaniem

, ) E—-Ri
U1 = U + th (5)

! Jedno réwnanie wyzszego rzedu (np. obwéd RLC opisany jest réwnaniem rzedu drugiego) przeksztalca sie do postaci
uktadu réwnan rzedu pierwszego, otrzymujac réwnanie stanu, jak na wczesniejszych zajeciach. Réwnanie stanu z macierza
stanu jest po prostu uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

2W ogdlnym przypadku = moze by¢ wektorem ztozonym z wielu zmiennych stanu.
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Przyjmujac wartosci E = 10 V, L = 2 H, R = 4 Q i warunek poczatkowy ig = i(t = 0) = 0 A
oblicz na papierze wartosci pradu w pierwszych 10—ciu krokach dla h = 0,1, w pierwszych 5—ciu krokach
dla h = 0,2. Podaj na koncu warto$¢ pradu po 1 sekundzie od zamkniecia przetacznika. Dodatkowo,
korzystajac czesciowo z obliczonych krokéw oblicz wartoé¢ pradu po pierwszej sekundzie gdy w pierwszych
6 krokach przyjate§ h = 0,1, a dalej juz h = 0,2. Poréwnaj wyniki i uzasadnij réznice. Wyniki zapisuj
z dokfadnoscia do 4 miejsc po przecinku, a w obliczeniach powiniene$ korzystaé z wiekszej. Najtatwiej
zrobi¢ to w Matlabie wykorzystujac fakt, ze za kazdym razem w linii polecen Matlaba wynik umieszczany
jest w zmiennej ans, ktéra mozesz wykorzystaé w iteracyjnych obliczeniach wykonanych recznie.

Dowiedziates sie jak dziata najprostsza metoda catkowania réwnan rézniczkowych. Istnieje wiele innych
metod, doktadniejszych, czesto dziatajacych wolniej i znacznie bardziej skomplikowanych (patrz wyktad).
Waznym spostrzezeniem powinno byé, ze kompromis pomiedzy doktadnoscia obliczen mozna uzyskaé zmie-
niajac dynamicznie krok catkowania. W miejscach gdzie zmiany zmiennych stanu sg duze, nalezy zmniejszaé
krok catkowania dla zwiekszenia doktadnosci, a w miejscach o matych zmianach wydtuzy¢ krok catkowania
dla przyspieszenia obliczen bez znacznej starty doktadnosci.

Jak widzisz rozwigzanie tego zadania wymagato wyprowadzenia réwnan opisujacych obwdd. Simulink
stuzy do symulacji obiektéw dynamicznych i na podstawie modelu sam tworzy te réwnania i rozwigzuje.
Problemem jest za to zbudowanie z dostepnych blokéw modelu® analizowanego obiektu, lecz to zagadnienie
wykracza poza ramy tego przedmiotu. Tutaj pokazany zostanie najprostszy przyktad.

Przenies$ ten przyktad do Simulinka. Otwérz nowy model. Przenie$ na niego nastepujace bloczki z bli-
blioteki Simulinka: Sources/Constant, Sinks/Scope, Continous/Integrator, Math/Sum i dwukrotnie
Math/Gain. Constant bedzie odpowiadat napieciu E. Kliknij na nim dwukrotnie i podaj wartos¢ 10. Blocz-
ki Gain to wzmocnienie. Jeden z nich odpowiada rezystancji R i ma mie¢ wartosc 4, a drugi odwrotnosci
indukcyjnosci L i ma mie¢ warto$¢ 1/2. Integrator to blok catkujacy, dzieki ktéremu z pochodnej pradu
% otrzymasz prad i(t).

Teraz potacz wejscia i wyjscia bloczkéw tak, aby odwzorowaé réwnanie (2). Zacznij od bloku Sum
ktéry odzwierciedla sume w liczniku (2). Ustaw ,,minus" na wejsciu, na ktére podasz iloczyn Ri, a ,,plus”
na wejéciu E. Do wyjscia bloku Sum podtacz wejscie bloku Gain odpowiadajacemu 1/L. Na wyjsciu tak
potaczonych blokéw jest pochodna pradu %. Pochodnga scatkuj podajac ja na wejécie bloku Integrator.
Na wyjsciu otrzymate$ prad i. Podaj prad na wejscie drugiego bloku Gain, aby na jego wyjsciu otrzymad
iloczyn Ri, ktéry podasz na wolne wejscie (z ,minusem*®) bloku Sum. Dotacz na wejscie sumatora blok
Constant odpowiadajacy napieciu E. Aby zobaczyé na wykresie przebieg pradu i podtacz blok Scope do
wyjscia bloku Integrator.

Otwoérz (z menu) okno Simulation Parameters z ustawieniami symulacji. Czas zakonczenia symulacji
ustaw na 2 sekundy. W opcjach solvera wybierz typ algorytmu catkowania Fixed-step (statokrokowy)
i algorytm odel (Eulera). Ustaw krok catkowania na 0,2. Kliknij dwukrotnie na bloku Scope aby otworzy¢
okno wykresu. Uruchom symulacje. Poréwnaj wynik z uzyskanym wczesniej na papierze. Otwérz parametry
wykresu i w zaktadce Data history wytacz ograniczenie pamigtanych danych do 5000 prébek. Teraz, dla
zwiekszenia doktadnosci symulacji, ustaw krok catkowania 0,00001 i zobacz jak dtugo potrwa symulacja.
Wybierz algorytm catkowania ode4 (Rungego—Kutty) i powt6rz symulacje. W tym przypadku nie widaé
znaczacej réznicy w predkosci dziatania. Zmien rodzaj algorytmu na zmiennokrokowy Variable-step
i ustaw maksymalna dtugos¢ kroku na auto, a minimalng na 0,00001. Zobacz jak dtugo trwa symulacja.

Jak widzisz, bez gérnego ograniczenia kroku catkowania symulacja trwa bardzo krétko (w tym przypad-
ku nawet przy zwiekszeniu zadanej doktadnosci do le-15). Dlatego wskazane jest uzywanie algorytméw
zmiennokrokowych. W przypadku ukfadéw sztywnych, opisanych Zle uwarunkowana macierza Jacobiego,
warto korzystaé z algorytmdéw zmiennokrokowych oznaczonach jako stiff.

Teraz zbuduj model szeregowego uktadu RLC, o dwdch zmiennych stanu (prad cewki i napiecie kon-
densatora) i wyznacz przebiegi tych zmiennych w Simulinku. Przyjmij wartoéci E =10V, L =2H, C =2
F, R = 2 ) oraz zerowe warunki poczatkowe.

2 Wyznaczenie pradu obcigzenia prostownika jednopotéwkowego — 2 pkt

Twoim zadaniem jest wyznaczenie przebiegu pradu obcigzenia ¢, od chwili wtaczenia zasilania prostow-
nika jednopotéwkowego pokazanego na rysunku 2 do chwili tx = 0,6 [s].

3Modele obwodéw elektrycznych w Simulinku tatwiej jest budowaé za pomoca blokéw Power Sim Blockset dla Simulinka,
cho¢ nie zawsze sg one dostepne.
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Rysunek 2: Schemat prostownika jednopotéwkowego z obcigzeniem R.

Prostownik jest zasilany napieciem sinusoidalnym
E = Asin(wt), (6)

ktérego pulsacja w wynosi 2750 [rad/s].
Nieliniowa charakterystyka diody napieciowo—pradowa diody jest nastepujaca

ip =is [exp <T:;5T> - 1} (7)

gdzie ¢ = 100 nA to prad nasycenia, a iloczyn w temperaturze pokojowej mUr wynosi 30 mV.

Korzystajac z praw Kirchoffa dla obwodu, a nastepnie podstawiajac zaleznosci (6), (7) oraz zaleznosé na
sume napieé¢ w lewym oczku up = E—u¢, uktad z rysunku mozna opisa¢ dwoma réwnaniami rézniczkowymi
(z ktérych pierwsze jest nieliniowe!):

. E — Uuc . duc
—1 = Cc— 8
s [eXp< Uz ) ] ir + at (8)
di
uc = L% + Riy, (9)

Poszukiwane s3 czasowe przebiegi zmiennych stanu czyli napiecia na kondensatorze u¢ i pradu cewki
(obciazenia) ir,. Aby je wyznaczy¢ réwnania (8) i (9) nalezy przeksztatcié tak, aby po lewej stronie znalazty
sie pochodne zmiennych stanu uc i i1, (zauwaz podobieistwo do réwnania z poprzedniego zadania) czyli
do postaci:

0 .
% = fi(uc,ir,t) (10)
01 .
% = fo(uc,ir,t) (11)

Przyjmij wartosci elementéw R = 20 Q, L = 1 H, C = 10 mF, A = 220v/2 V. Sprébuj rozwiazaé
réwnanie w Matlabie metoda ode45 dla zerowych warunkdéw poczatkowych. W tym celu zapisz pod nowa
nazwa przyktadowy program vdpode obliczajacy rozwigzanie réwnania Van Der Pola. Nastepnie zmodyfikuj
go tak, aby funkcja £ przekazywana metodzie rozwigzywania, zwracata wektor pochodnych [d;‘—f %]T
zmiennych stanu w chwili t. Mozesz zrezygnowaé z uzycia macierzy Jacobiego. Pamietaj, ze napiecie E
jest takze funkcja czasu.

Na poczatek przyjmij domyslne wartosci opcji metody podajac w wywotaniu ode45 pusty wektor []
w miejsce opcji. Wyswietl obliczone w kolejnych chwilach czasu wartosci zmiennych stanu. Widzisz, ze
metoda jest niezbiezna. Wyprébuj inne metody, t.j ode113, ode23. Nadal nie otrzymate$ rozwigzan. Wy-
prébuj metody dla uktadéw sztywnych ode23tb, ode23t i odel15s. Dopiero ostatnia z metod jest zbiezna,
lecz rozwiazanie nie przypomina prawidtowego rozwigzania pokazanego na rysunku 3. Wynika to z domysl-
nych opcji dziatania metod catkowania. Za pomoca funkcji odeset ustaw nastepujace opcje: tolerancja
wzgledna RelTol i bezwzgledna AbsTol réwne 106, maksymalna dtugoéé kroku catkowania MaxStep
réwna 1073, Teraz wyprébuj wszystkie metody jeszcze raz. Metody te adresowane s3 do réznych proble-
méw (patrz dokumentacja programu Matlab) i charakteryzuja sie m. in. r6zn3 predkoscia dziatania. W celu
zweryfikowania liczby krokéw, obliczen funkgji i jej pochodnych wtacz opcje Stats. Funkcji tic i toc uzyj
w celu sprawdzenia, ktéra z metod jest w tym zadaniu najszybsza.

Zdefiniuj funkcje wyznaczajaca Jakobian (jak w przyktadzie vdpode) dla funkcji f1 i f2 po obu zmien-
nych stanu i sprawdz jak jego wykorzystanie wptywa na czas obliczen (uzyj opcji Jacobian).
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Rysunek 3: Przebiegi napiecia uc i pradu i1, w uktadzie z rysunku 2 po zamknieciu przetacznika.

Sprawdz dla jakiej wartosci indukcyjnosci L wygtadzajacej przebieg pradu obciazenia iz, widoczne (przy
automatycznej skali wykresu) sa tetnienia w pradzie obciazenia.

3 Rozwigzywanie ukfadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych w GSL—u — 3 pkt

GSL udostepnia funkcje stuzace do rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierw-
szego rzedu. Dostepne sa zaréwno funkcje pozwalajace na precyzyjna kontrole nad przebiegiem catkowania
réwnan (wifacznie z modyfikowaniem dtugosci kroku przez programiste podczas catkowania) jak i funkcje
wyzszego poziomu wykonujace catkowanie automatycznie, praktycznie bez potrzeby kontroli ich dziatania.
Dostepne jest 10 réznych schematéw adaptacyjnego wyznaczania dtugosci kroku catkowania.

W zadaniu tym rozwigzesz réwnanie oscylatora Van der Pola. Jest to réwnanie rézniczkowe drugiego
rzedu

d*x dx
eI

2 . . Ve . Ve
= %, dsl’f = ‘;T;“ mozna zapisaé w postaci uktadu dwdch

(z(t)* —1) +z(t) =0 (12)

ktére stosujac podstawienia y; = x, yo = %
réwnan rzedu pierwszego

dyy

= ].
dt b2 (13)
d
R AR (14)

zaleznych od jednego parametru p. W zaleznosci od wartosci p uktad réwnan moze byé uktadem sztywnym
(ang. stiff) lub nie. Np. dla © = 1000 jest to uktad sztywny.

Otwbérz szkielet programu znajdujacy sie w pliku 1ab11z03.c. Uzupetnij brakujace fragmenty, tak aby
program wyznaczat rozwigzanie réwnania (12) w przedziale czasu od 0 do 100 sekund, przy podanych
w pliku warunkach poczatkowych. Przed rozwigzaniem ukfadu réwnan nalezy wybraé typ catkowania oraz
przydzieli¢ pamie¢ dla kilku niezbednych obiektéw, a po opuszczeniu petli catkowania, nalezny zwolnic
pamieé po obiektach. Nalezy uzupetni¢ program o funkcje zapisujaca wartosci rozwigzania do pliku teksto-
wego. Ponizej znajduje sie opis niezbednych funkcji. Funkcje opisatem w kolejnosci, w jakiej maja wystapic
w programie. Przed programem gtéwnym main nalezy zdefiniowal funkcje (wektor funkcji) opisujacych
pochodne zmiennych stanu oraz, jedli uzyty algorytm tego wymaga, réwniez Jakobian uktadu réwnan réz-
niczkowych.

gsl_odeiv2_step_type jest typem danych okreSlajacym typ metody catkowania (spo-
séb  wyznaczania  dtugosci  kroku  catkowania). Typ  definiuje  sie  nastepujaco:
const gsl_odeiv2_step_type * T = gsl_odeiv2_step_rk4;. OkreSlenie typu T powin-

no sie znajdowal, przed opisanymi nizej funkcjami. W dokumentacji GSL-a pod adresem
http://wuw.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_25.html s3 opisane pozostate typy
metod catkowania.


lab11z03.c
http://www.gnu.org/software/gsl/manual/gsl-ref_25.html
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Rysunek 4: Przebiegi rozwigzania réwnania (12) dla u = 1.

gsl_odeiv2_step * gsl_odeiv2_step_alloc (const gsl_odeiv2_step_type * T, size_t dim)
zwraca wskaznik do nowego wystapienia funkcji ,kroczacej" (ang. stepping functions) typu T dla
systemu o dim wymiarach.

gsl_odeiv2_control * gsl_odeiv2_control_y_new (double eps_abs, double eps_rel) two-
rzy nowy obiekt kontrolny, ktéry jest odpowiedzialny za utrzymanie lokalnego btedu catkowania
w granicach okreslonych przez tolerancje wzgledna eps_rel i bezwzgledng eps_abs. Dostepne s3
réwniez inne sposoby kontroli lokalnego btedu.

gsl_odeiv2_evolve * gsl_odeiv_evolve2_alloc (size_t dim) zwraca wskaznik do nowo utwo-
rzonej funkcji ewolucyjnej (autorzy GSL—a postep catkowania ukfadu réwnan rézniczkowych nazy-
waja ewolucja) rozwigzujace uktad o dim wymiarach. Funkcja ewolucyjna jest interfejsem wysokiego
poziomu do rozwiazywania uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych. Funkcja ta automatycznie
wywotuje funkcje kroczaca oraz funkcje kontrolujaca btad i jedli jest taka potrzeba wykonuje krok
wstecz i wyznacza na nowo rozwigzania.

gsl_odeiv2_system jest typem danych opisujacym rozwigzywany ukfad réwnan rézniczkowych (system).
System mozna zdefiniowaé np. tak gsl_odeiv2_system sys = {f,j,n,params}, gdzie:
f jest wskaznikiem do funkgcji zwracajacej wartoé¢ pochodnych zmiennych stanu
int (* function) (double t, const double y[], double dydt[], void * params) ;
j jest wskaznikiem do macierzy Jacobiego pochodnych czastkowych funkgcji £
int (* jacobian) (double t, const double y[], double * dfdy, double dfdt[],
void * params) nalezy doda¢d, ze nie kazdy algorytm wykorzystuje macierz Jacobiego (jedynie te
najbardziej zaawansowane), ale wygodnie jest zdefiniowa¢ Jakobian, aby méc przetestowaé kazdy
rodzaj algorytmu. W przypadku niedefiniowania Jakobianu nalezy zamiast j podaé NULL; n jest
rozmiarem systemu (iloscig réwnan) typu size_t;
params jest wskaznikiem typu void do struktury zawierajacej parametry funkcji £.

int gsl_odeiv2_evolve_apply (gsl_odeiv2_evolve * e, gsl_odeiv2_control * c,
gsl_odeiv2_step * s, const gsl_odeiv2_system * dydt, double * t, double ti,
double * h, double y[]) jest wywotaniem funkcji ewolucyjnej, ktéra wyznacza kolejne roz-
wigzania systemu. Przy wywotaniu nalezy podaé wskazniki do allokowanych wczesniej obiektéw
s, ¢, e.dydt jest wskaznikiem do obiektu opisujacego system. t jest wskaznikiem do aktualnego
czasu w symulacji, a h do aktualnej dtugosci kroku. y[1 jest tablica (czyli whasciwie wskaznikiem
na jej zerowy element) zawierajaca aktualng warto$¢ (wektor) rozwigzan. Na poczatku symulacji
za y podajemy warunek poczatkowy, a za t poczatkowy czas symulacji. Po kazdym wywotaniu
rozwigzanie w aktualnym kroku zapisywane jest do y, a czas w aktualnym kroku do t. Réwniez
wartos¢ kroku catkowania h jest uaktualniana w kazdym kroku t1 jest czasem konca symulacji.
Funkcja ta powinna dziata¢ w petli, sprawdzajacej czy czas t nie przekroczyt czasu t1. Funkcja
zwraca wartos$¢ statusu. Jedli funkcja zwréci GSL_SUCCESS to mozna przerwaé wykonanie petli.

void gsl_odeiv2_step_free (gsl_odeiv_step * s) zwalnia pamieé uzyta przez funkcje kroczaca.
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void gsl_odeiv2_control_free (gsl_odeiv_control * c) zwalnia pamieé po obiekcie kontrol-
nym.

void gsl_odeiv2_evolve_free (gsl_odeiv_evolve * e) zwalnia pamiec po funkcji ewolucyjnej.

Sprawdz dziatanie réznych algorytméw (metod catkowania) opisanych w dokumentacji. Zadaj p = 1000,
aby otrzymac ukftad sztywny (dla réznych 1 otrzymasz rézny okres oscylacji rozwiazanial). Zauwaz, ze teraz
symulacja obejmujaca ten sam czas co poprzednio (100 sekund) trwa o wiele dtuzej (dla przyspieszenia
dziatania mozesz wytaczy¢ wypisywanie wynikéw na ekran) i tworzy znacznie dtuzszy wektor wynikéw. Aby
uniknaé tworzenia tak dtugiego wektora wynikéw, nie nalezy zapisywa¢ do pliku wartosci po kazdym kroku
catkowania, lecz co zadany przedziat czasu np. 1 sekunde. Korzystajac z przyktadu podanego w dokumen-
tacji GSL—a zmodyfikuj program tak, aby zapisywal rozwigzania w wybranych chwilach, z jednakowym
odstepem czasu. Wyrysuj w Matlabie rozwigzania dla u =11 p = 100.

Na nastepne zajecia

Réwnania rézniczkowe czastkowe, metody réznicowe i metoda elementéw skonczonych.
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