@@ Przewidywanie przysztosci
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Zycie na ziemi jest piekne. Wrecz cudowne! A ztozonos¢ niektdrych relacji od setek lat zadZ|W|a i

inspiruje artystow i naukowcéw. Popatrzcie sami na beztrosko kicajgce po tace kréliczki. Jedzg traweii
robig to co krdliczki robig najlepiej. A obok nich zyjg stodkie liski. Bawig sie, figlujg, a gdy sg gtodne
polujg i pozerajg smaczneittuste krdliczki. A jezeli nie uda im sie nic upolowac to ging zostajgc pozywka
dla zawsze zartocznych bakterii. Nad tym problemem zastanawiat sie juz w 1926 roku Vito Volterra, a
szes$¢ lat wezesniej Alfred Lotka. Na jego nieszczesScie Lotka opisywat problem na przyktadzie reakcji
chemicznych, dlatego musiat ustgpi¢ swojemu wtoskiemu koledze pierwszenstwo w nazwie. Rdwnania
do ktérych doszli obaj badacze przyjmujg postac:
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gdzie Ki L sgliczbami opisujgcymi populacje kréliczkow i liskow (np. ilos¢ osobnikdéw na powierzchnie)
a parametry a, b, c i d to dodatkowe parametry liczbowe.

Interpretacja tego rownania jest dos$¢ prosta. Lewa strona opisuje szybkos$¢ zmiany populaciji
kréliczkow badz liskdw. Gdyby nie byto lisdw, to kréliki mnozytyby sie ekspotencjalnie, (jak to kroliki),
szybkos$¢ przyrostu ich populacji jest wprost proporcjonalna do jej wielkosci, aK. Natomiast im wiecej
krolikdw lub liséw, tym bardziej ro$nie prawdopodobienstwo ztapania go i przerobienia na wczesny
obiad, bKL. Bardzo podobnie nalezy interpretowac prawg strong drugiego réwnania. Natomiast
rozwigzanie tego uktadu réwnan stanowi juz duzo powazniejsze wyzwanie i nie bedziemy w stanie
zrobic go takz marszu. Nim dojdziemy do tego etapu musimy zaja¢sie, duzo prostszymiprzyktadamii
zapoznac z kilkkoma terminami matematycznymi.

Problem poczatkowy Cauchego

PPC stanowi podstawe rozwigzywania réwnan rézniczkowych. A mianowicie jest to minimalna
ilo$¢ danych jakie musimy posiada¢ aby rozwigzaé dane zagadnienie. Na poczgtku matematycznie:
Jezeliinteresuje nas funkcja f(x), ale znamy tylko wartos¢ jej pochodnej np. f'(x) = 2x, mozemy
scatkowaé dang pochodng, tylko w takim przypadku otrzymamy wiele funkcji: f(x) = x2 + C. Aby
pozby¢ sie niewiadomej C, musimy zna¢ jedng wartos¢ funkcji f. Stad ogdlny wyglad PPC:

{f "(x,y) = co$
f(x0) =

Jezelibedziemyznaé drugg pochodng naszego réwnania sprawa wyglada dos¢é podobnie, tylko musimy
i$¢ o krok dalej:

"Gy, f) = cos
f'(x0) = fo
f(xo) =yo

| tak dalej, i tak dalej. Zwrdécie uwage, ze nasze pochodne moga by¢ funkcjami wielu argumentoéw!
Takze takich, o ktérych wydaje nam sig, ze ich nie znamy, np. pochodna czasowa z ilosci liséw zalezy



takze od ilosci krolikéw. Na tym etapie nie nalezy sie tym zbytnio przejmowac, tylko rozwigzywaé je
tak jakbySmy je doskonale znali. Ale o tym wiecej w nastepnej czesci.

Metoda Eulera

W metodach numerycznych nie poszukujemy funkcji. Nie odpowiedzg nam, ze catkg z x bedzie x?, ale
mogg dos¢ dobrze przyblizy¢ nam wartosc¢ funkcji w miejscach, ktérych szukamy. | to sie wtasnie liczy.
Metoda Eulera jest super sedziwg, bo liczagcg juz 255 lat, ale za to najprostszg z tych metod, ktorej
przyblizony sposdb uzycia wyglada nastepujgco:

Startujemy od uktadu wspdtrzednych, na ktérej mamy zaznaczony nasz punkt poczatkowy y(x,) = y,.
Wybieramy sobie jakg$ wartosé kroku, h lub dx, ktéra pozwoli nam zaznaczyé wiele punktdw na osi x.

Xit1 =xi+h, i =0,1,2,
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Znamy warto$¢ w punkcie xy, teraz chcemy poznad tg wartos¢ w punkcie x;. Podobnie jak w metodzie
Netwona, mozemy wyznaczy¢ pochodng danej funkcji w punkcie. Wszak mamy tg pochodng wyrazong
jakims$ wzorem. Po przeciggnieciu prostej wyrazajgcej pochodng do przeciecia z punktem x; mozemy
zaznaczyc ten punkt jako wartosé y(x;).
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Otrzymang warto$¢ mozemy wykorzystac by policzy¢ wartos¢ funkcji w punkcie x,, a nastepnie w
punkcie x;, x, i tak dalej, i tak dalej... Ogdlne wyrazenie na wartos$¢ funkcji w kolejnym kroku przyjmuje
postac:

Y1) = y0) +h- f(x,y:)

Metoda Runge-Kutty (bez s) drugiego rzedu

Jakwidzicie, metoda Eulera obarczona jest btedem wynikajgcym z tego, ze pochodna sie zmienia. Biad
ten oczywiscie mozemy zmniejszy¢ skracajgc krok metody, ale czasami warto wykorzystaé nieco
bardziej wyrafinowane metody niz metoda Eulera. Kolejng w kolejce skomplikowanie jest metoda
Runge-Kutty drugiego rzedu. W pierwszym kroku, liczymy tak samo jak w metodzie Eulera, ale
zatrzymujemy sie w $rodku kroku, liczmy nowga, zazwyczaj bardziej poprawng pochodng. | to jg
wykorzystujemy do obliczenia kolejnej wartosci funkcji.
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A ogdlne rownanie na nastepng wartos$¢ funkcji wyglada nastepujaco:

h 1
y(xiy1)=yx)+h-f' (xi +§'3’i + Ef' (%3’1’))



Zadania

1)

2)

3)

4)

Oblicz algebraicznie i z wykorzystaniem metody Eulera nastepujgcy problem poczatkowy.
Stwérz wykres obu funkcji. Obserwuj, jak zmienia sie wykres wraz z zmiang kroku h.

y'=-3x"+20x+6
y(0) =150

Stwodrz wykres w zakresie od -1 do 10 dla funkcji bedacej rozwigzaniem ponizszego problemu
poczatkowego:

. (x=4)y
=5
y(-1 =10

Korzystajgc z metody Eulera policz trajektorie pocisku wystrzelonego przez katapulte
znajdujgca sie na murach obronnych. Katapulta miota pocisk o predkosci poczgtkowej V=50
m/s pod nastawnymkatem ¢ . Pocisk rozpoczyna swdj lot na wysokosci 10 m nad ziemig i leci
nad ptaskim przedpolem, a jedyng uwzgledniang sitg jest przy$pieszenie ziemskie. Policz zasieg
katapulty przy réznych katach.

Rozwigz przyktad z wstepu! Za poczatkowa liczebnos¢ krélikéw i liséw przyjmij 1 i 0.5, a jako
parametry a, b, ¢, d wartos$¢ 1. Obliczenia wykonaj dla 20 lat (t max = 20). Jak zachowuje sie
funkcja w zaleznosci od wielkosci kroku?

b) Rozwigz przyktad dla wartosci c=0.1. Obliczenia wydtuz do 40 lat.

c) Jeden z wczes$niejszych wariantow rozwigz przy uzyciu algorytmu Runge-Kutty drugiego
rzedu. Ale sprébuj dokona¢ tego z znacznie mniejszym krokiem. Poréwnaj kroki z obu metod
dajace poréwnywalne jakosci wynikow.



