Rozwigzywanie uktadow rownan
liniowych metodami iteracyjnymi -
transport ciepta

Fabuta:

Jak pokazaty liczne préby, spalenie zombie nie jest takg prostg sprawg jak mogto by
sie wydawac. Aby zneutralizowac wszystkie zagrozenia potrzebna jest temperatura rzedu
1000°C utrzymywana przez przynajmniej godzine. Z tego powodu piece do spalania
zombie muszg posiada¢ specjalng konstrukcje umozliwiajacg nie tylko wytrzymanie
odpowiednio wysokiej temperatury, ale takze zabezpieczenia pracownikéow ZTUZ.
Waszym pierwszym powaznym zadaniem w agencji GSL jest pomoc przy projektowaniu
nowych piecy. Projektanci zaproponowali nastepujgcg konstrukcje sciany pieca: 40 cm
cegty ogniotrwatej o wysokiej odpornosci na temperature i wspotczynniku przewodzenia
ciepta A, = 0.4%, 30 cm cegty o Sredniej ogniotrwatosci (max temp pracy 800°C) i 4, =
mMZ/K
powtoka konstrukcyjna. Warunki pracy przyjmujg, ze temperatura na wewnetrznej granicy
Sciany bedzie wynosi¢ 1000°C a zewnetrznej granicy 100°C. Policzcie rozktad temperatur
w stanie ustalonym w Scianie pieca.

0.2% oraz 30 cm cegty ,niskotemperaturowej” 1, = 0.1
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+ stalowa gazoszczelna

BTW, to jednym z podstawowych zastosowan uktaddéw réwnan liniowych jest
rozwigzywanie rownan rézniczkowych. Po wstepie tatwo sie domysli¢, ze do takich réwnan
nalezy witasnie zagadnienie transportu ciepta, ktére w przypadku jednowymiarowym
mozna zapisac jako:
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gdzie: p to gestos¢ materiatu, Cp - Jego ciepto wiasciwe a T to temperatura.

*Dyskretyzacja: czyli jak przejs¢ na cos$ zrozumiatego dla komputera

Uwaga, dany fragment nie jest konieczny do wykonania ¢wiczenia, ale zamieszczam go dla
lepszego zrozumienia catej tematyki. Dlatego nie marnuijcie tutaj za duzo czasu w tracie
¢wiczen.

Pierwszym etapem jest utworzenie siatki obliczeniowej. W przypadku $ciany, mozemy
przyjgc¢ problem za jednowymiarowy. W takim przypadku, siatka obliczeniowa sprowadza
sie do punktow potozonych na osi x, a w programie reprezentowanej przez wektor x -
wektor potozenia. Poniewaz w tym przypadku temperatura na brzegach jest zadana, same
brzegi nie znajdujg sie w na tej osi.



UWAGA! Rysunki zostaty przygotowane dla ceramikéw, dlatego wektory i macierze numerowane
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Kazdemu punktowi na tej osi przypisana jest warto$¢ temperatury, w postaci wektora t.
To ten wektor bedziemy chcieli obliczy¢.
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Poniewaz problem transportu ciepta jest stacjonarny, tj. nie ulega zmianie w czasie, to
lewa strona réwnania transportu ciepta wynosi 0.

0= 0 (AGT)
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| zapisac je w postaci podzielonej na strumien ciepta i rownanie zachowania energii:
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Korzystajgc z iloczynu réznicowego centralnego i metody réznic skonczonych mozemy
rozpoczgc czesciowg dyskretyzacjg wyrazenia na gestosc¢ strumienia ciepta z wezta 7 do
wezta /+7:
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notacja i+% oznacza tutaj, ze wykorzystujemy wartos¢ dla potozenia znajdujgcego sie
pomiedzy weztem /i j+7, a h jest krokiem metody, czyi odlegtoscig pomiedzy weztami.
Ponownie dyskretyzujgc prawo zachowania energii i podstawiajgc do niego otrzymane
wyrazenie na gestos¢ strumienia ciepta otrzymamy:
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h jest wartoscig statg i rozbijajgc powyzsze rownanie na fragmenty otrzymujemy:

Ai_%Ti—l + <_/1i—% - /11,_%) T; + AH_%THl =0

Rozbijajgc to na uktad réwnan liniowych otrzymujemy:
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Uktad przypomina juz uktad réwnan liniowych. Musimy pozby¢ sie tylko wartosci dla

weztéw 0 i n+1, ale te przeciez znamy. | bardzo szybko mozemy zapisac to jako uktad
rownan At = b:
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Jak to rozwigzac

Powyzsza macierz jest macierzg trojdiagonalng (posiada wartosci jedynie na trzech
diagonalach). Z punktu widzenia efektywnos$ci rozwigzan, najlepiej zastosowac do
rozwigzania takich macierzy dedykowane metody bezposrednie lub iteracyjne, ktére
pozwalajg na zapisanie tej macierzy jako trzy wektory. Jednak, poniewaz prowadzacy jest
debilem, waszym zadaniem bedzie rozwigzanie tego metodg najwiekszych spadkow.

Kolejne przyblizenia rozwigzania ww. uktadu rownan otrzymuje sie obliczajac:
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dzie: ), to wektor reszt, a rtr, sprowadza sie do iloczynu skalarnego wektora r;, zsamym
k k' k k
soba.

Zadanie do wykonania



1.

Stworz program pozwalajgcy na rozwigzanie procesu stacjonarnego transportu
ciepta przez Sciane pieca. Oprocz parametrow z pierwszej czesci zadania
wykorzystaj: docelowa ilos¢ weztéw (i rozmiar macierzy) n=9 oraz 99. Za warunek
kornca metody przyjmij wartos¢ normy euklidesowej wektora reszt, ||ryll, =

/ rir, <107¢ lub ilo$¢ iteracji wiekszg od 60 000.

UWAGA! Aby zachowac przejrzystos¢ kodu, poszczegélne operacje mnozenia
wektordéw i macierzy nalezy zapisac jako funkcje. | ogdlnie rzecz biorgc stosowac
rozsgdne gospodarowanie kodem.

Przygotuj i sporzadZ wykres rozktadu temperatury w Scianie pieca, wykresy
log (lIrglly) = f(k) i |ltell, = f(k), gdzie k to numer iteracji. (W trakcie zajec
program powinien jedynie wypisywac dane do pliku).

Omow otrzymane wyniki. Czy konstrukcja pieca spetnia zatozenia? Co mozna
wywnioskowac z pozostatych wykresow?

Jak zmienia¢ sie bedzie ilo$¢ potrzebnych iteracji w zaleznosci od wartosci
poczgtkowej wektora t?

* Dla chetnych. Poréwnaj wyniki i czasochtonnos¢ obliczeh metodg gradientow
skonczonych i metodg eliminacji zupetnej (lub np. rozktadem LU). Czy wynik bedzie
ulegat znaczacej zmianie w przypadku zmiany wielko$ci macierzy?



