Prawo zachowania

Zardwno proces dyfuzji materii jak i rozprzestrzeniania si¢ ciepta w ciele statym (oraz
wiele, wiele innych) moze przyja¢ znajoma posta¢ rOwnaniardzniczkowego o formie:
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Jak dobrze pamigtacie, rOwnanie to sktada si¢ z dwoch czeséci prawa zachowania, (tutaj dla
masy):
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oraz wyrazenia konstytutywnego na strumien. Np. pierwszego prawa Ficka:
oc
J=-D—. 3
™ (3)

Podstawiajac wyrazenie na strumien (3) do rownania (2) otrzymujemy dobrze znane nam
rownanie dyfuzji:
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Jezeli przyjmiemy, ze wspdlczynnik D jest staly, to bedzie mozliwe wylaczenie go przed

pochodng. W ten sposob otrzymujemy tak zwane Il prawo Ficka:
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Analogiczny wzdér mozemy uzyska¢ dla procesu transportu cieptaw ciele statym:
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gdzie, T to temperatura [K], ktorej zmiana bedzie zalezna od wspotczynnika przewodzenia
ciepta A [w/(m2K)], gesto$ci— p [g/cm3] i pojemnosci cieplnej — Cp [J/g].

Ze wzgledu na prostszg notacje i unikanie problemow z ti T, w dalszej cze$ci rownania beda
zapisywanie dla procesu dyfuzji.

Rozwiazanie zagadnienia stacjonarnego

Przestrzen i wezly siatki - Przypomnienie

Typowym przykladem jednowymiarowej przestrzeni jest nieskonczenie wielka plyta 0
znanej skonczonej grubosci, a transport odbywa si¢ w kierunku prostopadtym do jej
powierzchni. W rzeczywistosci, nieskonczenie wielkie obiekty nie wystepuja jednak, jezeli
wymiary poprzeczne plyty sa znaczgco wigksze niz jej grubos¢ to mozemy zatozyc¢, ze proces
zachodzacy daleko od ich krawedzi jest jednowymiarowy. Zatozmy wigc, ze omawianym
procesem jest dyfuzja jonow litu poprzez elektrolit (np. w akumulatorze jonow litu) o grubosci
I. Aby policzy¢, jak zmienia si¢ stezenie litu w elektrolicie musimy dokonac jego wirtualnego
podzialu na kilka, kilkadziesigt lub kilkaset warstw. Jeden z proponowanych sposobow
podziatu na n warstw jest przedstawiony na rysunku ponizej. Taki podzial pozwala na
stworzenie na osi X, n wezlow sieci numerowanych od 1 do n, takich, ze pierwszy wezel
znajdzie si¢ w wzglednym poczatku naszego uktadu (lewy brzeg), a n-ty na jego koncu (praw
brzeg). Odleglo$¢ miedzy nimi bedzie wynosita h. Patrz Fig. 1.

Kazdemu z tych we¢ztow mozemy przypisac parametry opisujace wlasciwosci poszczegdnych
warstw. Np. Stezenie ¢ (czerwone punkty). Dolny indeks przy tych parametrach informuje nas
do jakiego obszaru (wezta) si¢ odwolujemy. Taki sposéb zapisu, czyli jedynie poszczeg6lne
wartos$ci dla danych punktéw w miejsce funkcji opisujacych caly przestrzen nazywamy
zapisem dyskretnym.

(Poniewaz zazwyczaj wartosci te przechowujemy w postaci tablic, znacznie wygodniej
odwolywac¢ nam si¢ do numeru wezta niz do jego potozenia.Bardzo ulatwia to pisanie petli.

Jezeli chcemy poznac polozenie danego wezla odwolujemy sie do wzoru X, =h(i—1)).

Mozliwe jest tez opisanie parametrow, ktore sa przypisane do dwdch sgsiadujacych warstw
(weztow) lub do granicy migdzy tymi warstwami. Tutaj strumien dyfuzyjny z warstwy ido i+1.
Poniewaz strumienie s3 wektorami, zaznaczono je jako strzatki. Umownie przyjmuje si¢, zZe
wektory skierowane w prawo, przyjmuja wartosci dodatnie, natomiast w lewo, ujemne. Warto
pamigtac, ze liczba takich punktow znajdujacych si¢ na migdzywezlach, lub inaczej weztach
potowkowych jest o jeden mniejsza niz w liczba weztow.
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Rys. 1. Schemat podziatu jednowymiarowej probki na warstwy i przypisanie im dyskretnych
wartosci.

Dyskretyzacja i rozwiazanie problemu stacjonarnego

Przypomnijmy sobie, Ze nasze rownanie rozniczkowe dla niezmiennego wspotczynnika
dyfuzji przyjmuje postac:
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Poniewaz st¢zenie znamy jedynie w weztach, roOwnanie (7) musimy zapisa¢ w sposob
dyskretny. Korzystajac z wyrazenia na drugg pochodng mozemy zapisac je jako:
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gdzie, indeks dolny i oznacza wezet dla do ktorego odnosi si¢ warto$¢ ¢, patrz Rys. 1. Zwrdccie
uwage, ze w ten sposéb mozemy zapisac dla wszystkich weztow oprécz tych na brzegu. Do
tego tematu wrdcimy pozniej.

Lewa strona rownania moéwi nam jak szybko stezenie zmienia si¢ w czasie. Poniewaz
zaktadamy stan stacjonarny, czyli rozwigzanie jest niezalezne od czasu wynosi ona 0. Nalezy
to skrzgtnie wykorzysta¢! Pozwoli nam to na eliminacj¢ warto$ci statych:

C.,—2¢+C =0 dlai=23,..,n-1. 9)



Warunki brzegowe

Jak juz wspomniatem, rOwnanie zachowania masy dla pierwszego lub ostatniego wezlta
(brzegéw probki) musiatoby sie odwotywaé do wartosci stezenia lezacej poza probka. Nie
dysponujemy takimi warto$ciami. Nie jest to tez niedoskonalo$¢ réwnan, ktérej datoby sie
unikng¢. Aby rozwigza¢ nasze zagadnienie musimy positkowaé si¢ dodatkowymi
informacjami o procesach i stanie materialu na brzegu, stad ich nazwa: warunki brzegowe.
Informacje te, najczes$ciej dostarcza nam znajomos$¢ zachodzacych procesow.
Najpopularniejszymi z warunkow sa:

Warunek brzegowy Dirichleta: Warunek ten, informuje nas bezposrednio o wartosci
szukanej funkcji na brzegu. Warto$¢ ta moze by¢ podana jako stata, np.: ¢, =c_, ¢, =c; lub
jako funkcja: ¢, =c,_@, ¢, =Cy(x.t,2). Warunek ten w przypadkach gdy: materiat zanurzony jest
W roztworze o znanym st¢zeniu i proces transportu z roztworu do materiatu jest znacznie

szybszy niz w materiale, (stezenie zalezy praktycznie tylko od stezenia w roztworze). Brzeg
materialu ogrzany jest do stalej temperatury. Itd....

Warunek brzegowy Neumana: Informuje nas o wartosci pochodnej funkcji na brzegu
lub w czesciej wykorzystywanej formie: o wartos$ci strumienia masy lub energii poprzez brzeg,
Np.: J, = f(c), J;=const. Pozwala nam to rozwigza¢ prawo zachowania masy dla

brzegowego wezta w formie:
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Warunek ten najczesciej stosujemy gdy: Procesy adsorpcji na brzegu maja predkosé
porownywalng lub mniejszg niz predkos¢ dyfuzji. Uktad jest ogrzewany z jednej strony z
zadang mocg. Albo szczegolny przypadek: gdy uklad jest izolowany J, , =0, materia lub

ciepto nie mogg przekroczy¢ granicy.

Warunkite mogg by¢ mieszane, Tj. dopuszczalne jest stosowanie warunku Neumana na
jednym i warunku Dirichleta na drugim brzegu. Mozliwe jest nawet potagczenie obu warunkéw
na jednym brzegu. Otrzymamy wtedy warunek brzegowy mieszany.

Rozwiazanie

Przyjmijmy, Ze na obu brzegach obowigzuja warunki brzegowe Dirchleta, a wigc
stezenie jest znane. Poniewaz mowimy o problemie stacjonarnym, niezaleznym od czasu, to
warto$cite tezmusza by¢ state w czasie. Dlatego poszukujemyrozwigzania jedynie dla weztow
od2don-1.

Gdy rozpiszemy uktad rownan (9), otrzymamy uklad réwnan liniowych z nieznanymi
parametrami ¢, do ¢, ; (¢, i C, znamy dzigki warunkom brzegowym):
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nie trzeba wiele, aby przeksztalci¢ ten uklad w uklad rownan liniowych z macierza
trojdiagonalng. Jedyna czynnoScig jest przeniesienie znanych warto$ci ¢, i C, na prawg strong.

(12)

| tak z zapisaniem wyrazen dla diagonali nie powinni$cie mie¢ wigkszych problemow.
v" W domu: Do poéwiczenia.

Tylko troszeczke wigcej pracy potrzeba by okresli¢ wartosci rozwigzan dla prawej strony
uktadu:

bz =—C.,
b =0 dlai=34,..,n-2, (13)
b, , =—Cs.

Finalne rozwigzanie, czyli stacjonarny rozktad stezen w naszym obiekcie otrzymujemy poprzez
rozwigzanie problemu tak jak to mialo miejsce na poprzednich zajgciach.



