1. Podstawy matematyki
1.1. Geometria analityczna

W naukach technicznych wiekszos¢ rozpatrywanych wielkosci mozemy zapisa¢ w jednej z
trzech postaci: skalara, wektora oraz tensora.

Skalarem w fizyce nazywamy jednowymiarowg wielkos¢ fizyczng, ktdrg mozemy okresli¢é za pomoca
pojedynczej liczby rzeczywistej. Przyktadami wielkosci skalarnych mogg by¢ masa, temperatura czy diugos¢.

Wektorem nazywamy obiekt posiadajgcy modut, kierunek i zwrot. Réwnowazng definicjg jest stwierdzenie, iz

jesli rozwazamy punkty A i B, to wektorem AB nazwiemy uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (A, B),
gdzie A traktujemy jako punkt poczgtkowy a B jako punkt koncowy, przy czym para ta musi spetnia¢ pewne
reguty algebraiczne. Przyktadami wielkosci wektorowych sg predkosc oraz sita.

Tensor jest obiektem nieco bardziej ztozonym od poprzednich dwdch, co wiecej, moze byc¢ traktowany jako ich
uogodlnienie. Jego reprezentacja liczbowa zalezy od liczby wymiaréw przestrzeni oraz tzw. rzedu tensora. Tensor
mozna zapisac za pomoca n liczb, gdzie n mozemy obliczy¢ ze wzoru:

n=w (1.1)

Gdzie: w - liczba wymiarow przestrzeni
r - rzad tensora

Zgodnie ze wzorem (1.1) mozemy powiedzieé, ze wielkosci skalarne sg tensorami zerowego rzedu, natomiast
wektory sg odpowiednimi tensorami pierwszego rzedu. Typowe wielkosci tensorowe z ktorymi sie spotykamy,
jak np. tensor odksztatcenia czy naprezenia sg tensorami drugiego rzedu. Poniewaz definicja matematyczna
tensora jest do$¢ ztozona, to przynajmniej chwilowo nie bedziemy jej przytaczaé.

W pierwszej czesci semestru wiele czasu poswiecimy na rozwazania dotyczace struktury krysztatéow i tego co z
niej wynika. W zwigzku z tym warto przypomnie¢ pewne wiasciwosci wielkosci wektorowych, ktére beda
najczesciej spotykanymi przez nas wielkosciami.

1.1.1. Wtasciwosci wektorow

Rozwazmy teraz wiasciwosci wektorow w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej, korzystajac z
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Przyjmujac domysinie, ze punkt zaczepienia wektora (poczatkowy)
znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych ( czyli w punkcie (0,0,0)), mozemy opisa¢ wektor w za pomocg
trzech liczb, odpowiadajacych wspétrzednym kartezjanskim punktu koricowego (a,b,c).
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Rys.1.1. Wektor we wspétrzednych kartezjanskich.



Innym czesto spotykanym zapisem jest zapis z wykorzystaniem wektorow bazowych, tzw. wersoréw, czyli
wektordéw o kierunkach zgodnych z kierunkami osi wspétrzednych i o jednostkowej dtugosci:

i =(1,0,0);j=(0,1,0);k =(0,0,2)
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Rys.1.2. Wektor we wspétrzednych kartezjanskich z zaznaczonymi wektorami bazowymi.
W takiej sytuacji mozemy zapisaé:
W =(a,b,c) =ai +bj +ck
Mnozenie przez skalar jest podstawowym dziataniem na wektorach:
CW = (CW,, CW,, CW,) (1.2)

Geometrycznie oznacza to, ze zmienia sie dtugosé wektora. Jesli c>0 to dtugos¢ wektora w jest mnozona przez
c; jesli c<0 dodatkowo zmienia sie jego zwrot.

Dodawanie wektoréw zdefiniowane jest przez relacje:
U+W= (U, +W,U, +W,,U, +W,) (1.3)

Innymi stowy dodawanie wektorow sprowadza sie do dodawania ich wspoétrzednych. Dodawanie wektorow jest
dziataniem tgcznym i przemiennym. Dziatanie to oraz jego witasnosci majg bardzo proste interpretacje
geometryczne:

Rys.1.3. Interpretacja geometryczna dodawania wektoréw, tzw. reguta rownolegtoboku.



Rys.1.4. Interpretacja geometryczna przemiennosci dodawania wektorowego.

Odejmowanie wektoréw polega na dodaniu do pierwszego wektora drugiego wektora, tyle ze z przeciwnym
znakiem (zwrotem).

Dtugos¢ wektora (modut, norma) dana jest wzorem:

W] = W2 + w2+ w (1.4)

Modut wektora jest wielkos$cig bardzo przydatng i pozwala np. na obliczenie wersora wskazujgcego kierunek
dowolnego wektora:

§'= (1.5)

Wektory sa liniowo zaleine, jesli istniejg state C,,C,...C , nie wszystkie rowne 0, takie ze:

C,W, +C,W, +...+C.W, =0 (1.6)
1.1.2. lloczyn skalarny wektoréw
lloczynem skalarnym dwéch wektordow a i 5 nazywamy liczbe:

a-b= ||é||H5Hc03go (1.7)

Gdzie: ¢ - kat pomiedzy wektorami a i b
lloczyn skalarny posiada nastepujgce witasnosci:
e  przemiennoéé: a- b=b-a

e jest liniowy z kazdym z argumentéw (c, S € R) : 5.-(0!6 + fC) = aé-6+ﬁé-6

e iloczyn dwdch ortogonalnych wektoréw wynosi 0

lloczyn skalarny obliczamy korzystajac z réwnania:

n a 2 ~ 3
a-b=(al+a,]+ak)-(oj +b,j+bk)=ab +ab, +ab, = > ap, (1.8)
i=1



Przykiad 1.1.
Oblicz iloczyn skalarny oraz kat pomiedzy wektorami & =1 + 2 j +3k ib=2+ 3j +4K

Rozwiazanie
a-b :(iA+Zj+3I2)-(2iA+3i+4IZ):1.2+2.3+3.4:20
0 =lalfleese = cosp= ||§||'E'H = peamo E:H

|a]|=v1* +2% +3 =
HBHZ\/ZZ+32+42 =29

=6,982°

20
=arccos ———
v V14+4/29

1.1.3. lloczyn zewnetrzny wektoréw (iloczyn wektorowy)
lloczyn zewnetrzny dwdch wektoréw zalezy od liczby wymiaréw w ktérym go rozpatrujemy. W dwdch

wymiarach jest on liczbg, ktdéra liczymy na podstawie wzoru:
UxW=HUHHWHSin(p (1.9)
W przypadku 3-D iloczyn wektorowy jest wektorem prostopadtym do obu wektoréw sktadowych, i obliczamy

go jako wyznacznik macierzy:

—
>

]
Uy | = (UW, — U W, )T+ (U, —Uw, ) § + (U,W, —u,w)K = ﬁHl]HHWHSlngo (1.10)

UxW=|u u,
Wl W2 W3
¢ - kat miedzy wektorami U i W

Gdzie:
i - wektor jednostkowy normalny do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory U i W

Rys.1.5. Graficzne przedstawienie iloczynu wektorowego wraz z regutg prawej dtoni.



1.1.4. lloczyn mieszany

lloczynem mieszanym wektoréw U,V, W , nazywamy wyrazenie U - (VX W) :

u1 u2 u3
U-(VXW) =V, v, V| =U (VW — VoW, ) + U, (VW — VW) + U (V, W, —V,W,) (1.11)
1 W2 WS

lloczyn mieszany ma nastepujacy wiasnosé:

o U-(VxW)=wW-(UxV)=V-(WxU)

Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego jest bardzo przydatna: |U~(VXW)| jest objetoscig

réwnolegtoscianu zbudowanego na wektorach U,V, W:

Wysokos¢ = |w| |cos 6| pole podstawy
v
— s

Rys.1.6. Interpretacja geometryczna iloczynu mieszanego

Przyktad 1.2. Rozwazmy nastepujace 3 wektory: U = (1,2,3);V =(3,1,2); W= (4, 2,1) . Oblicz iloczyn

wektorowy U XV , oraz objeto$¢ réwnolegtoécianu zbudowanego na wektorach U,V,W.

Rozwiazanie:

k
3 =i(2-6)+j(9-1)+k(2-6) =(-4,8,-4)
1

N N >

|W- (G xV)|=|(4,2,2) - (~4,8,~4)| =|-16 +16 - 4| = 4

<
I



1.2. Liczby zespolone

Liczbami zespolonymi ( C ), nazywamy liczby o postaci z=a+bi, gdzie a, b €R, oraz i (jednostka urojona)

zdefiniowane jest jako:

i=+—1 (1.12)

Dodatkowo:

a=Re(z) - czes¢ rzeczywista liczby zespolone;j z

b=Im(z) - czes$¢ urojona liczby zespolonej z

1.2.1. Wtasnosci liczb zespolonych

dwie liczby zespolone s3 sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci rzeczywiste i urojone sg
niezaleznie réwne sobie:

z, =2, < Re(z,) =Re(z,) oraz Im(z,) = Im(z,)
sume liczb zespolonych okreslamy wzorem:

2,+12,=(a,+a,,b +b,)

dodawanie liczb zespolonych jest taczne i przemienne
iloczyn liczb zespolonych okreslamy wzorem:

Z,°2,= (a'laz _b1b27 aa, +b2b1)

mnozenie liczb zespolonych jest taczne i przemienne

w zbiorze liczb zespolonych nie jest okreslona relacja uporzagdkowania - nie stosujemy relacji
wiekszy/mniejszy

liczba sprzezong do liczby z=a+bi nazywamy wielko$¢ z*=a-bi

modutem liczby z=a+bi nazywamy wielkos¢:

|z|=\/E=\/a2+b2

|2,|+|2,| < |z, + 2,

1.2.2. Postacie liczb zespolonych

Posta¢ liczby zespolonej z=a+bi nazywamy postacia algebraiczng. Kazdg liczbe zespolong zapisang w

tej postaci, mozemy przedstawié¢ jako punkt o wspétrzednych kartezjanskich (a,b) na ptaszczyznie zespolonej,

lub w postaci wektora o poczgtku w punkcie (0,0) i koricu w punkcie (a,b).



Rys. 1.7. Interpretacja geometryczna liczby zespolone;j.

Kat ¢ nazywamy fazg lub argumentem liczby zespolonej i oznaczamy jako ¢=arg(z). Kazdej liczbie zespolonej
mozemy przyporzadkowac¢ nieskoriczong liczbe argumentéw ¢+2km. Argumentem gtéwnym nazywamy faze z
przedziatu -m< ¢ < m.

Kazdg liczbe zespolong z=a+bi mozemy zapisa¢ rowniez w postaci trygonometrycznej:
. a .b ..
z=a+bhi=|z|| = +i— |=|z|(cosp+ising) (1.13)
2| [
gdzie |z|20 oraz ¢p € R.
Wz6r de Moivre'a: Niech z = |z|(cosg + ising),gdzie |z|>0, ¢ € R. oraz niech n eN. Wtedy:

n

2" =|z[' (cosng+isinng) (1.14)
Innym, alternatywnym sposobem zapisu liczby zespolonej z=a+bi jest postac biegunowa (wyktadnicza):
z=a+hi=|z|(cosp+isinp)=|z|exp(ip) (1.15)

Przyktad 1.3.

Dla liczb zespolonych z,=3+2j oraz z,=4-i wykonaj nastepujace operacje:
a) 2,42,

b) z;-2,

c) zapisz z, w postaci trygonometrycznej

d) zapisz z, w postaci biegunowej

Rozwigzanie

a)

z1+2,=CB+4)+i(2-1)=7+1i



b)

272, =(12+2) +i(-3+8) =14 + 5i

c)
lz;] =V9+4 =13
tgp = é = @ = arctg é = arctgz = 0.588rad = 33.67°
a a 3
z =+/13(0.83 — 0.551)
d)
|z, =Va+1=+17
b b -1

tgp = . = @ = arctg - = arcth = —0.245rad = —14.04

z =17exp(—0.078m - i)
1.3. Pochodne czgstkowe
1.3.1. Definicja pochodnej czastkowej

Zatézmy istnienie funkcji f, zaleznej od n zmiennych, przypisujacej kazdemu punktowi przestrzeni
wartosc z:

fr(X, X Xy X,) > Z (1.16)

przy czym funkcja ta jest okreslona w otoczeniu punktu P, = (Xlo, Xg yeeny Xio, e Xg)

Pochodna czastkowa tej funkcji wzgledem zmiennej x; nazywamy zwykta pochodng w punkcie x? funkcji ¢;
zdefiniowanej nastepujaco:

P iX eR— F0, XG0 Xy X7) (1.17)
innymi stowy:
of _ lim FX Xy ooy X+ Ay, X ) = (X Xy Xy X)) (1.18)
axi Ax;—0 AX.

czyli jest to pochodna funkcji wzgledem x; przy zatozeniu, ze pozostate zmienne traktujemy jako state i tak tez
sie jg liczy, przy czym wszystkie definicje i wnioski sg prawdziwe takze dla pochodnych wyzszego rzedu.

Przyktad 1.4.
Korzystajac z definicji (1.13) oblicz pochodng czgstkowa funkcji:

flx,y) = 2x3 + 6xy + y?



Rozwiazanie

of o flx+4x,y)— f(x,y) o 2(x +Ax)® +6(x + Ax)y + y? — (2x3 + 6xy + y?)
f;{ =— = lim = lim
dx  Ax-0 Ax Ax—0 Ax
i 2x3 + 6x%Ax + 6xAx? + 2Ax3 + 6xy + 6yAx + y? — 2x3 — 6xy — Y?
= lim
Ax—0 Ax

_ 6x2Ax + 6xAx? + 2Ax3 + 6yAx 5 5 )
= lim = lim 6x* + 6xAx + 2Ax“ + 6y = 6x° + 6y
Ax—>0 Ax Ax—>0

of . floy+Ay)—flxy)  2x3+6x(y+Ay) + (y + Ay)? — (2x3 + 6xy + y?)
=— = lim = lim
dy  Ay-0 Ay Ay—0 Ay

fy

i 2x3 + 6xy + 6xAy + y? + 2yAy + Ay? — 2x% — 6xy — y? i 6xAy + 2yAy + Ay?
Ay Ay = a5 Ay

= Al)i/r_t}lo6x +2y+Ay =6x+2y
Przyktad 1.5.
Oblicz pierwsze i drugie pochodne czastkowe funkgji f :
f=x%y3+e *siny

Rozwigzanie

% =2xy3 —e*siny
% =2y3+e *siny
9y = 3x2y? + e ¥cosy
giy}; = 6x%y —e ¥siny

Istnieje wiele wtasnosci i twierdzen zwigzanych z pochodnymi czgstkowymi. Jednym z najwazniejszych
twierdzen jest twierdzenie Schwarz'a:

Tw. Jezeli pochodne czgstkowe mieszane rzedu n>2 s3 ciggte w danym punkcie p, , to nie zalezg od kolejnosci
rozniczkowania, czyli np. dla n=2:
o’f o

= (1.19)
OX0X;  OX;0X;

1.3.2. Gradient

Gradient jest swego rodzaju odpowiednikiem zwyktych pochodnych dla funkcji wielu zmiennych.
Podobnie jak pochodna, gradient opisuje tangens kata nachylenia wykresu funkcji w danym punkcie. Jesli
f(x4,%x3 ...x,) jest rézniczkowalng funkcjg wielu zmiennych, gradientem nazywamy wektor n pochodnych
czastkowych tej funkcji. Wektor ten wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funkcji w danym punkcie,
natomiast dtugos¢ tego wektora opisuje wielkos¢ tego wzrostu:



grad f =Vf = iii
o 0X,  OX,

W kartezjaniskim uktadzie wspétrzednych (3D : x, y, z):

grad f =Vf = ﬂ,i,ﬂ of - of = of
6X8yaz o

(1.20)

(1.21)

Pojawiajacy sie we wzorach symbol V, nazywamy operatorem rézniczkowym nabla (operatorem Hamiltona).

Definiuje on operacje:

(1.22)

Rys.1.8. Wizualizacja gradientu na przyktadzie koloru. Im jest on ciemniejszy, tym wieksza wartos¢ funkgji. Strzatki

przedstawiajg kierunek gradientu takiej funkcji.
Przyktad 1.6.
Oblicz gradient funkcji:

r(x,y,z) =/x? + 2y? + 322

Rozwigzanie

or 2x
0x  2,/x? +2y? + 322
or 4y
0y 2./x? + 2y? + 322
or 6z
0z 2.[x? +2y? + 322
v ( 2x 4y 6z
T = ) )
2./x% +2y% + 322 2\/x2 + 2y? + 322 2,/x2 + 2y? + 322

)



W przypadku gdy interesuje nas wartos¢ gradientu w danym punkcie, wykorzystujemy twierdzenie:

Tw. Jezeli funkcja f: (xq, X5...X; ... X,) jest rézniczkowalna w punkcie py = (x2,x9 ... x? ... x3) to ma w tym

. of of of of
punkcie pochodne czgstkowe 7 I I o o

p Po Po Po

Innymi stowy obliczamy gradient danej funkcji i wstawiamy pod nasze zmienne wartosci wspotrzednych punktu
Po.

1.3.3. Dywergencja

Dywergencja jest to operator wektorowy, bedacy miarg natezenia zrédta lub ujscia pola
wektorowego na jednostke objetosci. Rezultat dziatania takiego operatora na funkcje wektorowg jest
skalarem. Wyobrazmy sobie nieskorniczenie matg objetos¢, przez ktorej powierzchnie przechodzi strumien masy
(bedacy wektorem). Jesli masa "ucieka" z objetosci, to znak dywergencji bedzie dodatni, natomiast jesli masa
naptywa do objetosci - ujemny. Wartos$¢ dywergencji méwi nam, jak intensywny jest ten wyptyw/przyptyw
masy. We wspétrzednych kartezjanskich dywergencje mozemy zdefiniowaé nastepujgco:

Dla rézniczkowalnego pola wektorowego F= (F,, Fy, F;) dywergencja réwna jest funkcji skalarnej:

oF, 8Fy oF,
+ +
OX OX oX

divF =V.F =

(1.23)

Zwréoémy uwage na zapis dywergencji za pomoca operatora nabla, jest ona iloczynem skalarnym tego
operatora z wektorem sktadowych pola wektorowego.

NN i

Rys.1.9. a) dywergencja jest dodatnia (masa ucieka z uktadu), b) dywergencja jest ujemna (masa wptywa do uktadu), c)
dywergencja jest réwna 0 (tyle samo masy wptywa i wyptywa z uktadu)

Przykiad 1.7.
Oblicz dywergencje pola wektorowego:

Fx,y,2) = (xy,yz% x%yz)
Rozwigzanie

OF, 9F, OF, 0 o a8,
—a(’@@*‘g()’z)*‘&(x yz) =y +z°+x%y



1.4. Rozwiniecie funkcji w szereg Maclaurina

Jezeli funkcja f(x) ma n-tg pochodng f(”)(x) w pewnym przedziale domknietym zawierajgcym punkt
a, wowczas dla kazdego x z tego przedziatu ma miejsce nastepujacy wzér Taylora:

f " (a)
(n=1)!

(x—a)”‘1+ R (1.24)

n

f'(a) f"(a) 2
f(x)=f(a)+ T (x—a)+ (x—a) +..+
Wzor ten jest niezwykle przydatny, bowiem umozliwia rozwiniecie dowolnej funkcji (spetniajgcej zatozenia) w
szereg potegowy.
Szeregiem Taylora bedziemy nazywac szereg:

f(x)= f(a)jLZ%(x—a)n (1.25)

Szczegdlnym przypadkiem jest sytuacja w ktérej a = 0. Méwimy wtedy o rozwinieciu funkcji w szereg
Maclaurina:

f(x)= f(0)+z f<n>(0) X" (1.26)

Przyktad 1.8.
Rozwin w szereg Maclaurina funkcje f(x) = e*
Rozwigzanie
Pochodna dowolnego rzedu z funkcji f (x) = e*:
fWx)=e* = f™0O0)=e=1

Podstawiajgc do wzoru (1.26) otrzymujemy:

1 1 1
—1+ﬁ x+§ x? +§ x3 4 -

tatwo mozemy zauwazy¢, iz wzor ogdlny bedzie miat postac:



