Rozwigzywanie rownan
rozniczkowych metodg Eulera i RK

Przed Wami ostatnie zadanie, ktérego rozwigzanie pozwoli wam zakonczy¢ tutorial,
opusci¢ lokacje startowg i rozpoczg¢ samodzielng walke o przetrwanie w brutalnym
Swiecie opanowanym przez zombie. W nagrode za wasze dotychczasowe starania
otwierajg sie przed wami trzy Sciezki, trzy r6zne zadania, ktore zdefiniujg waszg przysztosc.
Wybra¢ mozecie tylko jedng. Wybierzcie madrze, albowiem tego wyboru nie mozna
zmieni¢. No chyba, ze ktos zdecyduje sie wczytac savea. Nim sie pozegnamy pozwolcie, ze
po raz ostatni przedstawie wam bronh jakg bedziecie musieli wykorzystac.

Problem poczatkowy Cauchego

PPC stanowi podstawe rozwigzywania rownan rézniczkowych. A mianowicie jest to
minimalna ilos¢ danych jakie musimy posiada¢, aby rozwigza¢ dane zagadnienie. Na
poczatku matematycznie: Jezeli interesuje nas funkcja f(x), ale znamy tylko wartos¢ jej
pochodnej np. f'(x) = 2x, mozemy scatkowac dang pochodng, tylko w takim przypadku
otrzymamy wiele funkgji: f(x) = x? + C. Aby pozby¢ sie niewiadomej C, musimy zna¢ jedna
wartosc¢ funkgji f. Stad ogolny wyglad PPC:

{f "(x,y) = co$

f(xo0) = o

Jezeli dostaniemy wyrazenie na druga pochodng sprawa wyglada tak samo, tylko do
rozwigzania musimy zna¢ wartos¢ pierwszej pochodnej w jakims punkcie:

"Gy, f) = co$
f'(x0) = fo
f(x0) = yo

Metoda Eulera

W metodach numerycznych nie poszukujemy funkcji. Nie odpowiedzg nam, ze catkg
z x bedzie x?, ale mogg dos¢ dobrze przyblizy¢ nam wartos$¢ funkcji w miejscach, ktérych
szukamy. | to sie wiasnie liczy. Metoda Eulera jest super sedziwg, bo liczgca juz 255 lat, ale
za to najprostszg z tych metod, ktérej przyblizony sposéb uzycia wyglada nastepujaco:



Startujemy od uktadu wspoétrzednych, na ktérej mamy zaznaczony nasz punkt poczatkowy
y(x9) = yo. Wybieramy sobie jaka$ wartos¢ kroku, h lub dx, ktéra pozwoli nam zaznaczy¢
wiele punktow na osi x.

Xiy1 = X + h, i = O, 1,2,
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Znamy wartos¢ w punkcie xo, teraz chcemy poznac tg wartos¢ w punkcie x;. Podobnie jak
w metodzie Netwona, mozemy wyznaczy¢ pochodng danej funkcji w punkcie. Wszak
mamy tg pochodng wyrazong jakim$ wzorem. Po przeciggnieciu prostej wyrazajgcej
pochodng do przeciecia z punktem x; mozemy zaznaczy¢ ten punkt jako wartos¢ y(x,).
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Otrzymang warto$s¢ mozemy wykorzysta¢ by policzy¢ wartos¢ funkcji w punkcie xz, a
nastepnie w punkcie xs, x4 i tak dalej, i tak dalej... Ogolne wyrazenie na wartos¢ funkcji w
kolejnym kroku przyjmuje postac:

y(xiv1) = y () + he f(xi, 1)



Z obowigzku zaznaczam, ze wartosci szukanej funkcji mozemy oczywiscie przechowywad
w postaci tablicy, dla kazdego kolejnego kroku, ale bardzo czesto po prostu nadpisuje sie
pojedynczg zmienng, zeby oszczedzal miejsce i czas. A jezeli jednak interesuje nas
przebieg funkgji, to dokonuje sie jedynie wypisania co ktérejs iteracji.

Wocale nie bardziej ztozone przypadki:

Jezeli problem, ktory chcemy rozwigzac sktada sie z wielu powigzanych z sobg rownan
rézniczkowych sprawa wecale nie jest duzo bardziej skomplikowana. Do kazdego z
problemdéw stosujemy po prostu osobno metode Eulera. Pamietad trzeba tylko, ze jezeli
liczymy przyktadowo

y(xip1) = y(Ox) + h- f1 (v, 2)

z(x;41) = z(x) + h- g' (%1, 1, 2;)
gdy program prébuje policzy¢ z(x;,41) to zamiast y(x;) dysponujemy juz y(x;,,). Czasami
nie stanie sie nic strasznego. Czasami jednak wszystko posypie sie na skutek

nawarstwiajgcych sie numerycznych. Dlatego warto albo zastosowac wartos¢ tymczasowg
y, albo policzy¢ pochodne jako osobne zmienne.

W przypadku rozwiazywania problemdéw wyzszego rzedu stosujemy tg samg technike
jak powyzej:

y(xiz1) = y(x) +h- (v, 24 0)
Y (xip1) =y () +he (e, v,z 00)

Znowu pamietajgc tylko o kolejnosci wykonywanych obliczen.

Metoda Runge-Kutty (bez s) drugiego rzedu

Jak widzicie, metoda Eulera obarczona jest btedem wynikajgcym z tego, ze pochodna sie
zmienia. Btad ten oczywiscie mozemy zmniejszy¢ skracajgc krok metody, ale czasami
warto wykorzysta¢ nieco bardziej wyrafinowane metody niz metoda Eulera. Kolejng w
kolejce skomplikowanie jest metoda Runge-Kutty drugiego rzedu. W pierwszym kroku,
liczymy tak samo jak w metodzie Eulera, ale zatrzymujemy sie w srodku kroku, liczmy

nowy, zazwyczaj bardziej poprawng pochodna. | to jg wykorzystujemy do obliczenia
kolejnej wartosci funkgji.
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A ogblne rownanie na nastepng wartos¢ funkcji wyglada nastepujaco:

h 1
y(xis) =y(x) +h- f’ (xi +§»3’i +§f’(xi'3’i))

Sciezka 1:
(oo
Jedng z wielkich zagadek Swiata jest odpowiedz na pytanie jak to sie stato, ze pomimo

tylu lat zombie nie wymarty? Wszystkie eksperymenty wykazaty, ze cho¢ zombie nie
cztowiek, to zrec¢ dalej musi. A skad takie ilosci jedzenia by utrzymac tak liczng populacje?
Druga zagadkg jest: dlaczego czasami populacja zombie sie zmniejsza, by potem nagle
znowu wzrosngc¢?

Odpowiedzig na to pytanie mogg okazac sie kréliki! Tak! Te mite, puchate stworzonka
kicaja sobie po tgkach, jedzg trawe, robig to co kroliki robig najlepiej i przy okazji stanowig
zrodto wysokobiatkowej diety dla zombiakdéw. Taka hipoteza implikuje twierdzenie, ze w
swych gniazdach zombie nie tylko przeczekujg dzien, ale rownoczesnie sie rozmnazaja.
Nikt nie wie jak ten proces miatby sie odbywac. Ba, nikt nawet nie prébuje wiedzie¢, ale
model to model. Z nim sie nie dyskutuje. Tak postawiony problem moze opisywac
zagadnienie Voltera-Lotki, ktére w naszym przypadku wyglada nastepujgco:

0K
— =aK — bKZ
ot
0z
—=cKZ-dZ
ot

gdzie: K i Z to parametry opisujace populacje kréliczkédw i zombie Np. w 1000/km?,
Parametry a, b, c i d to parametry opisujgce dynamike kolejno: a - rozmnazania sie
krolikdbw (im wiecej krolikbw tym szybciej sie rozmnazajg), b - prawdopodobienstwo
zastania upolowanym i zjedzonym, ¢ - rozmnazanie sie zombie (zalezy zaréwno od ilosci
zombie jak i dostepnosci futerkowanego jedzenia i d - Smiertelnosci zombie, gdy tego
jedzenia brakuje.



Waszym zadaniem jest rozwigzanie ww. problemu startujgc od t=0, a korczgc na t=40 (lat)
i przygotowanie wykresu prezentujgcego jak zmieniata sie populacja krolikéw i zombie
przez te lata. Ko=1, Zo=0.5, a=b=c=d=1. Zacznijcie od kroku czasowego dt=0.1 i sprawdzcie,
jak zmienia sie rozwigzanie wraz z jego zmniejszaniem.

Sprawdzcie réwniez jak w tym przypadku spisze sie metoda Runge-Kutty drugiego rzedu.

Sciezka 2:

Ministerstwo szczesliwosci i dobrych nastrojow, dla poprawienia morale i
przygotowania dzieci na mozliwe przyszte zagrozenia, postanowito wydaé¢ gre
komputerowg ,Space Zombies”. W grze wcielasz sie w dowddce bazy kosmicznej, ktorej
zadaniem jest ochrona ziemi przed nadciggajacymi z przestrzeni asteroidami petnymi
zielonych ludkéw. Niestety wszystkie silniki dajace sie odpali¢ na procesorze Intel 8080
ulegly zniszczeniu wskutek burzy magnetycznej jaka powstata podczas nieudanej proby
dekalaryfioryzacji Va Dinciego. Twoim zadaniem w tym projekcie bytoby stworzenie
skryptu obliczajgcego trajektorie lotu pociskédw w zmieniajgcym sie polu grawitacyjnym.

Pozycje pocisku przechowujemy jako wektor p = [p,,p, ], gdzie sktadowa x odzwierciedla
potozenie pocisku na dwuwymiarowej mapie gry. Standardowo x poziom, a sktadowa y
pionie. Rbwnania opisujgce ruch pocisku to:

Zmiana pozycji pocisku p = [py, py|:

opx _
ot x
c’)py

o W

Wptyw przy$pieszenia grawitacyjnego a = [a,,a, | :

v,
e
av

y
o

Jezeli potozenie pocisku wzgledem ziemi wyraza sie jako wektor: o = [o,,0,] = p, — p, tO
przyspieszenie grawitacyjne dziatajgce na pierwsze ciato mozemy obliczyc jako:

_ [ascox ascoy]
~ Lol " 1ol
Asc = 2
lo?
gdzie as to skalarna wartos¢ przysSpieszenia, G stata grawitacyjna, a m2 to masa drugiego
ciata (ziemi).



Aby wykonac to zadanie trzeba policzy¢ trajektorie pocisku i stworzy¢ wykres prezentujgcy
tor jego ruchu na mapie gry. Podobnie jak na screenshocie z bestseleru z roku 2023.

SPACERZOMEIE

Ksiezyc Nasza baza

Nazi zombie Co tutaj robi ta planeta?!?
from the moon

Dane do wersji demonstracyjnej, jakg macie stworzy¢, to:

Maza ziemi: 5.972e24 kg

Promien ziemi: 6.371e6 m

Stata grawitacyjna: 6.6743e-11

Pozycja ziemi [0, 0] m

Pozycja bazy [2.5e7, -2.5e7] m

Zombie chciaty by¢ sprytne i prébowaty podejs¢ od przeciwnej strony, jednak chwilowo
zatrzymaty sie na herbate. Ich pozycja: [-3.5e7, 3.5e7] m.

Predkos¢ poczatkowa pocisku wystrzelonego z dziata gausa: 4 000 m/s.
Kierunek: Wybierany przez gracza na podstawie kata strzatu.
Dodatkowe proponowane dane (te dziatajg)

dt=1s

t_end =2 dni (2*24*3600) s

Sciezka 3:

A moze by tak rzuci¢ to wszystko i polecie¢ w Bieszczady, niel w Bieszczady jest za
blisko, najlepiej tak polecie¢ z ziemi i nigdy nie wroci¢. Rakieta juz stoi na platformie. Wazy
29 500 kg, zabiera 8 000 kg tadunku, a po zatankowaniu do petna, czyli w jakies 490 000
kg paliwa pono¢ ma zabrac nas poza ziemie. Site zapewniajg jej 9, chtepczacych razem 875
kg paliwa na sekunde silnikow o tgcznym ciggu 8227 kN. Nim zaryzykujecie lot, waszym
zadaniem jest sprawdzenie czy ten pojazd jest w stanie spetni¢ oczekiwane przez was
zatozenia. Policzcie wysokos¢ na jakg uda sie wleciec i predkos¢ jakg uda sie osiggnag¢ nim
skonczy sie paliwo. Oczywiscie uwzgledniajgc zmiane masy i op6r aerodynamiczny jaki



stawia poruszajgca sie rakieta. (Funkcje na gestos¢ powietrza i opér aerodynamiczny w
pliku na serwerze).

Przyjmijcie, ze rakieta porusza sie tylko pionowo w gore, a potrzebne rownania to:

oh
ac "
dv B
ot ¢
a= Ftot _ Fciqgu - Egraw - Foporu

m mrakiety + Mygqunku + Mpatiwa



