2. Podstawy krystalografii

Podczas naszych zaje¢ skupimy si¢ przede wszystkim na strukturach krystalicznych.
Krysztalem nazywamy (def. strukturalna) substancje stalg zbudowang z atomdéw, jonéw lub czasteczek
uporzadkowanych w czasie i przestrzeni. Réwnowaznym sposobem zdefiniowania substancji
krystalicznej (def. rentgenostrukturalna), jest stwierdzenie, ze jest to cialo stale zbudowane z
powtarzajacych si¢ W przestrzeni identycznych jednostek strukturalnych, ktorego dyfraktogram
charakteryzujg ostre refleksy. Na poczatek zajmiemy si¢ wtasnie tymi jednostkami.

2.1. Komorki elementarne i uklady krystalograficzne

Aby opisa¢ strukture krystaliczna, konieczne jest okreslenie jej czgsci sktadowych: sieci
przestrzennej oraz bazy atomowej.

Siecig przestrzenna (prostg) nazywamy zbior punktow (tzw. weztow) wyznaczonych przez wszystkie

wektory sieciowe (wektory translacji sieci) T . Jest to twor stricte matematyczny. Wektory translacji
sieci generujemy wedtug wzoru:

T =nd +n,d, +n,d, (2.1)
gdzie: n;,n,,n,- liczby catkowite

a,,d,,d, - podstawowe wektory translacji (wersory sieci) definiujace sie¢

Wygenerowane w ten sposob wektory, okreslamy roéwniez jako sie¢ Bravais’go.

Baza atomowa jest atomem lub ich grupa, zwigzanym z kazdym weztem sieci. Potozenie srodka

atomu j bazy atomowej wzgledem wezlta sieci z ktorym baza jest zwigzana, opisuje wektor:
r,=x,d +Yy;a,+z;d, gdzie:0<x;,y;,z;<1 (2.2)

Strukture Kkrystaliczng uzyskujemy, poprzez przyporzadkowanie bazy atomowej wezlom
wygenerowanym przez sie¢ przestrzenna:

sief przestrzenna baza atomowa struktura krystaliczna
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Rys.2.1. Elementy sktadowe struktury krystaliczne;.

Jak bylo to wspomniane na poczatku, krysztat zbudowany jest z wielu podstawowych jednostek, ktore
nazywamy komoérkami elementarnymi (ang. conventional cell). Tutaj pojawia sie pewien problem z
nomenklaturg: u niektérych autoréw komoérka elementarna jest komorka o najmniejszej objetosci i



zawierajaca tylko pojedynczy atom. U innych, komorka elementarna jest kazdg komorkg odtwarzajaca

pelng symetri¢ sieci, natomiast komorka zawierajgca tylko jeden atom (czyli najmniejsza komorka
elementarna) nazywana jest komorka prymitywna (prosta) (ang. primitive cell). My bedziemy
stosowac¢ t¢ druga konwencje.

Komorka prymitywna zdefiniowana jest przez wektory tzw. bazy podstawowej. Zgodnie z tym co byto
powiedziane na poprzednich zajeciach, objgtos¢ takiej komorki moze by¢ obliczona na podstawie
iloczynu mieszanego:

V=|a-(a,xa,)| (2.3)

Nalezy tu pamictaé, ze wybor wektorow podstawowych nie musi by¢ jednoznaczny i ten sam rezultat
mozemy otrzyma¢ z wigcej niz jednej bazy wektorow. Innym sposobem na wyznaczenie komorki
prymitywnej, jest komorka Wignera-Seitza. Wyznacza si¢ ja poprzez poprowadzenie z danego wezta
odcinkéw taczacych go ze wszystkimi sasiadami, a nastgpnie przecigciu ich w potowie dhugosci
prostopadtymi ptaszczyznami:

\

Rys. 2.2. Dwuwymiarowa konstrukcja komoérki Wignera-Seitza.
Komorka ta odtwarza petng symetrig sieci.

Istnieje 7 nierdbwnowaznych typéw komorek elementarnych, ktore pozwalaja na catkowite
wypelnienie przestrzeni trojwymiarowej, czyli na utworzenie sieci przestrzennej. Typy te nazywamy
ukladami krystalograficznymi. Kazdy uktad mozemy opisa¢ za pomocg 6 parametrow: a - krawedz
komorki réwnolegta do kierunku X, b - krawedz komorki rownolegta do kierunku Y, C - krawedz
komorki rownolegta do kierunku Z, a - kat migdzy b i ¢, £ - kat migdzy a i c, y - kat miedzy a i b.
Dtugosci a,b,c hazywamy periodami identycznosci bagdz stalymi sieci.



Rys. 2.3. Parametry opisujace komorke elementarng.
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Rys. 2.4. Uktady krystalograficzne.
Tab. 2.1. Uktady krystalograficzne
Uktad Parametry sieciowe Ksztatt komorki
trojskosny azbzc, a#p#y#90° Réwnolegloécian uko$nokatny
jednoskosny azbzc, a=y=90° B %90° Rownolregiosman’z jedna para
$cian uko$nych
ortorombowy azb=c, a=p=y=90° Prostopadto$cian

tetragonalny

a=b=#c, a=p=y=90°

Prostopadtoscian o podstawie

kwadratu
regularny a=b=c, a=pf=y=90° Szeécian
romboedryczny a=b=c, a#pB+y=90° Réwnolegloscian ukosnokatny

o bokach réwnej dhugosci

heksagonalny

a=b=c, a=p4=90°y=120°

Graniastostup o podstawie
szesciokata




Bioragc pod uwage symetri¢ przestrzenna, w obrgbie wspomnianych 7 uktadow krystalograficznych,
odpowiadajacych 7 ukladom wektoréow bazowych sieci Bravais’go, jesteSmy w stanie wyrozni¢ 14
typow sieci Bravais’go. W ramach tych sieci mozemy dodatkowo wyr6zni¢ 5 rodzajow rozmieszczenia
weztow w komorce:

e P -—sie¢ prymitywna, wezty wyltacznie w narozach, 1 atom na komorke.

e | —sie¢ przestrzennie centrowana, wezty w narozach plus wezet w srodku komorki, 2 atomy na
komorke.

e [ — sie¢ ptasko centrowana, wezty w narozach plus wezet w §rodku komorki, 4 atomy na
komorke.

o A/B/C - komorki centrowane na jednej parze $cian (odpowiednio réwnolegtych do osi X, Y ,2),
2 atomy na komorke.
¢ R -romboedryczna - zdwoma dodatkowymi atomami wewnatrz, 3 atomy na komorke.

Uktad regularny Uktad heksagonalny Uklad tetragonalny Uktad rojskoény

cP(sc) cF(fcc) cl(bcc)

Uktad trygonalny Uktad jednosko$ny
(romboedryczny)

hR

Rys. 2.5. Mozliwe sieci Bravais'go w trzech wymiarach wraz z symbolami.

Zwroémy uwage, ze sieci Bravais'go nie muszg opisywaé komorek prymitywnych - moga zawieraé
wiecej niz jeden atom na komorke.

W obrebie przedstawionych uktadéw, mozliwe sg dodatkowo okreslone operacje symetrii:

e Odbicie — symetria zwierciadlana wzglgdem danej ptaszczyzny, np. jej obecnos¢ wzgledem
ptaszczyzny Xy bedzie prowadzita do transformacji wspotrzednych: X’ =X;y’ =y; 2’ =-Z. Obecno$é
ptaszczyzny zwierciadlanej oznaczmy symbolem m

e Inwersja— odbicie wzglgdem punktu prowadzace do transformacji: X' =-X; y ' =-y; 2’ = -z. Inwersje
oznaczamy symbolem 1

e Obroty — wyrézniamy tu obroty, ktérych wykonanie prowadzi do otrzymaniu stanu tozsamego z
poczatkowym. Liczba obrotow sktadajaca si¢ na obrét o pelne 360 © nazywana jest krotnoscig osi.
Mozliwe jest wystgpienie osi jedno- (przeksztatcenie trywialne, bez symbolu), dwu-, trzy-, cztero-
i szesciokrotnych, oznaczanych symbolami 2, 3,4 i 6.

e Obroty inwersyjne — ztozenie operacji obrotu i inwersji. Osie inwersyjne oznaczamy jako: 2,3,4,6



Kombinacje powyzej wymienionych elementéw symetrii (bez uwzglednienia translacji), pozwalaja na
uzyskanie 32 réznych grup punktowych, w obrebie ktoérych mozemy wyrézni¢ 230 grup
przestrzennych (ang. space groups). Na naszych zaj¢ciach jednak, nie bedziemy ich doktadnie
omawiac¢, gdyz temu zagadnieniu poswigcony jest oddzielny kurs krystalografii.

Zanim przejdziemy dalej, nalezy omowic jeszcze jedng kwestie — geometri¢ rzeczywistych
uktadow krystalicznych. Musimy pamietac, ze takie uktady nie mogg istnie¢ w oderwaniu od realiow
praw fizycznych i po obsadzeniu sieci przestrzennej przez atomy bazy, powinniSmy oczekiwac, ze
zostang zachowane pewne reguly. W naszym przypadku bgdziemy wykorzystywac¢ przede wszystkim
tzw. model sztywnych kul. Sprowadza si¢ on do zalozenia, ze atomy obsadzajace wezly Sieci
przestrzennej moga zosta¢ przyblizone kulami o okreslonym, statym promieniu. Model ten wymaga,
aby najblizsi sasiedzi w strukturze pozostawali w bezposrednim kontakcie — w przeciwnym razie
atomy moglyby ,.lata¢” po wolnych przestrzeniach w strukturze, co oczywiscie bytoby niefizyczne. Z
tego wzgledu, najblizsi sgsiedzi w strukturze krystalicznej odgrywaja szczegdlnie wazng role. Musimy
pamigtaé, ze w zalezno$ci od symetrii ich liczba, zwana takze liczba koordynacyjng, moze ulegaé
zmianie. Oprocz tego, spetienie zatozen modelu sztywnych kul bedzie narzucato dodatkowe wigzy na
wzajemne relacje pomigdzy periodami identyczno$ci naszej komorki.

Rys. 2.6. Model sztywnych kul na przyktadzie struktury NaCl.
2.2. Rownanie i wskazniki prostej sieciowej

Aby moc przeprowadzi¢ jakiekolwiek obliczenia na sieci krystalicznej, konieczna jest
umiejetnos¢ poruszania si¢ po niej. W tym celu konieczne jest wprowadzenie oznaczen kierunkoéw
wewnatrz niej oraz plaszczyzn.

Kazda prosta moze by¢ jednoznacznie wyznaczona poprzez dwa punkty w przestrzeni nalezace do niej.
Proste sieciowe zawsze beda przechodzi¢ przez wezly sieci, zatem aby okresli¢ kierunek prostej
sieciowej potrzebujemy pozycje dwoch wezlow. Pierwszy z nich mozemy zawsze opisaé
wspotrzednymi (0,0,0), co wynika z periodycznosci sieci. Pozycje drugiego wezta mozemy opisac
wspotrzednymi (ua,vb,wc), gdzie u, v, w sg liczbami catkowitymi. Prosta przechodzaca przez te punkty
musi spetnia¢ rownanie kanoniczne proste;j:

X:y:z=ua:vb:wc (2.9)

czyli:
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Z powyiszego rownania wynika, ze trzy liczby calkowite [uvw], pierwsze wzgledem siebie,
jednoznacznie okreslaja kierunek prostej sieciowej. Wskazniki [uvw] dowolnej prostej mozemy
wyznaczy¢ albo poprzez przesuniecie jednego z przecinanych przez nig weztow do pozycji (0,0,0) i
okreslenie wspoirzednych drugiego punktu wzgledem tak zdefiniowanego uktadu wspotrzednych, albo
poprzez zwykte odjecie od siebie wspotrzednych obu punktow (bez sprowadzania do punktu (0,0,0)).

2.3. Rownanie i wskazniki plaszczyzny sieciowej

Dowolna ptaszczyzna sieciowa jest jednoznacznie wyznaczana przez dwie, nierownolegle
proste sieciowe lezacej na niej (rownoznaczne z trzema niewspoliniowymi punktami). Wszystkie
punkty o wspotrzednych (x,y,z), nalezace do ptaszczyzny musza spelnia¢ rownanie:

XCOS £+ YyCOSV+2C0Sp=Nn (2.6)
gdzie: u,v,p - katy pomiedzy normalng do ptaszczyzny a osiami X, Y, z

n - dlugo$¢ normalne;j
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Rys. 2.7. Wyznaczenie ptaszczyzny (hkl) przez dwie proste sieciowe.

Jesli plaszczyzna przechodzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych (a ze wzgledu na periodycznos¢
sieci mozemy go "przestawi¢" w dowolng pozycje weztowa), rownanie (2.6) przybiera postac:

XCOS £+ Yycosv+zcosp=0 2.7
Rownanie to musi by¢ spetnione przez wszystkie punkty prostych [uz,vi,Wi] i [Uz,v2,w2], czyli:

u,acos x+v,bcosv +w,ccos p=0 28)
U,acos x+V,bcosv +w,ccos p =0 '

Otrzymujemy zatem uktad dwoch réwnan z trzema niewiadomymi (cosinusami kierunkowymi).
Pozwala nam to na wyznaczenie stosunkéw pomie¢dzy niewiadomymi:
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h:k:l=acosu:bcosv:ccosp= (2.9)

W, U, ' u, Vv,
Liczby h, k oraz | (tzw. wskazniki Millera) charakteryzuja nachylenie plaszczyzn do osi
krystalograficznych. Latwo mozna zauwazy¢, ze caty zbior plaszczyzn bedacych réwnolegtymi do
siebie, cechowa¢ beda takie same wartosci hkl. Podobnie jak bylo to w przypadku wartos$ci [uvw],
wspolczynniki (hkl) zapisujemy w postaci liczb calkowitych, pierwszych wzgledem siebie.

Oczywiscie powyzsza analiza bytaby dos¢ klopotliwa w kazdorazowym zastosowaniu. Na szcze$cie
interpretacja geometryczna wskaznikow hkl jest znacznie prostsza:

Liczby hkl wskazuja, ile razy odcinki odcigte na osiach X, y, z przez pierwsza plaszczyzne sieciowa
(polozong najblizej punktu (0,0,0)) w komorce elementarnej, s3 mniejsze od periodow
identyczno$ci. Droga postepowania jest tu nastepujaca:

e Znajdujemy wspotrzedne H, K i L opisujace pozycje przecigcia przez ptaszczyzne odpowiednio
0si X, Y i . Wspotrzedne te wyrazamy w jednostkach statych sieci;

e Tworzymy odwrotnosci: 1/H, 1/K i 1/L;

e Znajdujemy wskazniki (hkl) bgdace najmniejszymi liczbami catkowitymi spetniajacymi relacje:
h:k:1=1H:1K:1lL

e Jezeli dana ptaszczyzna jest rownolegta do ktorej$ z osi, warto$¢ indeksu Millera przyjmujemy

jako réwna 0. Wskazniki ujemne oznaczamy indeksem . Plaszczyzny powstajace poprzez
przemnozenie zestawu wskaznikow (hkl) przez -1 traktujemy jako tozsame:

(021) (073) (027) (013)=(073)

(122)=(722) (173) T21) (212)=(272)

Rys. 2.8. Przyktady wyznaczania wartoéci (hkl) dla ptaszczyzn sieciowych.
2.4. Odleglosci miedzyplaszczyznowe

Jednym z najwazniejszych parametrow jakie mozemy wyznaczy¢ w sieci, jest odlegtosé
pomigdzy dwoma réwnolegtymi plaszczyznami sieciowymi dna. Istnieje wiele sposobow
wyprowadzenia tej wielkosci, ponizej przedstawiony bedzie sposob bazujagcy na réwnaniu (2.6).
Zalozmy, ze "zerowa" plaszczyzna przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych. Dlugosc
normalnej n dla pierwszej ptaszczyzny (a zatem nie tej przechodzacej przez punkt (0,0,0) tylko tej
nastepnej) ze wzoru (2.6), jest rowna wtedy dp:



uacos i +vbcosv +wccos p=d,, (2.10)

po uwzglednieniu rownania (2.9) dostajemy:
h k I
ua—+vb—+wc—=d,, (2.11)
a b c

a nastgpnie:

ua +vb +WwcC =1 (2.12)

Mozemy zauwazyc¢, ze:

COS 1 =
ady,
Cosvy = (2.13)
ki
Cos p =
Chpy
W uktadach prostokatnych, cosinusy katow w, v, p spetniaja zaleznos¢:
cos® p+cos’v+cos’ p=1 (2.14)

zatem po podstawieniu (2.13) do (2.14) otrzymamy:

1 =(E] +(5j {'_J (2.15)
d, \a b c

Przedstawiona powyzej metoda ma pewne ograniczenia zwigzane z ogolng geometrig uktadu. Na

nastgpnych zajeciach, pokazemy sobie w jaki sposdob mozna wyprowadzi¢ wzory na odlegtoséci
miedzyptaszczyznowe w roznych uktadach krystalograficznych, z wykorzystaniem sieci odwrotnej.
Tego typu analiza cechowa¢ si¢ bedzie wyzszym stopniem ogolnosci, jak réwniez wicksza wygoda
uzytkowania.



