3. Sie¢ odwrotna

Kazda struktura krystalograficzna posiada dwie stowarzyszone ze soba sieci: sie¢ krystaliczng
(rzeczywista/prosta), ktorag zajmowalismy si¢ do tej pory, oraz sie¢ odwrotng, bedaca abstrakcyjnym
bytem matematycznym w przestrzeni Fouriera (czyli w przestrzeni wektoréw falowych). Sie¢ odwrotna
jest szczegdlnie przydatna z punktu widzenia dyfrakcji rentgenowskiej, podczas ktérej zachodzi
rozpraszanie promieniowania charakteryzowanego wlasnie poprzez wektory falowe. W rezultacie, to co
obserwujemy na obrazie dyfrakcyjnym jest tak naprawde obrazem sieci odwrotne;.

3.1. Podstawowe wektory sieci odwrotnej

Podobnie jak w przypadku sieci rzeczywistej, rowniez sie¢ odwrotna posiada swoje wersory.
Sg one powigzane z wersorami SiecCi rzeczywistej poprzez wzory:
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gdzie: 4d,,4d,,d, - podstawowe wektory sieci krystalicznej
b,,b,,b, - podstawowe wektory sieci odwrotnej
Dodatkowo, wektory te spetniajg zalezno$¢:
b -8, =275, (3.2)
gdzie: o - delta Kroneckera (dla i = j,5; =1, dlai# j,6; =0)
Wezly sieci odwrotnej generowane sg analogicznie do tych w sieci rzeczywistej:
G =nhb +nb, +n,, (3.3)

gdzie: n;,n,,n,- liczby catkowite

Powyzszg konstrukcje matematyczng, mozemy sprowadzi¢ do relatywnie prostego opisu konstrukcji
geometrycznej. Wyznaczenie weztoéw sieci odwrotnej zaczynamy od poprowadzenia z dowolnego wezta
sieci rzeczywistej prostych prostopadtych do kazdej rodziny ptaszczyzn sieciowych (przez rodzine
plaszczyzn rozumiemy ptaszczyzny wielokrotne, np. (100), (200), (300)...). Na tych prostych,
odktadamy teraz odcinki odpowiadajace odwrotnosciom odlegtosci migedzyptaszczyznowych 1/dha
(odpowiednio dla kazdej rodziny plaszczyzn) i im wielokrotno$ciom. Uzyskane w ten sposob punkty
odpowiadaja weztom sieci odwrotnej. Wspotrzedne punktow sieci odwrotnej zwyczajowo zapisujemy
bez nawiasow.



Pokazmy teraz na przyktadzie graficznym, w jaki sposob wyznaczy¢ wezty sieci odwrotnej i jaka jest
ich relacja wzgledem weztow sieci rzeczywistej. Rozwazmy fragment sieci uko$nokatnej (Rys. 3.1a), a
doktadniej jej rzut na plaszczyzne XY:
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wezet sieci rzeczywistej d,, - odlegtos¢ miedzyptaszczyznowa
wezet sieci odwrotnej X,y - osie sieci rzeczywistej
ptaszczyzna sieciowa x* y* - osie sieci odwrotnej

Rys. 3.1. a) schematyczne przedstawienie komorki ukosnokatnej; b) rzut na plaszczyzng XY, 0§ Z prostopadia do
rysunku. Zaznaczone zostaty ptaszczyzny sieciowe (100) i (010) oraz ich odleglosci migdzyptaszczyznowe; c)
konstrukcja weztow i osi sieci odwrotnej.

Rozpatrujac rzut na ptaszczyzne XY, mozemy na niej zaznaczy¢ plaszczyzny sieciowe (100) i (010)
(oraz ptaszczyzny (200) i (020) nalezace do ich rodzin), jak réwniez odpowiednie odlegtosci
miedzyptaszczyznowe (Rys. 3.1b). Zwr6émy uwage, iz odcinki odpowiadajace odleglosciom
miedzyplaszczyznowym w tego typu ukladzie, nie musza by¢ rownolegle do kierunkéw osi X iy
(Rys. 3.1b). Natomiast beda one rownolegle do osi x* i y* w sieci odwrotnej (Rys. 3.1c). Aby
zaznaczy¢ teraz wezty na obu tych osiach, wykorzystujemy odcinki o dtugos$ci rownej odwrotnosSci
odpowiednich odleglosci miedzyplaszczyznowych z sieci rzeczywistej (Rys. 3.1¢). Jak mozemy
zauwazyc¢, pozycje tych weztow moga znaczgco odbiegac od pozycji weztow sieci rzeczywistej.

3.2. Wiasnosci sieci odwrotnej

Sie¢ odwrotna posiada pewne wlasnosci, ktore sa bardzo przydatne przy analizie struktur
krystalicznych:

Sie¢ odwrotna jest siecig Bravais’go
Kazdy wektor G sieci odwrotnej jest prostopadty do odpowiedniego zbioru plaszczyzn sieci

rzeczywistej. Umozliwia nam to wyznaczenie wektora N | » prostopadlego do plaszczyzny

opisanej wskaznikami Millera hkl:
N, =G, =hb, +kb, +Ib, (3.4)

3. Odleglos¢ miedzy plaszczyznami sieci rzeczywistej o wskaznikach Millera h, k i | dana
jest zaleznoscia:
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4. Sie¢ rzeczywista jest siecig odwrotng dla swojej sieci odwrotnej. Innymi stowy kazda sieé
rzeczywista ma dokladnie jedng sie¢ odwrotng i vice versa.

5. Komorka elementarna sieci odwrotnej nie musi by¢ prostopadtoscianem (nawet jesli komorki
sieci rzeczywistej sg prostokatne).

Przyklad 3.1. Oblicz odleglo$¢ migdzyptaszczyznows dla plaszeczyzny (210) w komorce typu SC
uktadu regularnego. Dhugo$é boku komérki wynosi 54

Rozwigzanie:

Wektory bazowe sieci rzeczywistej:

a =(a,0,0)

a, =(0,a,0)

a,=(0,0,a)
Ich iloczyn mieszany wynosi:

a (éz xd;)= a’

wektory sieci odwrotnej (ze wzoru (3.1)):

b, = (%,0,0)

b, =(0,%,0)

b, =(0,0,2=

wektor prostopadly (wzor (3.4)):

G, = 2b, +1b, +0b,

/16;z2 47> 245
1G]l = 22 + 2 =7 5

Na podstawie wzoru (3.5) otrzymujemy:

jego modut wynosi:

2
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hkl H

Jest to wartos¢ rowna tej, ktdrg otrzymamy z rownania (2.15) z poprzednich zajec.
3.3. Strefa Brillouina

Strefa Brillouina (a wlasciwie to pierwsza strefa Brillouina) jest komérka Wignera-Seitza
w sieci odwrotnej, tzn. powstaje poprzez poprowadzenie z danego wezta odcinkéw taczacych go z
najblizszymi sgsiadami, a nast¢pnie przecigciu ich w potowie dtugosci prostopadtymi ptaszczyznami
(Rys. 3.2). Mozliwe jest rowniez wyznaczenie dalszych stref, jednak ich znaczenie fizyczne jest



znacznie mniejsze niz strefy I. W dalszej czesci semestru strefa Brillouina pojawi si¢ podczas analizy
energetycznej struktury krysztatow. Oprocz tego, ma rowniez niebagatelne znaczenie z punktu widzenia
dyfrakcji rentgenowskiej.

b | strefa Brillouina
2

Il strefa Brillouina

Rys. 3.2. Graficzna interpretacja | i I strefy Brillouina dla przypadku dwuwymiarowego.
Przyklad 3.2. Wyznacz granice strefy Brillouina dla komérki z przyktadu 3.1.
Rozwigzanie:

Jak mozna zauwazy¢ w przykladzie 3.1, sie¢ odwrotna do sieci SC zachowuje ten sam charakter, czyli
nadal jest siecig typu SC. Wektory podstawowe sieci odwrotnej odpowiadaja zatem periodom jej
identycznosci, ktore z kolei sg rowne odlegtosci do najblizszego wezta w danym kierunku:

b, =(%,0,0)
b, = (0,22,0)
b, =(0,0,2=

Podobnie jak w sieci rzeczywistej, kazdy wezet w sieci odwrotnej typu SC posiada 6 najblizszych
sgsiadéw, oddalonych doktadnie o period identycznosci w sieci odwrotnej:

+h = (£2£,0,0)
+b, = (0,+2=,0)
+b, = (0,0, +2=)

zatem granice pierwszej strefy Brillouina znajduja si¢ w potowie tych odlegtosci (zgodnie z zasadami
konstrukcji komorki Wignera-Seitza), czyli w pozycjach:
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