4. Dyfrakcja na krysztalach

Jednym z podstawowych narzedzi wykorzystywanych w celu identyfikacji materialow i badania
ich struktury, jest metoda dyfrakcji rentgenowskiej (ang. X-ray diffraction, XRD), co wynika
bezposrednio z fizycznych wiasnosci promieniowania rentgenowskiego (X). Wiedzac, iz zakres
promieniowania X zawiera si¢ w przedziale dlugosci fal 10 pm — 10 nm, jak réwniez pamigtajac z
poprzednich zaje¢, ze odleglosci migdzyptaszczyznowe w rzeczywistych strukturach krysztatow sa
rzedu pojedynczych Angstremow, poprzez odpowiedni dobdr dtugosci fali padajacej mozemy tatwo
spetni¢ podstawowy warunek na dyfrakcje:

2d,, =1 (4.1)
gdzie: d,,, - odleglo$¢ migdzyptaszczyznowa

A - dtugos¢ rozpraszane;j fali

Fakt ten, w potaczeniu z relatywng prostotg wytwarzania promieniowania rentgenowskiego, pozwala na
powszechne wykorzystanie metody XRD w charakterystyce materiatow.

Warto tu wspomnie¢, iz dyfrakcja jest tylko jednym ze sposoboéw oddziatywania promieniowania
rentgenowskiego z materia, spotykanego w podstawowych metodach badan ciat statych. Do innych
zjawisk nalezg:

e Absorbcja promieniowania X — wykorzystywana chociazby w medycynie (przeswietlenia)

e Fluorescencja rentgenowska — prowadzaca do generowania si¢ promieniowania
charakterystycznego, umozliwiajacego jako$ciowa i iloSciowa analiz¢ sktadu (ang. X-ray
fluorescence, XRF)

e Rozproszenie promieniowania X — bedace zjawiskiem stowarzyszonym w duzej mierze z
samg dyfrakcja.

4.1. Rownanie Braggow-Wulfa

Do opisu zjawiska dyfrakcji, mozemy wykorzysta¢ dwa rownowazne opisy: opis Lauego (Nobel
1914) i opis Braggow (Nobel 1915). Teoria dyfrakcji Lauego zaklada, ze promieniowanie
rentgenowskie padajac na sie¢ krystaliczng, napotyka na swojej drodze atomy utozone wzdtuz prostych
sieciowych i kazdy z tych atomow ugina padajacg fale (elektrony sg czynnikiem rozpraszajagcym). W
teorii Braggéw, ugiecie fali padajacej zachodzi w sposob zwierciadlany na ptaszczyznach sieciowych.
Mozliwe jest wykazanie, ze oba te opisy sg w petni spdjne, jednak opis Braggow cieszy si¢ wicksza
popularno$cia, ze wzgledu na relatywng prostote i to na nim bedziemy sie skupiac.

Rozwazmy teraz proces dyfrakcji zachodzacy na strukturze krystaliczne;:
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Rys. 4.1. Dyfrakcja promieniowania na strukturze krystalicznej.

Mozemy tatwo zauwazyC, ze promienie odbijajace si¢ na kolejnych ptaszczyznach krystalicznych,
przebywaja rozng droge optyczng (réznica zaznaczona kolorem czerwonym). Jej wartos¢ dla ugiecia
zachodzacego na dwoch sasiadujacych ptaszczyznach wynosi:

A=2-d,,sinéd 4.2)

Oczywiscie, fale ugiete na ptaszczyznach 1 i 2 bedg ze sobg interferowac. Zgodnie z relacjami znanymi
z kursu fizyki, ich wzajemne wzmocnienie nastapi wtedy, jesli réznica drogi optycznej bedzie rowna
catkowitej wielokrotnosci dlugosci fali padajacego promieniowania (czyli fale odbitego
promieniowania bedg w tej samej fazie):

A=ni dlaneZ (4.3)

Potaczenie rownan (4.2) i (4.3) prowadzi do podstawowego rownania dyfrakcji, zwanego rownaniem
Braggéw-Wulfa:

2d,,,sin@=nk (4.4

ktore okresla geometryczny warunek dyfrakcji promieniowania rentgenowskiego na plaszczyznach
krystalicznych. Gdy jest on spetniony, obserwowa¢ bedziemy wzmocnienie fali odbitej. Pojawiajaca si¢
tu wielokrotno$¢ n nazywana jest rzedem refleksu. Oznacza ona, ze ugigcie wiazki padajagcej na dane;j
rodzinie ptaszczyzn sieciowych (hkl) moze zajs¢ kilkakrotnie, dla réznych katow padania wigzki.
Maksymalna warto$¢ n musi spetnia¢ zaleznosc:

2dsing = %

<1 (4.5)

hkl

Tutaj mata uwaga. Zauwazmy, ze gdyby kazda plaszczyzna odbijata w 100% padajace promieniowanie,
to jedyna ptaszczyzng odbijajagca bylaby plaszczyzna zewnegtrzna 1 pomiar odleglosci
miedzyplaszczyznowej nie bytby mozliwy. W rzeczywistosci kazda z ptaszczyzn odbija 10 do 10°



padajacego promieniowania, dzigki czemu 10% do 10° ptaszczyzn bierze udziat w formowaniu wigzki

odbitej.
4.2. Analiza falowa

Wprowadzmy pojecie wektora falowego k . Jest to wektor opisujacy fale i posiadajacy jak
kazdy wektor dtugos¢ i1 kierunek. Jego kierunek zgodny jest z kierunkiem rozchodzenia si¢ fali,
natomiast jego dtugos¢ powiazana jest z jej dtugoscia:

i
A

k (4.6)

Rozwazmy ponownie Rys. 4.1. Jak mozemy zauwazy¢, zardéwno fala padajaca jak i odbita moga by¢
opisane odpowiednimi wektorami falowymi, odpowiednio Ei i IZd . Zmiana wektora falowego Ak w

wyniku odbicia fali od ptaszczyzny krystalicznej dana jest wyrazeniem:
k, + Ak =K, (4.7)
co prowadzi do rownania:
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Analogicznie jak byto to w przypadku réwnania (4.2), Ak mozemy zapisa¢ jako:

|ak]| =2k sino =22 sin (@9)

Po podstawieniu réwnania (4.4) otrzymamy:

k]| = 2= (@.10)
dhkl
czyli:
Ak =G,,, =nb, +n,b, +n.b, (4.11)

Zwro¢my uwage na symbole ni, no, ns, ktore wprowadzamy w miejsce hkl aby uniknaé kolizji oznaczen.
Rownanie (4.11) jest prawem Bragga zapisanym w jezyku sieci odwrotnej. Wynik ten mozna
przedstawi¢ w alternatywnej postaci, znanej jako réwnania Lauego. Pomnézmy teraz skalarnie wektor

Ak (czyli de facto éhkl) przez kolejne periody identycznosci sieci rzeczywistej 4&,,d,,d,.

Wykorzystamy tutaj zalezno$¢ (3.2) z poprzednich zajeé:
b -& | =276

Wynikiem mnozenia skalarnego bedzie:



& -Ak =27u
a,-Ak =27v (4.12)
a, Ak = 27w

Roéwnania te posiadajg interpretacje geometryczna, nazywang konstrukcja Ewalda, ktora pokazuje
znaczenie sieci odwrotnej dla zachodzenia zjawiska dyfrakcji:

Rys. 4.2. Dwuwymiarowa konstrukcja Ewalda.

Po prawej stronie zaznaczone sa wezly sieci odwrotnej, wektor Izi odpowiada za$ kierunkowi padajacej
wigzki promieniowania X, a jego koniec wypada w wezle sieci odwrotnej. Nastepnie, rysujemy sfere o
promieniu k = 2w/ i $rodku w poczatku wektora IZI Wigzka ugicta powstanie wtedy (czyli zajdzie
dyfrakcja), gdy na sferze znajdzie sie jakis wezet sieci odwrotnej. Wezet ten potgczony bedzie z weztem

na ktorym zaszto ugiecie poprzez wektor éhk, , za$ wigzka ugieta spetnia warunek (4.7):
k. +G,y =Kyq (4.13)

4.3. Czynnik strukturalny

Analizujac réwnanie Braggoéw-Wulfa powinnismy pamigta¢, iz moéwi nam on o tym czy
zachodzi zjawisko dyfrakcji. Jednak intensywnos$¢ ugigtej wiazki, jest juz zupeklnie inng kwestia i
zaleze¢ bedzie od tego jaka baza atomowa zwigzana jest z weztem sieci. Jezeli spetniony jest warunek
(4.11), to amplituda rozproszonego promieniowania (dla krysztatu zawierajacego N komorek) opisana
jest wzorem:



Fu=N [ n(F)exp(~iG-1)dV = NS, (4.14)

komoérka

gdzie: S,,, - czynnik strukturalny dany rownaniem
Sw =2 fexp(—iG-T) (4.15)
i

gdzie:  j - atomy w komorce elementarnej, fj- wektor opisujacy potozenie atomu j, fj — czynnik

atomowy, bedacy miarg zdolnosci rozpraszania promieniowania przez j-ty atom w komorce.

Potozenie poszczegolnych atomdéw mozemy w komorce opisac:
r,=x,a +Yy,;d,+z;d, gdzie:0<x;,y;,z;<1 (4.16)
czyli:

G-F =(h61+k52 +I63)~(xj§1+ y,d, +2;8,) =27 (hx; +ky; +lz;) (4.17)

Co po uwzglednieniu relacji pomigdzy postacia biegunowa i trygonometryczng liczby zespolonej
prowadzi do wzoru na czynnik strukturalny o postaci:

Swa =2, f; exp(—eri (hx; +ky, +1z, ),- ) =
j

(4.18)
Z,-: f. cos(27z(hxj +ky; +Izj)j)—izj: f. sin(27r(hxj +ky; +1z, ),)

Widzimy zatem, ze nawet w przypadku zaj$cia zjawiska dyfrakcji, intensywno$¢ ugictej wiazki bedzie
silnie zaleze¢ zaréwno od symetrii komorki (poprzez réwnanie (4.17), jak i typu atomu wchodzacego w
interakcj¢ z wigzka w danym wezle (poprzez fj). Dokladang analize wptywu symetrii struktury
przeprowadzimy juz na zajeciach



