6. Dynamika krysztalow

Na kolejnych zajeciach zajmiemy si¢ drganiami sieci krystalicznej (rozchodzeniem si¢ fal
sprezystych). Energia drgan sieci, podobnie jak miatlo to miejsce w elektromagnetyzmie, jest
skwantowana. Analogicznie zatem, pojawia si¢ nam kwant energii fali sprezystej - fonon, bedacy
odpowiednikiem kwantu energii fali EM - fotonu. Mowiac inaczej, fale rozchodzace si¢ w osrodkach
statych, drgania cieplne krysztatéw itd. sktadaja sie z fononow.

Wro6émy na moment do wykresu z poprzednich zaje¢, przedstawiajacego schematycznie energig
oddzialywania atomow:

Energia

Rys. 6.1. Wykres energii oddziatywania dwoch sasiadujacych atomow.

Jak pamietamy, dla kazdego uktadu tego typu jesteSmy w stanie wyznaczy¢ pewng odlegto$é
rownowagowa Ro, dla ktorej energia uktadu osigga minimum. Nie oznacza to jednak, ze atom
spoczywa w tej pozycji, wrecz przeciwnie, podlega ciaglym drganiom wokél polozenia
rownowagowego, zar6wno o naturze termicznej, jak rowniez na skutek rozchodzenia si¢ w
osrodku fal sprezystych. Aby moc kontynuowaé opis tego zjawiska, musimy przyjaé pewne
dodatkowe zatozenia:

1. Srednie potozenie rownowagowe kazdego atomu lezy w wezle sieci Bravais’go

2. Wychylenia atoméw z potozen rownowagowych s niewielkie w porownaniu do ich rozmiaréw
(tzw. przyblizenie harmoniczne)

3. Predkosci ruchu elektrondéw sg znacznie wigksze niz predkosci jader w atomach. Rozwazajac
ruch catych atoméw lub jonow mozemy zatem przyjaé, ze elektrony zawsze znajduja si¢ w
swym stanie podstawowym dla okre$lonej pozycji atoméoéw (przyblizenie adiabatyczne Borna-
Openhaimera).

Rozchodzac si¢ w krysztale, fala sprezysta bedzie si¢ poruszata w okreslonym kierunku
krystalograficznym. W naszym przypadku, mozemy si¢ skupi¢ na sytuacji majgcej miejsce
w krysztatach o symetrii regularnej przy zatozeniu, ze fale rozchodza si¢ w kierunkach [100], [110]
i [111]. W rezultacie, cate ptaszczyzny sieciowe w krysztale beda si¢ porusza¢ w fazie, w kierunku
prostopadtym lub rownoleglym do kierunku rozchodzenia si¢ fali. Pozwala nam to sprowadzi¢ opis



catego zjawiska do przypadku jednowymiarowego. Wykorzystujac teraz przyblizenie harmoniczne,
mozemy zapisac site dziatajaca na kazdy z atomow jako:

F=—Ci (6.1)
gdzie: C - modut sprezystosci dla oddziatywania migdzy sgsiadujagcymi atomami
U - odchylenie od punktu réwnowagi

Zauwazmy, ze rownanie (6.1) ma doktadnie takg samg posta¢ jak rownanie na site¢ sprezystosci znane z
kursu fizyki:

F =—kx (6.2)

Nalezy pamigtac, ze rownanie (6.1) opisuje konkretny przypadek. Gdyby$Smy rozwazali inne kierunki
rozchodzenia si¢ fali, opis wymagalby zastosowania innych modutéw sztywnosci w celu opisu drgan
poprzecznych i podtuznych.

6.1. Dynamika 1-wymiarowego lancucha atomow

Rozwazmy teraz tancuch potaczonych ze soba atomoéw, wychylonych z potozenia
réwnowagowego:
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Rys. 6.2. Atomy wychylone z potozenia rownowagi.

gdzie: U, -wychylenie atomu n z potozenia rownowagi
a - odlegto$¢ migdzy potozeniami rownowagowymi

Bazujac na wzorze (6.1), jesteSmy w stanie okresli¢ site dziatajaca na n-ty atom (zaniedbujemy wplyw
atomow nie bgdacych najblizszymi sasiadami):

F=C(u,,-u,)-C(u,—u,,)=-2Cu, +C(u,,, +U, ) (6.3)

Wyrazenie to jest liniowg funkcja wychylenia i przybiera posta¢ prawa Hooke’a. Zgodnie z dynamika
Newtona, sit¢ mozemy zdefiniowac jako iloczyn masy i przyspieszenia, a zatem:

d’u
F=m 5 D =-2Cu, +C(u,,, +U,,) (6.4)
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Poniewaz rozwazamy rozchodzenie si¢ fal sprezystych, to wychylenia z potozen rownowagowych
mozemy wyrazi¢ za pomocg odpowiednich rownan falowych. Ogolny zapis fali w osrodku cigglym,
ktory poznali$my jeszcze na pierwszych zajgciach, ma postac:

u(x,t) = Aexp[i(kx—at)] (6.5)

gdzie: A -amplituda
k - warto$¢ wektora falowego
o - czestos¢ kotowa

Musimy jednak pamigtac, ze rozwazamy rozchodzenie si¢ fali nie w osrodku ciggtym, ale w osrodku
zbudowanym z pojedynczych atoméw oddalonych od siebie o odlegtos¢ a, zatem musimy przepisaé
rownanie (6.5) w postaci odpowiedniej dla osrodka dyskretnego:

u, = Aexp[i(kna—at)]
Uy, = Aexpli(k(n+1l)a-at)] (6.6)
U, = Aexp|i(k(n—Da—-at)]

Podstawiajac (6.6) do réwnania (6.4), po obliczeniu odpowiednich pochodnych oraz przeksztatceniach
dojdziemy do wzoru:

2C 4C . ,(ka
a)—\/ﬁ(l—cos ka) _\/—sm ( > j (6.7)

m

Roéwnanie (6.7) jest zwane rowniez relacjq dyspersji. Pozwala nam ona na dalsze obliczenie predkosci
rozchodzenia si¢ fali w o$rodku, zarowno fazowej jak i grupowe;.

Prze$ledzmy teraz zachowanie funkcji podanej wzorem (6.7) na wykresie:
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Rys. 6.3. Relacja dyspersji o(k) dla 1-wymiarowego tancuch atoméw.



Jak mozna zauwazy¢, funkcja ta jest periodyczna, przy czym periodem identycznosci jest przedziat
+ m/a. Jak mozemy sobie przypomniec¢ z zajg¢ numer 3, gdzie liczyliSmy wektory podstawowe opisujace
sie¢ odwrotna, WartoS$ci te wyznaczaja zakres pierwszej strefy Brillouina. Oznacza to, iz warto$ci
wektora falowego k przyjmuja tylko wartosci lezace w granicach pierwszej strefy Brillouina:

Tok<Z (6.8)
a a

6.2. Periodyczne warunki brzegowe

Wyobrazmy sobie krysztat ztozony z N komorek. Zastanowmy sig teraz, ile mozliwych wartosci
moze przyjaé wektor Kk przy takim zatozeniu. Aby utatwi¢ zadanie, wprowadzmy tzw. periodyczne
warunki brzegowe Borna-Karama:

u(n=0)=u(n=N) (6.9)

Mozemy sobie to wyobrazi¢ jako sytuacje, w ktorej nasz tancuch atomow sie zamyka, tworzac petle.
W rezultacie wychylenie pierwszego atomu w tancuchu jest jednoczes$nie rowne wychyleniu ostatniego
atomu. Na podstawie (6.6) i (6.9) mozemy zapisac:

Aexp[-iot] = Aexp[i(kNa—at)] (6.10)

Po odpowiednim wyprowadzeniu, dostajemy, ze liczba stanow (dozwolonych wartosci k), wynosi N,
czyli liczba dozwolonych wartosci kK w danej strefie Brillouina jest rowna liczbie komorek
prymitywnych w rozpatrywanej objetosci krysztatu.

6.3. Predkos¢ grupowa i predkos¢ fazowa

W kontek$cie rozchodzenia si¢ fali, mozemy wyr6ozni¢ dwa podstawowe typy predkosci.
Predkos¢ grupowa jest wielkoscia, ktéra informuje nas o predkosci przenoszenia energii
w osrodku. Z definicji:

ow
v, =— 6.11
0T 3 (6.11)
Na podstawie rownania (6.7) mozemy zapisac:
Ca®> 1
v, = cos—ka (6.12)
m 2

Zwroémy uwage, ze gdy jesteSmy przy koncach strefy Brillouina, czyli gdy k& = 7/a, predkos¢ grupowa
réwna si¢ 0. Oznacza to, iz fala jest fala stojaca, ktorej przekazywana $rednia energia jest rOwna zeru.

Drugi typ predkosci, predko$é fazowa, informuje nas z jaka predkoscia rozchodza si¢ miejsca fali
0 tej samej fazie. Definiujemy ja jako:

v, =% (6.13)



Predko$¢ fazowa bedzie miata dla nas szczegdlne znaczenie w przypadku rozchodzenia si¢ fal o duzych
dtugosciach, co pokazemy w trakcie ¢wiczen na przyktadach.

6.4. Sie¢ krystaliczna zawierajaca 2 atomy na komorke elementarng

W sytuacji gdy mamy dwa rézne atomy w komorce elementarnej o roznych masach My i My,
wyprowadzona przez nas poprzednio relacja dyspersyjna zmienia swdj charakter. Rozwazmy krysztat
tego typu o symetrii regularnej (np. NaCl):
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Rys. 6.4. Krysztat zbudowany z dwoch typow atomow.

W krysztatach jonowych mozemy przyjac, ze wspotczynniki sprezystosci pomiedzy sasiadujacymi
parami sa takie same. Niemniej jednak, ze ze wzglgdu na r6zng masg atomdw, ich wychylenia w danej
komorce elementarnej sg rozne — ta sama sita prowadzi do innej warto$ci przyspieszenia. W skutek tego,
konieczne jest zapisanie dwoch rownan ruchu:

o’u
M,—*=C(v,+v,,—2u,)
ot
e (6.14)
Vn
M2?:C(un+1+un -2v,)
Rozwiazanie tego uktadu réwnan prowadzi do zaleznosci:
11 1 1Y 4Sin2(a2k)
o =C|—+-—= (—+—J - (6.15)
: M, M, MM,

Jak mozna zauwazy¢, réwnanie posiada dwa pierwiastki, w zaleznosci od znaku. Moéwimy o
wystepowaniu dwoch galezi fononow: optycznej i akustyczne;j.
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Rys. 6.5. Relacja dyspersji w krysztale o dwoch atomach na komoérke elementarna.

Drgania optyczne mozna wzbudzi¢ poprzez absorbcje fal $wietlnych w podczerwieni. Natomiast
w przypadku gatezi akustycznej, dla matych wartosci k (fal dtugich), v jest praktycznie stata i wyraza
predkos¢ dzwieku. Warto zwrdci¢ uwage, ze pomiedzy zakresami drgan dla galezi optycznej
i akustycznej wystepuje przerwa:

1 1

Aw=+2C| | ——-—— (6.16)
M, M,

Dla fal o czestotliwosciach z tego przedziatu krysztal jest przezroczysty. Na koniec warto wspomniec,

ze im wiecej mamy atomoéw w komorce, tym liczniejsze stajg si¢ galezi relacji dyspersji — dla n atomow,

liczba galezi akustycznych wynosi 3, gatezi optycznych — 3n-3.

mod akustyczny

Rys. 6.6. Poprzeczne fale optyczna i akustyczna w modelu dwuatomowej sieci liniowej, odpowiadajace dwom
modom o tej samej dlugosci fali.



