7. Wlasciwosci termiczne cial stalych

Jednym ze szczegdlnych przypadkéw drgan zachodzacych w cieple statym, sg drgania
termiczne, ktorych zchowanie mozemy S$cisle powigza¢ z wilasciwosciami cieplnymi materiatu.
Szczegodlnie istotnym parametrem, bedzie tutaj cieplo wlasciwe, dla ktorego klasyczna definicja
prezentuje si¢ nastepujaco:
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Jak mozna zauwazy¢ jest to definicja doswiadczalna — wigze nam mierzalne wartos$ci ciepta i zmiany
temperatury we wspolne wyrazenie. Mozemy jednak podej$¢ do kwestii ciepta wlasciwego rowniez od
strony teoretycznej. W tym celu zaczniemy od pewnego modelowego przypadku - oscylatora
harmonicznego, ktory jest catkiem dobrym przyblizeniem atomu drgajacego wokot polozenia
rOWnowagowego.

7.1. Cieplo wlasciwe oscylatora harmonicznego

Wyprowadzmy ciepto wlasciwe dla oscylatora (tutaj mata uwaga - wszedzie bedziemy
zakladaé stala objetos¢ ukladu, co w przypadku niescisliwych ciat statych jest bardzo dobrym
przyblizeniem). Wykorzystamy do tego pare narzedzi z fizyki statystycznej, ktore jednak nie b¢da nam
juz dalej potrzebne. Na poczatek zapiszmy wyrazenie na energie oscylatora harmonicznego:
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gdzie: 7 - stata Plancka, ® — cz¢sto$¢ drgan. Zwroé¢my uwage, ze nawet dla n = 0, warto$¢ energii jest
niezerowa - jest to tzw. energia drgan zerowych.

Nastepnie policzmy tzw. funkcje rozdzialu Z (sume wszystkich standw):
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gdzie: k — stala Boltzmanna, T — temperatura. Z definicji, $rednia energia oscylatora U wynosi:
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Z rozwinigcia w szereg Maclaurina wiemy, ze € ~1+Xx (dla wysokich temperatur, czyli nasze
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Whprowadzimy teraz definicje ciepla wlasciwego przy stalej objetosci:
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W naszych rozwazaniach skupiali$my si¢ na przypadku oscylatora jednowymiarowego, zeby przej$¢ na
trzy wymiary konieczne jest dodanie mnoznika 3. Dodatkowo, bralismy pod uwage tylko pojedynczy
atom, zatem ciepto molowe wynosi:
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gdzie: N, - liczba Avogadro, R - stata gazowa.

Na podstawie powyzszego wyprowadzenia, otrzymaliSmy warto$¢ ciepta molowego, ktoéra powinna
charakteryzowac ciata state spetniajace zatozenia modelu oscylatora harmonicznego. Jest to tzw. prawo
Dulonga-Petita. Warto$¢ ta w wielu przypadkach daje bardzo dobrg zgodno$¢ z danymi
eksperymentalnymi, np.: Fe — 25.1; Mg — 24.9; Pb — 26.4; Au — 25.42, Cu — 24.47. Istniejg jednak
réwniez liczne wyjatki od tej reguty, takie jak: diament — 6.115; Be — 16.4; parafina - 900, Si — 42.2.
Pamigtajmy tutaj rowniez o przyblizeniu ktore zastosowali$my w rownaniu (7.5): stala wartos¢ ciepla
molowego otrzymana w réwnaniu (7.7) wystepuje tylko w wysokich temperaturach, zas
przedstawiona teoria nie opisuje przypadku niskich temperatur.

7.2. Statystyki kwantowe

Aby moéc kontynuowaé nasze rozwazania, konieczne jest wprowadzenie tzw. statystyk
kwantowych, czyli rozktadow opisujacych $rednig liczbe czastek w danym stanie kwantowym (o
danej energii). Istnieje kilka typow statystyk, ponizej zaprezentowano trzy najczesciej spotykane.
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Rys. 7.1. Obsadzenie stanow energetycznych w roznych typach statystyk.

Rozklad Boltzmanna jest opisem klasycznym, rozwazamy w nim rozrdéznialne czastki, ktore nie
obowigzuje zakaz Pauliego. Statystyka Bose'go-Einstaina bozonéw, do ktérych wliczamy m.in.



fotony, fonony czy gluony. Traktujemy tu czastki jako nierozréznialne, przy czym nadal nie
obowiazuje je zakaz Pauliego:
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gdzie: (ni (gi )> - liczba czastek o energii ¢; (ktorg mozemy wyrazi¢ jako hw)
U - potencjat chemiczny (w przypadku fonondéw wynosi 0)

Poniewaz tak jak wspomnieli$my, statystyka ta obejmuje fonony, to wlasnie z niej bedziemy korzystaé
aby opisywac drgania sieci, dla ktorych fonony spetniajg analogiczng role kwantéw energii jak fotony
w elektromagnetyzmie. Ostatnia statystyka - Fermiego-Diraca, dotyczy fermionow (kwarki, elektrony,
neutrina itd.). Czastki traktujemy w niej jako nierozréznialne, przy czym obowigzuje je zakaz
Pauliego:
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7.3. Gestos¢ stanéw w linowym krysztale monoatomowym

Poniewaz rozwazania dotyczace wiasciwosci cieplnych cial statych majg swoje podstawy w
dynamice krysztatow, powré¢my teraz na chwile do modelu tancucha monoatomowego, ktory
rozwazaliSmy w sekcji 6.1. poprzedniego wstgpu teoretycznego. Jak bylo powiedziane, mozemy
wykorzysta¢ w jego opisie tzw. periodyczne warunki brzegowe Brona Karama (réwnanie (6.9)):

u(in=0)=u(n=N)

gdzie: u — wychylenie z pozycji rownowagi, n — numer wegzta, N — liczba atomow w krysztale. Po
wstawieniu funkcji falowych otrzymujemy rownania (6.10):
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Rozwiazujgc teraz to rownanie (zadanie 6.3), dostajemy zaleznos¢:

K= 2zm _ 2zm (7.10)
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gdzie: m — liczba catkowita, L — dtugos¢ krysztatu (period identycznosci pomnozony przez liczbe
weztow). Zalezno$¢ ta moéwi nam, jakie s3 mozliwe warto$ci wektora falowego k w naszym krysztale.
Jak widzimy, sg one skwantowane — mogg przyjmowac tylko okre§lone warto$ci, roznigce si¢ co
najmniej o 4k:
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Stad, gestos¢ standw przypadajaca na jednostkowy przedziat wartosci liczby falowej bedzie wynosita:
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dla wartosci k w obrebie | strefy Brillouina. Poza nia, jak pamigtamy, gestos¢ stanow z definicji
bedzie rowna 0. Korzystajac z (7.12) mozemy teraz obliczy¢ liczbe standw przypadajacg na
jednostkowy przedziat czgstosci, okreslang jako funkcja gestosci stanow D(w):

2W (k)dk = D(w)d @ (7.13)

Pojawiajacy mnoznik 2 wynika tutaj z faktu, ze jak pamigtamy, w relacji dyspersji dana warto$¢ w
wystepuje dla dwoch wartosci liczby falowej k (warto$¢ bezwzgledna w rownaniu (6.7)). Laczac teraz
rownania (7.12) i (7.13) dostajemy:
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Dla modelu trojwymiarowego (N° komérek w szescianie o boku L), relacja ta przybiera postaé:
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7.4, Cieplo wlasciwe - modele Einsteina i Debye'a

Model oscylatora harmonicznego, mimo, iz pozwala na w miar¢ poprawny opis ciepla
wiasciwego w pewnych przypadkach, nie jest jednak modelem "docelowym". Lepszy opis umozliwiaja
nieco bardziej zaawansowane modele, np. modele Einsteina i Debye'a ktore teraz krotko omowimy.

Zapiszmy na poczatek ogdlny wzor na catkowita energi¢ wewnetrzng:
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gdzie: K - wektory falowe
p - wskaznik okre$lajacy polaryzacje
D (a)) - funkcja gestosci stanow

Powyzszy wzor jest sumag energii po wszystkich rodzajach drgan w krysztale. Funkcja D (a)) okresla

ile fonondéw znajduje si¢ w przedziale czestosci od w do w+dw.
7.4.1. Model Einsteina

W modelu Einsteina drgania sieci zlozonej z N atoméw, rozpatrujemy jako N niezaleznych
oscylatorow o identycznej czestotliwosci @y :

D(@)=3N6(w—w) (7.17)

gdzie: 5((0 — ;) - delta Kroneckera
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Rys. 7.2. Funkcja D(w) : szary kolor-przyktadowa funkcja rzeczywista, czarny-przyblizenie Einsteina.

Z funkcji danej wzorem (7.17) wynika, ze dla wszystkich wartosci w innych od we, przyjmuje ona
warto$¢ 0, podczas gdy dla @ = we jej wartos¢ wynosi 3Nwe. Podstawiajagc do (7.16) otrzymujemy
energie uktadu w modelu Einsteina:
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Zgodnie z definicjg (7.6) cieplo wlasciwe w modelu Einsteina wynosi:
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Jak mozemy pokaza¢, dla wysokich temperatur warto$¢ ciepta wilasciwego dazy do wartosci
przewidywanych przez prawo Doulonga-Petita. Staboscig modelu Einsteina jest stosunkowo niska
zgodnos$¢ z wynikami eksperymentalnymi w niskich temperaturach.

7.4.2. Model Debye'a

W modelu Debye'a (ktory omawiamy bardzo pobieznie), zaktada si¢ proporcjonalno$é¢ czestosci
i liczby falowej:

@ = VK (7.20)

gdzie: v — predkos¢ dzwieku, bedaca wartoscia stata, niezalezng od czgstotliwoscei fali (patrz rownanie
(6.13)). Wstawiajac to do réwnania (7.15) mozliwe jest wyprowadzenie funkcji gestosci stanéw o
ogolnej postaci:
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gdzie: @, - czgstos¢ Debye'a (odcigcia)



Wykres tej funkcji przedstawiony jest na ponizszym wykresie:
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Rys. 7.3. Funkcja D(w) : szary kolor-przyktadowa funkcja rzeczywista, czarny-przyblizenie Debye'a.
Zakolorowane pole opisuje sume wszystkich standw.

Pojawiajaca si¢ w zaleznosci (8.21) czesto$é Debye'a opisuje wzor:
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Z modelem Debye'a zwigzana jest jeszcze jedna wielko$¢ charakterystyczna, tzw. temperatura
Debye'a, dana rownaniem:

T, = hi’f’ (7.23)

Wielko$¢ ta wyznaczana jest eksperymentalnie dla roznych materiatéw. Model Debye'a mozna rozpisaé
na przypadki przyblizen wysoko- i nisko-temperaturowych, ktorymi zajmiemy si¢ na zajeciach,
temperatura Debye'a informuje nas natomiast, ktory z nich mozemy w danym przypadku zastosowac.
Model ten pozwala z relatywnie duza doktadnoscia opisywacé wilasciwosci cial stalych w zakresie
niskich temperatur.



