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mJJ Wprowadzenie

Postac funkcji falowej dla fali de Broglie’a

: X :
w(x,t) =sin 2ﬂ(l —wt) = sin(kx — wt) 1)
Jest to przypadek jednowymiarowy

Postac ta zostata okreslona metodq zgadywania. Wykorzystano
twierdzenie:

Czastka swobodna ma staty ped f) , gdyz nie dziata na nig zadna
sita. Dtugosc fali stowarzyszonej z czgstka A

2=l

pP

R.Eisberg, R. Resnick ,Fizyka kwantowa”
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mJJ Wprowadzenie

Rownanie (1) jest znang postacig fali biezacej o statej dtugosci A.
Fala ta ma takze statg czestotliwosc v, ktérej wartosc¢ otrzymuje

sie ze zwigzku Einsteina v =E/h gdzie E jest energig catkowitg
stowarzyszonej z falg czastki.

Rownanie falowe dla struny mozna wyprowadzic z rownania
Newtona, rownanie falowe dla fal elektromagnetycznych mozna
wyprowadzi¢ z rownan Maxwella. Nie nalezy oczekiwac, by
kwantowe rownanie falowe otrzymac rownan mechaniki
klasycznej. Mozna sadzi¢, ze bedq pomocne postulaty de Broglie’a
| Einsteina:

h
A= E:hv:>v:§
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mJJ Wprowadzenie

Poszukiwane rownanie kwantowe musi spetniac nastepujace
zatozenia:

1. Rownanie musi by¢ zgodne z postulatami de Broglie’a i Einsteina

2. Rownanie musi byc¢ zgodne ze zwigzkiem na catkowitg energie:
2
E = - +V
2m
pomija sie energie spoczynkowg

3. Rownanie musi byc¢ liniowe wzgledem w(x,t) czyli jezeli
W,(x,t) oraz y,(x,t) sg dwoma rozwigzaniami odpowiadajgcymi
tej samej energii potencjalnej, wowczas dowolna kombinacja
liniowa W(x,t)=c,y,(X,t)+c,p-(X,t) jest tez rozwigzaniem.
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mJJ Wprowadzenie

Kombinacja nazywa sie liniowaq, gdyz zawiera pierwsze potegi
funkci.

p(r,t)=cy, (r,0)+cy,(r,1)

Kombinacja jest dowolna, gdyz state ¢, i ¢, mogq przyjmowac
dowolne wartosci; mogg by¢ nawet zespolone.

Zadanie liniowoéci zapewnia, ze bedziemy mogli dodawac¢ do siebie
funkcje falowe tworzac charakterystyczng dla fal interferencje
konstruktywng i destruktywna.
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MJJJ Interferencja fal materii

AGH

CV, (f,t) funkcja falowa elektronu, ktéry przeszedt przez szczeline 1

cW, (F,t) funkcja falowa elektronu, ktéry przeszedt przez szczeline 2

Funkcja falowa elektronu na ekranie dostatecznie daleko od
uktadu szczelin jest suma tych dwoch funkcji.

Kwadrat tej sumy, ktory jest zwigzany z prawdopodobienstwem
znalezienia elektronu, zawiera cztony interferencyjnie
potrzebne do prawidiowego opisu przejscia nawet
pojedynczego elektronu przez uktad dwoch szczelin.

Funkcja falowa \Y(I,#) moze by¢ funkcjq zespolona

w(F,t) = R(F, 1) expliS(F,1)]
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mJJ Interferencja fal materii

(¥, 1) = R(F, 1) expliS(F,7)] dim o

/ \

czesSC rzeczywista (modut) czesé urojona (faza)

funkcji falowe] funkcji falowej

= e —— e — e — — ——

v’ (F,t) = R(F, 1) exp|-iS(F,1)]
\

sprzezenie zespolone funkcji falowej

w(F,0p" (F,0) =y (F,0) =[RFE,0D]

Fizyka IIi, lato 2017
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@JIJ! Interferencja fal materii

Przyktad: Funkcja falowa w punkcie x na
ekranie dla elektronu, ktory przeszedt
przez szczeline 1 wynosi R(x)exp(iS;(x).
Funkcja falowa w tym samym punkcie

et
S
-

ekranu dla elektronu, ktory przeszedt . Rexp(is;)
przez szczeline oznaczong 2 WYNOSi J ““‘«-u
R(x)exp(iS,(x)). Funkcje R(x), S;(x) i | _ﬂ;‘i;ﬁﬁ%}}'::“

S,(x) sa rzeczywiste. PokazacC, ze gdy
obie szczeliny sq otwarte, kwadrat
modutu funkcji falowej na ekranie ma
cechy obrazu interferencyjnego.

——— S S ——— — —
D S S e e S e e

— S e ——

el el o ap——

W (x) = R(x)expliS, (x)]+ R(x) expliS, (x)]
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MJJJ Interferencja fal materii

AGH

Rozwigzanie: Gdy otwarte sg obie szczeliny, to funkcja falowa
na ekranie ma postac:

w(x) = R(x)exp[iS, (x)]+ R(x) expl[iS, (x)]

Stad, kwadrat modutu wynosi:

‘\V(x)‘z = ‘R(x)‘z [eXp (iSl )"' cXp (iS2 )][exp (_ A )"' CXp (_ AP )]
‘\p(x)‘z = 2‘R(x)‘2 [1 + cos(S1 -9, )]
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@JIJ! Interferencja fal materi

Rozwigzanie:
Kwadrat modutu w punkcie x na ekranie wynosi: !

(x| =2R()| [1+cos(S, - S,)] 1

|

L

Roznica faz S;-S, zmienia sie z potozeniem, stad:

0<|y(x) <4R(x)

"L Rexp(iSy)

T
'S
S
S ot

R exp(iS,)

W ten sposob powstaje standardowy obraz interferencyjny z
obszarami ostabienia (interferencja destruktywna) i wzmocnienia

(interferencja konstruktywna).

Fizyka IIi, lato 2017
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mJJ Rownanie Schrodingera

Energia potencjalna, przedstawiona dla przypadku ogdlnego jako:

V=V(x,t), musi by¢ wielkosScig statg, niezalezng od czasu V=const.
Dla czgstki swobodnej V=0 i wowczas fala stowarzyszona ma statg
czestotliwosc v oraz diugosc A.

Energia kinetyczna z uwzglednieniem hipotezy de Broglie‘a:

2 2
g P _ "
Yoom 2mA
Catkowita energia E: 5
E=E +v=L_4p
2m
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MJJJ Rownanie Schrodingera

AGH

Wykorzystujemy zwigzki: 0 h
) = 27Z'V k — l h -

i wowczas catkowita energia moze byc¢ zapisana rownaniem:

272
ﬁ+V:ha)
2m

Szukane dla funkcji falowej rownanie ma postac:

2
= hA‘P(r,t) +V(r,t)¥Y(r,t)=ih oF(r,0)
2m Ot

Jest to rownanie Schrodingera
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mJJ Rownanie Schrodingera

Fale materii s opisywane rownaniem

Schrodingera zaproponowanym w 1926 przez
fizyka austriackiego Erwina Schrodingera

- 2
AL CEL) R LR VE N e o

ot 2m
T Mo i @2 @2 @2
1887-1961 Vi=A= > +8y2 t

V(r) potencjat operator Laplace’a (laplasjan)

y(r,t) funkcja falowa czastki

m — masa czastki
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mJJ Rownanie Schrodingera

Najczesciej uzywamy jednowymiarowej postaci
rownania Schrodingera:

povnn 522 w(x,)+ V()W (x,t)

ot 2m Ox
.., 0p(x,t) h* 0*
lub: )| _ LV (x .t
1887-1961 ‘ , )
Hamiltonian

Hamiltonian jest operatorem dziatajgcym na funkcje falowa.
Wartosci wtasne tego operatora reprezentujg energie zgodnie z
klasyczng formutq: pz
E=—+V(x)
2m
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mJJ Funkcja falowa i jej
interpretacja probabilistyczna

W 1926, niemiecki fizyk teoretyk Max Born
zaproponowat interpretacje funkcji falowej wy(r,?)
wprowadzonej przez Schrodingera.

Interpretacja ta polega na tym, ze wyrazenie

(F,0)| d°F

1882-1970

jest miarg prawdopodobienstwa znalezienia
elektronu w chwili t w szesciennym pudetku o
objetosci 4°r wokot punktu r

Wyniki eksperymentu z dwoma szczelinami mozna interpretowac
jako zwiekszone (interferencja konstruktywna) lub zmniejszone
(interferencja destruktywna) prawdopodobienstwo dotarcia
elektronu do pewnego otoczenia punktu na ekranie.
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mJJ Funkcja falowa i jej
interpretacja probabilistyczna

Ze wzgledu na to, ze w danej chwili czasu, znalezienia elektronu
gdziekolwiek w przestrzeni jest zdarzeniem pewnym, z
interpretacji Borna wynika, ze:

+00
|lw @0 aF=1
normalizacja

Funkcje falowe stosowane do opisu ,czgstek” takich jak elektrony
to ,fale prawdopodobienstwa”. Tam gdzie amplituda funkcji
falowej jest mata, prawdopodobienstwo znalezienia czgstki jest
mate. Funkcje falowe majq fazy co pozwala im interferowac jak
wszystkim innym falom.

Fizyka IIi, lato 2017 16



MJJJ Funkcja falowa -wtasnosci

AGH
Funkcja falowa  w(r,t) lub w(x,1)
musi spetnia¢ nastepujace warunki:

1. Jest klasy C1 (funkcja i jej pierwsze pochodne sq
ciggte)

2. Jest jednoznaczna

3. p(t) =W (x, )P (x,0) =[P (x,0)f

oznacza gestos¢ prawdopodobienstwa (na jednostke
dtugosci x) znalezienia czastki w poblizu punktu o
wspotrzednej x w danej chwili czasu

Fizyka IIi, lato 2017
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“ Stacjonarne rownanie
]JJ Schrodingera-niezalezne od
AGH czasu

Przyjmujac, ze energia potencjalna V(x) nie zalezy w sposob jawny
od czasu t mozna rozwigzac jednowymiarowe rownanie
Schrodingera przez separacje zmiennych i otrzymac tzw.
niezalezne od czasu rownanie Schrodingera

Takie ograniczenie nie jest zbyt drastyczne, gdyz w mechanice
kwantowej oraz klasycznej potencjat dla wiekszosci uktadow nie
zalezy od czasu.

Ta metoda zaktada, ze funkcja falowa moze byc zapisana jako
iloczyn dwoch funkcji: O(t) zaleznej tylko od czasu ti ¢(x)
zaleznej tylko od potozenia x:

w(x,1) = p(x)O(1)

Metoda ta prowadzi do zastgpienia czgstkowego rownania
rozniczkowego zbiorem zwyczajnych rownan rozniczkowych.
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“ Stacjonarne rownanie
m JJJ Schrodingera-niezalezne od

AGH czaslu
Rownanie Schrédingera przyjmuje postac:

ho(x) d(:)if) . @(r)[— A o)+ V(x)co(x)]

2m dx

Dzielac przez w(t)p(x), otrzymujemy
2 2
ihld@(t)zl(hd j

O() dt @(x) 2m dx? pl)+V(x)(x)

Obie strony tego rownania zalezg od catkowicie niezaleznych
zmiennych: lewa strona od x a prawa od t. Jedynym
sposobem, aby to rownanie byto spetnione dla kazdej chwili
czasu i kazdego potozenia jest aby kazda ze stron byta rowna
statej (niezaleznej od x i t) tej samej dla obu stron. Nosi ona
nazwe statej separacji i oznaczamy jg symbolem E. Stata ta
bedzie miata znaczenie fizyczne (jest to energia czastki) ale na
tym etapie jeszcze nie mozna nadac jej takiej interpretacji.
Fizyka ITi, lato 2017 19



“ Stacjonarne rownanie
m JJJ Schrodingera-niezalezne od
AGH czasu

Otrzymujemy dwa niezalezne réwnania:

- T o)+ V()9(x) = Ep(x)
m dx

To rownanie jest tzw. niezaleznym od czasu rownaniem
Schrodingera. Mozna je rozwigzac jesli znana jest postac V(x).

Drugie rownanie: dO(1
ih Q

~ = = E6()

jest prostym zwyczajnym rownaniem rozniczkowym
pierwszego rzedu i mozemy zaproponowac proste
rozwigzanie standardowe w postaci

O(t) = exp(ar)
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MJJJ Interpretacja statej separacji
AGH

Podstawiamy: O(¢) =exp(at) do rownania:

in P _ pom
dt
I otrzymujemy: jhaexp(at) = Eexp(at) = a = " = —i .
i

E
Ostatecznie, rozwigzanie ma postaé: O(¢) = exp(—lht)
E . E
O(t) = cos(—t)—isin(—t)
h h
E
i jest funkcjg oscylujacq z czestoscig "

A zatem zgodnie z postulatem Einsteina E=hw stata E jest to
energia catkowita czgstki i jej jednostkg jest 1]
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M

AGH
Rozwigzaniem niezaleznego od czasu

jest :

“]JJ Problem wtasny

y(x,t) =@ (x) eXp(

IEt

h

J

Mozemy zapisac:

Hamiltionian,operator ﬁ

Pe(x) jest funkcjq w’raan operatora Hamiltona, E jest

odpowiadajacg mu wartoscig wtasng

Ho,(x)=Ep,(x)

Problem rozwigzania rownania Schrodingera sprowadza sie do
znalezienia funkcji wtasnych i wartosci wtasnych Hamiltonianu.

Fizyka IIi, lato 2017
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“JJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera dla czastki swobodnej

M

AGH

Czastka swobodna V(x)=0, przypadek jednowymiarowy.

Zgodnie z mechanikg klasyczng czgstka swobodna porusza sie ze
statym pedem lub jest w spoczynku.

W obu przypadkach jej catkowita energia E jest stata.

Rownanie Schrodingera dla takiego zagadnienia ma postac:
he d’o(x)
2m  dx’

Szukamy rozwigzania w postaci:

= Ep(x)

@(x) = Aexp(ax)
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mJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera dla czastki swobodnej

M

AGH

Po wstawieniu propozycji ¢(x) do rownania rézniczkowego

otrzymujemy: ,
—ha2 —F=a :iiﬂ/zsz
2m h
a poniewaz: (D(X) _ AeXp(OOC)
to:

p(x) = Aexp(i.| 2szx) + Bexp(—i 2szx)
h h

Fizyka IIi, lato 2017
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mJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera dla czastki swobodnej

M

AGH

np. dla rozwigzania ,+" mamy:

o(x) = Aexp(i 27’:’2]5 X)

o(x) = A[cos( 2’””2E X) + i sin( 2’””2E X)
7 7

2mE  p
Korzystamy z zaleznosci: 2 = k

Otrzymujemy:

@(x) = A(coskx +isin kx)

Fizyka IIi, lato 2017
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mJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera dla czastki swobodnej

M

AGH

Rozwigzanie dla rownania Schrodingera zaleznego od czasu ma
postac:

¥ (x,1) = p(x) exp<_i§¢>
£
h

lub zgodnie z postulatem Einsteina: =@

rozwigzanie jest w postaci:

Y(x,t) = @(x)exp(—iwt)
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mJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera dla czastki swobodnej

M

AGH

Korzystajqc ze znanego rozwigzania rownania stacjonarnego w

postaci:
p(x) = Aexp(ikx)
otrzymujemy:

Y(x,t) = Aexpli(kx — wt)]
lub:  W(x,t) = Acos(kx — wt) + iA sin(kx — art)

Jest to réwnanie fali biezacej
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mJJ Fala ptaska jako rozwiqzanie rownania
Schrodingera

Fale ptaskg mozna zapisac, jako:

y(x,t)= A[cos(kx —t) +isi(kx — (x)t)]

y(x, 1) = Aexpli(kx — ot)]

lub: ' —
- y(x,t)=A4 exp{l(p xh Et)}

gdzie: k:z_n_p - 00=£
_ k jest liczba falowa h

w jest czestoscig (pulsacjq)

Fizyka IIi, lato 2017

28



“]JJ Nieskoficzona studnia
potencjatu

M

AGH

Nieskonczenie duzy potencjat na krawedziach studni nie pozwala
elektronom opusci¢ obszaru 0<x<L; w tym obszarze elektron jest
swobodny.

Pp(x)=0 na zewnatrz studni, gestosc
prawdopodobienstwa znalezienia

VX) =< V(x)=0 elektronu wynosi zero
W obszarze wewnatrz studni, tj. dla
0<x<L, niezalezne od czasu réwnanie
Schrédingera ma postac:
htod’
———¢(x) = Ep(x)
a 2m dx’
x=0 x=L
Potencjat wynosi zero wewnatrz i zmierza do Warunki brzegowe.
nieskonczonosci na zewnatrz studni
p(0)=¢(L)=0
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1l

AGH

Proponowane rozwigzanie:

A jest statg

Jest to rozwigzanie o ile:

Stosujgc warunki brzegowe:

Stad:

Energia elektronu przyjmuje tylko wartosci dyskretne

h2
‘=2m(

Energia jest
skwantowana

0, (x) = Asin(kr)

sin(kLl)=0 ——> kL =nm

2712
E = k™
2m
dlar x=L, ¢g=0

dla n=1,2,...

E n

mn

L

;
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Nieskonczona studnia
potencjatu

dyskretne poziomy
energetyczne

25E,

16E;

n=4¢4

9E,

n=3




“]JJ Nieskoficzona studnia
potencjatu

M

AGH
Rozwigzania u (x)= Asin(nL—Tcx)

odpowiadajg falom stojacym z rézng liczbg n weztow wewnatrz
studni

Dozwolone mody drgan dla
klasycznej struny z weztami na

koncach
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Funkcje wtasne ¢,(x) dla
nieskonczonej studni



