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“]JJ Nieskoficzona studnia
potencjatu

M

AGH

Nieskonczenie duzy potencjat na krawedziach studni nie pozwala
elektronom opusci¢ obszaru 0<x<L; w tym obszarze elektron jest
swobodny.
Pp(x)=0 na zewnatrz studni, gestosc
_ prawdopodobienstwa znalezienia
V(x) = V(x)=0 elektronu wynosi zero
W obszarze wewnatrz studni, tj. dla
0<x<L, niezalezne od czasu réwnanie
Schrédingera ma postac:
hZ d2
————5¢(x)=Ep(x)
% 2m dx’

Warunki brzegowe:

x=0 x=L

Potencjat wynosi zero wewnatrz i zmierza
do nieskonczonosci na zewnatrz studni

P(0)=¢(L)=0




MJJ Nieskonnczona studnia
potencjatu

M

AGH
Proponowane rozwigzanie:

0, (x) = Asin(kr)

A jest statg
dyskretne poziomy

72)> energ?tyczne

Jest to rozwigzanie o ile: E =

zm 25E, n=2>5

Stosujgc warunki brzegowe:  dlar x=L, ¢¢=0

16E, n=4¢4

Stad: sin(kL)=0 —/=> kL=nmt dlan=1.2,...
Energia elektronu przyjmuje tylko wartosci dyskretne 9% n=3
2 ] n=2
Energia jest E = h (”n)z s
skwantowana noom\[L o n=1
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@!JJ Relacja dyspersji

Zaleznos¢ pomiedzy energig E a liczbg falowg k nazywamy relacjq
dyspersji, E(k).

Relacja dyspersiji dla k2l
czastki swobodnej jest E=—-
(kwadratowa) paraboliczna

Energia elektronu przyjmuje tylko wartosci dyskretne w studni
nieskonczonej i relacja dyspersji ma postac:

E,n hz (TL’TL)Z

~ 2m\L
Najnizsza wartos¢ energii E; (stan £ her’
podstawowy dla n=1), energia drgan 1= 2
2mL
zerowych
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MJJJ Relacja dyspersji

AGH

Energia drgan zerowych jest to najnizsza energia catkowita jakg
moze miec czastka ograniczona w swoim ruchu do obszaru: 0<x<L

Czastka ta nie moze miec energii rownej zero, E+0.

Jest to wynikiem obowigzywania zasady nieoznaczonosci
Heisenberga:

Dla Ax ~ [ zgodnie z zasada Heisenberga otrzymujemy
_h
2L

Czastka zwigzana w studni nieskonczonej nie moze miec¢ E=0 bo
oznaczatoby to p=0 a zatem

Ap =0
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“]JJ Relacja dyspersji

AGH
® studnia nieskoficzona
40
s ® °
o Tymczasem, najmniejsza
wartosc¢ pedu dla n=1 wynosi
25 - [ o
>
5 ] 2 2
S o o — 2mh°n™  hr
15 4 — —_ —
2mL L
10
[
> ® ®
0 | | | | , | | |
-6 4 2 0 2 4 6
k
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“]JJ Nieskoficzona studnia
potencjatu

M

AGH
Rozwigzania u (x)= Asin(nL—Tcx)

odpowiadajg falom stojacym z rézng liczbg n weztow wewnatrz
studni

Dozwolone mody drgan dla
klasycznej struny z weztami na

koncach
Fizyka II, lato 2017 7 7

Funkcje wtasne ¢,(x) dla
nieskonczonej studni



mJJ Skonczona bariera potencjatu

Energia potencjalna elektronu ma postac:

0 dla x<-a (region I) wysokosc bariery V,

V(x)= _ 4V (x)
V,dla —a<x<a (region II)

Odlax>+a | |

Kiedy czgstka majaca okreslony ped i
energie zbliza sie do bariery potencjatu ‘ e, —p-
moze zostac rozproszona. Wynik, ktéry e .
|
!

. . . [
otrzymujemy w fizyce klasycznej RegionI{ Region II ! Region III
(transmisja lub odbicie) zalezy od relacji :

pomiedzy energig czastki i wysokoscig [
bariery. W mechanice kwantowej wynik

jest inny i nieoczekiwany. szerokos¢ bariery 2a

+—>
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MJJ Skonczona bariera potencjatu

Klasycznie:
Jezeli E>V,, wtedy czastka przechodzi przez bariere

Jezeli E<V,, wtedy czastka odbija sie od bariery

ped zmienia sie kiedy czgstka jest ponad barierg i wraca do wartosci
poczatkowej dla x=a
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“ JJJ Skonczona bariera potencjatu

W mechanice kwantowej :
Jezeli E>V,, to czgstka przechodzi ponad barierg lub odbija sie od niej

Jezeli E<V,, wtedy istnieje niezerowe prawdopodobienstwo, ze czastka
przejdzie przez bariere; jest to tunelowanie

Dtugosc fali de Broglie;a, A
_2nh  27h
p 2mkE

jest rzeczywista i taka sama
dla x>ai x<-a

A

Dla —a<x<a, A jest urojona —

Klasycznie mamy fale zanikajgcq (evanescent wave), eksponencjalny zanik
z X, dlatego amplituda fali dla x>a jest zmniejszona
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“JJJ Funkcje falowe w zagadnieniu
AGH skonczonej studni potencjatu

e Funkcje falowe mozna otrzymac jako
rozwigzania rownania Schrodingera
niezaleznego od czasu

h’ d?

- 2m dx’

u(x)+V(x)u(x)= Eu(x)

e W obszarach Ii IIlI, kiedy V(x)=0' rozwigzania

sq w formie fal ptaskich poruszajgcych w prawo

lub w lewo

Fizyka II, lato 2017

11



“]JJ Funkcje falowe w zagadnieniu
skonczonej studni potencjatu

M

AGH
e Obszar I u(x) = exp(ikx)+R exp(—ikx) e 2mE
| | | I l l hz
fala padajqca fala odbita

, 2m
e Obszar II  u(x) = Aexpligx)+ B exp(—igx) 9 = 7 (E-7,)

wspotczynniki A i B mozna okresli¢ formutujagc odpowiednie warunki fizyczne

Incident wave

e Obszar III AN

u(x) = T exp(ikx)
s JPNE e
1 i, SN, - . SIS
| ] | Reflected wave _ {
R Transmitted wave
tylko fala przechodzaca T
' l
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“]JJ Funkcje falowe w zagadnieniu
skonczonej studni potencjatu

M

AGH
e Warunki ciagtosci
Skoro gestosc¢ prawdopodobienstwa musi by¢ funkcjg ciagta a

rzeczywisty potencjat nigdy nie jest nieskonczony,

funkcja falowa i jej pierwsza pochodna muszg byc ciggte w
kazdym punkcie
Po zastosowaniu warunkow ciggtosci w x=-2 | x=a (zadanie
domowe) otrzymujemy:

i(g> —k*)sin(2qa)

R = . exp(—2ika)
2kgcos(2qa)—i(k” +q~)sin(2ga)
R jest miarg odbicia
T 24k exp(—2ika)

~ 2kgcos(2qa)—i(k? + ¢*)sin(2qa)
T jest miarg transmisji
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Mj Wiasnosci rozwigzania dla E>V,

_2mE

Przyjeto: k’
hZ

2m
=" (E-V,
q hz( 0)

1. Jezeli E>V,, q jest rzeczywiste i Vy#0, g#k stad R # 0

B i(g> —k*)sin(2ga)
2kq cos(2qa) —i(k” +¢*)sin(2qa)

exp(—2ika)

W zakresie energii, w ktorym klasycznie czgstka nie bedzie
odbijana od bariery, w mechanice kwantowej bedzie istniato
skonczone prawdopodobienstwo, ze czastka zostanie odbita.
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@!JJ Wiasnoéci rozwiazania dla E>V,

, 2mE 2 2N
k™ = . R = iq k.)sz1n(2ga). exp(—2ika)
2kgcos(2qa)—i(k” +q°)sin(2qa)
2qk .
g = 2hm (E-v) T= 9 exp(—2ika)

 2kqcos(2qa) —i(k> +q?)sin(2qa)

2. Kiedy E>>V,, wtedy g=k, i R ;%
oraz T —>1

3. Zawsze ‘T‘z +‘R‘2 =1 i ‘R‘z <1
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M]JJ Tunelowanie przez bariere potencjatu
AGH

Rozwiqzania dla E<V,

Klasycznie, czastka bedzie odbijata sie od bariery. W mechanice
kwantowej czgstka moze tunelowac przez bariere, zwtaszcza gdy
bariera jest cienka.

,  2m

W takim przypadku: ¢’ ="""(E-V,)<0

q jest urojone i wspotczynnik transmisji T wykazuje zanik
eksponencjalny
‘2 16k2K2

= ~exp(—4xa)

(k> +x*)

V,-E) a jest szerokoscig bariery

T

,  2m
hZ

K
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M]JJ Tunelowanie przez bariere potencjatu
AGH

Wspotczynnik transmis;ji ‘T‘z okresla prawdopodobienstwo, z
ktorym czastka przechodzi przez bariere, czyli
prawdopodobienstwo tunelowania.

Przyktad: Jezeli [T|" = 0.020 to oznacza, ze z 1000 czastek (elektron6w)
zblizajacych sie do bariery, srednio 20 bedzie tunelowato przez nig a 980
ulegnie odbiciu.

T| =exp(-4ka) densty TGP
Kz_zm(VO—E) VWW} x

=
Z powodu zaleznosci eksponencjalnej wpolczynnik transmisji
jest bardzo czuty na niewielkie zmiany: szevokosci bariery a,
roznicy energii Vo-E. Wspotczynnik ten zalezy rowniez od masy
czastki
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Przykiady tunelowania: rozpad alfa,
“JJJ synteza jadrowa, skanningowy mikroskop
tunelowy (scanning tunneling microscope
STM)

Tunelowanie przez bariery ma wiele zastosowan (zwfaszcza w

elektronice), np. dioda tunelowa, w ktorej prad elektronowy jest
kontrolowany przez wysokos¢ bariery.

W 1973 nagrode Nobla w fizyce otrzymali Leo Esaki (za
tunelowanie w potprzewodnikach), Ivar Giaever (za tunelowanie w
nadprzewodnikach) i Brian Josephson (ztgcze Josephsona, szybkie
urzgdzenie przetgczajgce dziatajqce w oparciu o kwantowe
tunelowanie)

W 1986 nagrode Nobla otrzymali Gerd Binning i Heinrich Rohrer za
skanningowy mikroskop tunelowy STM

Najwczesniejsze zastosowania tunelowania (lata 20-te XX w.)
pojawity sie w fizyce jadrowej: rozpad alfa (George Gamow,
Ronald Gurney, Edward U. Condon) i synteza jadrowa.

Fizyka II, lato 2017 18



I

AGH
Niestabilne jgdro atomowe ulega przemianie w inne jadro z
emisja czastki o jadro helu, He v

A-ciezar

A A—4 4
atomowy 47547 He

Przyktad:

238 234 |
YU, Th+ o _J

Rozpad alfa moze by¢ wyttumaczony tunelowaniem czastki o przez
bariere) utworzong z energii kulombowskiej i jagdrowej.

Fizyka II, lato 2017 19



I

AGH

Sukcesem zastosowania teorii tunelowania do wyjasnienia
rozpadu alfa byto wyznaczenie po raz pierwszy promienia R jadra

R=1.54" fin

Ten wynik pozwolit na wyjasnienie dlaczego objetosc jadra:
4m

y=""R
3

jest wprost proporcjonalna do jego masy atomowej A, tak, ze
gestosc jadra jest praktycznie stata

Ten rezultat pokazat rowniez jak mate jest jadro atomowe.

Fizyka II, lato 2017 20



I

AGH
Synteza jadrowa ma wazne zastosowania w produkcji czystej
energii jadrowej.

Reakcja pokazuje synteze dwoch jader deuteru, w wyniku ktorej
tworzy sie jadro trytu i neutron oraz wydziela sie duza ilosc¢

energii.
"H+'H—>'H+n+64x10"J
‘_'_l | : | | : I ' ‘
deuteron triton neutron energy released

Odpychanie kulombowskie pomiedzy deuteronami nie pozwala
na zajscie takiej reakcji. Jest to mozliwe jedynie dzieki
tunelowaniu przez bariere potencjatu. Jednakze, konieczna jest
wysoka temperatura rzedu 104K aby utrzymac odpowiednig
szybkosc¢ reakdji.
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MMJ Scanning tunneling microscope STM

AGH

Trzy kwarcowe beleczki sterujg

ruchem przewodzacego ostrza Zasada dziatania

(tip) po powierzchni.

Podaje sie na ostrze staby potencjat

dodatni. Gdy odlegtos¢ pomiedzy ostrzem

i metaliczng powierzchnig jest mata, ma

\ miejsce tunelowanie. Ilos¢ elektrondw,

N L rods ktére przeptywajg pomiedzy powierzchnig

Gm s a ostrzem w jednostce czasu (prad
elektryczny) jest bardzo silnie zalezna od

PO OOy Surface odlegtosci ostrze-powierzchnia.
& oo N W 1;\‘_/ iy "-\_,' i 23

<
S

Kwarcowe beleczki tworzg uchwyt piezoelektryczny o wtasciwosciach
sprezystych zaleznych od przytozonego pola elektrycznego. Prad
tunelowy jest mierzony i utrzymywany na takim poziomie aby odlegtosc¢

pomiedzy ostrzem i powierzchnig byta stata . Tworzy sie obraz
powierzchni.
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@!JJ Scanning tunneling microscope STM

Rozdzielczos¢ obrazu zalezy od rozmiarow ostrza. Poprzez podwyzszanie
temperatury lub zastosowanie silnego pola elektrycznego mozna
~Wyciggac” atomy wolframu warstwa po warstwie tak aby pozostat
pojedynczy atom rozmiardéw rzedu 0.1 nm.

Institut fiir Allgemeine Physil;, TU Wien

Innym waznym zastosowaniem STM jest nanotechnologia. Ostrze
moze podnosi¢ pojedyncze atomy z powierzchni metalicznej i tworzyc
nowe struktury w nano-skali (np. powstawanie sztucznych molekut)

Fizyka II, lato 2017 23



i

AGH

Studnia potencjatu o nieskonczonczonej gtebokosci jest
idealizacjg. W praktyce realizowalna jest skonczona studnia,
w ktorej energia potencjatu poza studnig ma skonczong
wartosc dodatnig U,.

U

Funkcje falowe opisujgce stany kwantowe elektronu w studni
mozna znalez¢ rozwigzujac rownanie Schrodingera z warunkami
ciggtosci na jej granicach (x=0 and x=L).
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AGH

I -

Gestosc¢ prawdopodobienstwa dla elektronu ograniczonego do

obszaru studni.

Podstawowa roznicg pomiedzy
studnig skonczong a nieskonczong
jest to, ze w studni skonczonej
fale materii penetrujg sciany
studni. Mechanika klasyczna na to
nie pozwala.

Ze wzgledu na to, ze funkcja
falowa nie zanika gwattownie na
granicach studni, dtugosc fali A dla
dowolnego stanu kwantowego jest
wieksza niz w studni
nieskonczonej.

Fizyka II, lato 2017
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i

AGH

Diagram poziomow energetycznych dla studni o
skonczonym potencjale 7

2mE

Na podstawie: A=

3 e Nonquantized

450 | —Top ofwell widzimy, ze energia E elektronu w
£, = 393 eV dowolnym stanie jest mniejsza niz w studni
nieskonczonego potencjatu.

£ =288 ¥ Elektron o energii wiekszej od U, (450 eV w
r : tym przyktadzie) ma zbyt duzg energie,
zeby zosta¢ zwigqzanym. W rezultacie,
jego energia nie jest skwantowana.

Energy (eV)

L £y =106 eV

E, =27 eV

0

Dla danej studni (np. U,=450 eV i L=100 pm) moze istniec tylko
ograniczona liczba stanéw (w tym przypadku n=1,2,3,4), dla ktérych
elektron bedzie zwigzany (putapkowany).
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“]JJ Przykiady putapek elektronowych

Nanokrystality

Proszki, ktorych ziarna sg mate — w zakresie nanometrycznym - majq
inny kolor niz proszki o wiekszym ziarnie.

Kazdy nanokrystalit stanowi studnie
potencjatu dla elektronu zamknietego w
jego wnetrzu.

Dla nieskonczonej studni kwantowej

pokazalismy, ze energia elektronu E
WYNOosi:

@ y hz

JU 11111 ‘ 2

Ze zmniejszeniem rozmiaru L krystalitu, energia elektronu rosnie.
Elektron absorbuje swiatto o wiekszej energii, krotszej fali.
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“]JJ Przykiady putapek elektronowych
H

Nanokrysztaty

Dany nanokrysztat absorbuje fotony o energii powyzej pewnej wartosci
progowej E, (=hf,). Dlugosc fali absorbowanego promieniowania jest
mniejsza od progowej wartosci:

ch

.\X:'-L C
11
10
2

3 Fale o dtugosci wiekszej od Arbeda
- rozpraszane
;
; Jezeli rozmiar krystalitu sie zmniejsza,
e — i to kolor zmienia sie (np. od czerwonego

do zottego).

Fig. 2. Shift of absorption bands (solid curves) and photolumi-
nescence bands (dashed lines) with an increase in the size of
CdTe nanoparticles!®: d = 3.2 (), 3.3 (2), 3.5 (3), 3.6 (4,
3.8(5,4.2(6),4.6(7),53(8),6.2(9,7.7(10),8.4 (1), and
9.1 nm (12).
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M]JJ Przykiady putapek elektronowych
AGH

Kropki kwantowe (quantum dots) - sztuczne
atomy (;c:::n(lurling

Conducting
1 lead

|- - =h0l nm —— _|

Warstwa potprzewodnika (semiconductor) jest naniesiona pomiedzy
dwiema nieprzewodzacymi warstwami tworzgc studnie potencjatu, w
ktorej elektrony sg uwiezione. Ciensza warstwa izolatora pod warstwg
potprzewodnika pozwala elektronom tunelowac przez nig jezeli podana
zostanie odpowiednia roznica potencjatu pomiedzy metalicznymi

kontaktami. W ten sposob liczba elektrondw wewnatrz studni jest
kontrolowana.

Kropki kwantowe w postaci dwuwymiarowych matryc majq obiecujace
zastosowania w komputerach o duzej szybkosci i pojemnosci.
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“IJJ Przyktady putapek elektronowych

Quantum corral

Za pomocg mikroskopu STM,
naukowcy z IBM Almaden
Research Center, uporzgdkowali
atomy Fe na powierzchni Cu w
niskiej temperaturze 4K. Atomy
tworzace okrgg nazwano
kwantowa zagroda (quantum
corral).

Ta struktura i ,zmarszczki”
wewnatrz sq bezposredniq Cztery etapy tworzenia struktury.

demonstracjq istnienia fal materii. Zblizajac si¢ do zamknigcia
struktury obserwuje sie
~Zzmarszczki” (ripples) zwigzane z

uwiezionymi elektronami
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“JJJ Poziomy energetyczne w
dwuwymiarowej nieskonczonej studni
AGH potencjatu

A Kwantowa zagroda prostokatna (ang. rectangular corral)
Z

Y Elektron jest putapkowany w zagrodzie o
/ > rozmiarach L_ i L, na powierzchni. Elektron
L

nie moze poruszac sie rownolegle do osi z a
X  zatem nie moze opusci¢ powierzchni.

Rozwigzanie rownania Schrddingera dla zagrody prostokatnej
pokazuje, ze putapkowanie elektronu jest rownowazne
dopasowaniu funkcji falowej elektronu do obu wymiarow
niezaleznie. Oznacza to, ze kwantyzacja zachodzi niezaleznie w

L i L,
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MMJ Poziomy energetyczne w
dwuwymiarowej nieskonczonej studni
AGH potencjatu

[ ) L=L, Energia elektronu zalezy od dwoch liczb kwantowych

- 5o 5 | jest suma energii elektronu wzdtuz osi OX i OY.

h* h?
= 2 2
Eq), Ey 5 Enxvny (SmLi) nx + (8771[/%;) ny

n,, n, — liczby kwantowe, dodatnie i catkowite

Przyktad stanow
zdegenerowanych :

=

oo
™
[

Rdzne stany o tej

Samej] energll sq

zdegenerowane dla L,=L,stanon,=2; n=1
stan o n,=1; n,=2 majq te
sama energie E,;=E;,

E(h2/8ml?)

&
)
[
e
o'}
[C

no
ot
i

Diagram poziomow energetycznych Stany Zdegenerowane nie mogq

elektronu putapkowanego w wystepowac w studni
zagrodzie o L, =L, jednowymiarowej.
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mJJ Poziomy energetyczne w
trojwymiarowej nieskonczonej studni

M

AGH potencjatu
Prostokatne pudto
Studnia nieskonczonego Energia elektronu putapkowanego w
potencjatu w 3D prostokatnym pudle o rozmiarach L,,
L, L;:
ZT
IL E ~ (n’%+n§+n§)
V4 nx,nynz — 2 2 2
8m\Ly L L3
y
. /L,
Ly

W przestrzeni 3D podajemy trzy liczby kwantowe aby okresli¢ stan
energetyczny elektronu. W modelu studni o nieskonczenie wysokich
Scianach (prostokatne pudio) te liczby kwantowe to: n, n, n,.

Rzeczywisty potencjat atomu jest bardziej ztozony ale nadal mamy 3
liczby kwantowe.
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