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Atom wodoru w mechanice
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

Trojwymiarowa studnia potencjatu atomu wodoru jest bardziej ztozona niz
studnie dyskutowane wczesniej np. prostokatna studnia. Energia

potencjalna U(r) jest wynikiem oddziatywania kulombowskiego pomiedzy
pojedynczym elektronem i protonem w jgdrze

U(r)
2 0
U(r) = —
() g 0 N |
Energia potencjalna jest funkcja odlegtosci B

r od jadra. Jest to pole centralne.

Rozwigzujac réwnanie Schroédingera dla atomu
wodoru, otrzymuje sie wartosci energii zgodne
z wynikami modelu Bohra.

r,=0.0529xn? [nm]
E.=-13.6/n?[eV]
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH
Zmiany energii spowodowane emisjg i absorpcjq swiatta oraz dtugosci fali
serii Balmera, Paschena, Lymana, bedq prawidtowo opisane przez takie
same wyrazenia jak w modelu Bohra.

Rdznica energii pomiedzy poziomami: .

E
: r n=eca !——-—[} .
AE=13.6(1/n2-1/n2) 2 ——
= sy
————— 54 n=4 ———-0850¢e
Przyktad, przejscie pomiedzy: \—[» —~/ o s N
n;=2 i n,=1 (jak na rysunku) Fro—p-—-mmmmee ( n= (Ditialstate, iy 4 oy
%\ AE=10.2 eV
AE=13.6(1/n?-1/n?)=13.6(1/12-1/22)=10.2eV | 7| — | finalstate, g 6 oy
state ;
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

W fizyce klasycznej sita centralna ma wazng wiasnosc:

Moment sity centralnej wzgledem centrum wynosi zero, stgd moment pedu
nie zmienia sie w czasie.

Spodziewamy sie, ze w mechanice kwantowej moment pedu tez bedzie
zachowany.

Rownanie Schrodingera dla takiego potencjatu ma postac:

lor a2 2| .. & . §
— + + r)-— r)=Ly(r
o | o o o y(r) P y(r) = Ey(r) |

Aby rozwigzac to réwnanie trzeba przejs¢ z uktadu kartezjanskiego
wspoitrzednych (x,y,z) do ukfadu sferycznego (r,8,¢) gdzie 6 jest katem
biegunowym i odpowiada szerokosci geograficznej a ¢ jest katem
azymutalnym i odpowiada dtugosci.
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

We wspoitrzednych sferycznych rownanie Schrédingera przyjmuje bardzo
ztozong postac (!):

h2 1 8 2 8 1 82 1 a ( . a j R 82 ~ _
B |7 + sin@—— | | (F) - Y= Ewl(t
zme |:]/'2 a”' (”' arj ]"2 Sln2(9 a¢2 r2 SlIl 0 89 89 ( ) 472'8 ]/'l//( ) l//( )

o

A

N _/ z
e

Laplasjan we wspoirzednych sferycznych

To ztozone rownanie rozniczkowe mozna

Y
sprowadzic do uktadu rownan
jednowymiarowych w zmiennych 6 i ¢, ktory X
mozna rozwigzac bezposrednio bez

wprowadzania  potencjatu  kulombowskiego,
ktory nie zalezy od orientacji.
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Stosujemy metode separacji zmiennych:

y(r) = R(r)Y(6,9)

o _/
e

proponowane rozwigzanie

Funkcje R(r) nazywamy radialna funkcja falowa a Y(0,¢) jest znana
jako harmonika sferyczna.

Dalej mozna rozdzieli¢ 8 i ¢ zaktadajac: \

Y(0,9) =0(0)D(p)
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mJJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

Ostatecznie nalezy rozwigzac trzy réwnania:

2 2 :
W[ d°R(r) 2dR(r) L R()| e R(r) = ER(r)
2m, \  dr* rodr r 4me,r

N S
—

zwyczajne réwnanie rozniczkowe (rownanie wtasne) dla funkcji radialnej R(r) z
wartoscig wiasng energii E

- 2
d @(29) +ctg9 @0 " ©(0) = 10(0)
}\,:—Z(€+1) ) do dfd  sm” @
. \
d CI)g(P) = —mzzq)((P)
- 4o

m/2i A sg statymi ,separacji” zwigzanymi z liczbami kwantowymi
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Liczcby kwantowe dla atomu wodoru

Mimo, ze energie mogg byc¢ opisane jedng liczbg kwantowa n, funkcje
falowe opisujace te stany wymagajq trzech liczb kwantowych,
odpowiadajac trzem wymiarom przestrzeni, w ktorej elektron sie
porusza.

Zestaw trzech liczb kwantowych (n, [, m ) identyfikuje funkcje falowe
okreslonych standéw kwantowych.
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Rozwiqzanie rownan na R(r), ©6(0), ®(p)
d*O(p) _ >
=—m;"D(¢)

a’(p2 l

Mozna sprawdzi¢ przez rozniczkowanie, ze to najprostsze z trzech
rownan ma rozwigzanie szczegdlne:

D(p) =™

Trzeba uwzgledni¢ w sposdb jawny wymaganie aby funkcje wiasne byty
jednoznaczne czyli aby:

D(0) = D(27)

Jest to spetnione gdy: im; 0 im; 2
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mJJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

Po rozpisaniu warunku: eimlo — eimIZ”
otrzymujemy: 1 =cos(m,2r)+isin(m,2r)
Warunek ten jest spetniony tylko wowczas, gdy:

m|=0,1,2,3,...

Liczba kwantowa m, moze byc¢ tylko liczbg catkowitg i jest stosowana
jako wskaznik identyfikujgcy okreslong posta¢ dopuszczalnego

rozwigzania:
_ ime
D, (p)=e
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mJJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Liczba kwantowa n - nazywana gtownaq liczba kwantowg - pojawia
sie w wyrazeniu na energie uktadu.

Liczba kwantowa [ - nazywana orbitalna liczba kwantowa - jest
miarg wielkosci momentu pedu zwigzanego ze stanem
kwantowym.

Liczba kwantowa m, - nazywana magnetyczng liczbg kwantowa
- jest zwigzana z orientacjg w przestrzeni wektora momentu pedu.
Jezeli atom znajduje sie w zewnetrznym polu magnetycznym, to jego
energia zalezy od tej liczby kwantowej.
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mJJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Rozwigzanie rownania na 0(06)

2 2
d @(29) +etgd dO(6) B mg2
dé adeé sin

A(0) = 10(0)
A=—0(0+1)

Poprawne fizycznie (pozostajgce wszedzie skonczone) rozwigzania
powyzszego rdwnania otrzymuje sie tylko wowczas gdy stata [ rowna jest
jednej z liczb catkowitych:

[ =|m,

Dopuszczalne fizycznie rozwigzania mozna zapisa¢ w postaci:

m,‘+l,

ml‘+2,

ml‘+3,...

5

0, ()= sin”! 6 Ey (cos8)
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M JJJ Liczby kwantowe

AGH

Z rozwigzywania rownania Schrodingera dla atomu wodoru wynika,
ze istniejg trzy liczby kwantowe, odpowiadajqce trzem
wymiarom przestrzeni, w ktorej porusza sie elektron.

Zestaw tych liczb (n, [, m/) definiuje funkcje falowe kazdego
konkretnego systemu kwantowo-mechanicznego.

n Gtowna liczba kwantowa 1,2,3...

[ Orbitalna liczba kwantowa 0,1,2,3,...,n-1

m, Magnetyczna liczba -[,-([-1),..., +(1), +(
kwantowa

Istnieje rowniez wewnetrzny moment pedu S (spin) i zwigzane
z nim magnetyczna m, i spinowa liczba kwantowa s
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Rozwigzania niezaleznego od czasu rownania Schrodingera -
funkcje falowe dla atomu wodoru

Harmoniki sferyczne Y, Funkcje radialne R,/
1
Yoo =—— 2 _
O Jan Rig=—5e " stan podstawowy
a
Yllzwfisineexp(i(p) R — 2 (I_L)e—r/2a
87[ 20 (261)3/2 2Cl
3
Yo =1/—cose R = 1 1 I or/2a
4 21 NE) (2a)3/2 a
[15 . . 4rh?
Yy, = Esmz B exp(2ip) a promien Bohra a3
e
Te funkcje nie majq sensu fizycznego. Szukamy gestosci )
prawdopodobienstwa znalezienia elektronu tj. ‘\If‘
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

M

AGH

Model Bohra zaktadajacy, ze elektrony w atomie poruszajg sie po dobrze
zdefiniowanych orbitach jak planety wokot Stonca nie jest prawidtowy.

,Obraz kropkowy"” oddaje lepiej probabilistyczny charakter funkcji falowej i
przedstawia atom wodoru w réznych stanach.

orbital 1s, objetosciowa gestosc e 2
prawdopodobienstwa dla stanu ‘Rlo(’”)‘
podstawowego atomu wodoru L

n=1

‘Rnf (r)‘ r dr = prawdopodoblenstwo znalezienia elektronu w obszarze o
szerokosci dr wokoét punktow odlegtych o r od jadra

‘Yfm (6, (P)‘2 sin 0d0d@ = prawdopodobienstwo znalezienia elektronu w
obszarze d6dg wokodt potozenia katowego (6,¢)
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Stany atomu wodoru dla n=2

Sq cztery stany atomu wodoru dla n=2.

n 3 my

2 0 0 it sa,
: : : e R
2 1 -1

_ _ _ orbital 2s, objetosciowa gestosc
Wszystkie stany dla (=0 majq sferycznie prawdopodobienstwa dla atomu

symetryczne funkcje falowe. Jezeli (=0, wodoru w stanie kwantowym n=2,
moment pedu wynosi 0, co oznacza, ze (=0, m=0; _radl_alna funlfC_Ja
nie ma wyroznionej osi symetrii dla falowa przyjmuje wartosci zerowe

W obszarze o zerowej gestosci

gestosci prawdopodobienstwa _kropek”
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“]JJ Atom wodoru w mechanice

kwantowe]j
AGH
Trzy stany atomu wodoru dla n=2, (=1.

n [ my z | 2
2 0 0 EI R

2 1 +1

2 1 0

2 1 -1

Te wykresy s symetryczne wokot osi z e = ]

ale nie sg sferycznie symetryczne.

Gestosci prawdopodobienstwa dla tych orbitale 2p, objetociowa gestosé

trzech stanow sg funkcjami r i prawdopodobienstwa dla atomu
wspotrzednej katowej 6 wodoru w stanie kwantowym o

n=2, [=1i trzech réznych m,
Jaka wiasnoéé atomu wodoru jest Gestosc prawdopodobienstwa jest
odpowiedzialna na wystepowanie tej osi symetryczna wzgledem osi z
symetrii?
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Wartosci wlasne energii

Dopuszczalne wartosci energii— wartosci wtasne — wynikajace z
radialnej czesci rownania Schrodingera

2 2 2
h [d R(r)+2dR(r)+kR(r)j_ 2 gy ERGY

2m, | dr? rodr 72 4dme v

0

Z-liczba atomowa (Z=1 dla wodoru)

) 2
1 Ze |
E=——m, 3
2 drne,i ) (n, +/0+1)

gdzie n, jest nowq radialng liczbg kwantowa, n,.=0,1,2..

dane sq jako:

Gtowna liczba kwantowa n zdefiniowana jako:
n=n,+0+1
jest zawsze catkowitg liczbg dodatnig

Fizyka II, lato 2017
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MJ Atom wodoru w mechanice

M

kwantowe]
AGH
Wartosci wtasne energii wyrazone za pomoca 1 1
gtdwnej liczby kwantowej n: E=——my” (Zoc)z —
n
: e’ 1
gdZIe o=

Are ho 137 Jest stala struktury subtelnej
o

Jest to doktadnie ten sam wzér, ktéry wynika z modelu Bohra dla energii
dozwolonych stanow zwigzanych.

Ze wzgledu na to, ze energia zalezy tylko od n, stanow, ktére majaq te
samg energie jest n?; nazywamy to n2-krotng degeneracjg (elektrony
majg spin co oznacza, ze degeneracja 2n2-krotna)

Przyktad: dla n=3 bieé stané trzy stany jeden stan
! w R Y,..(6, R Yo0(6,
Ra(NYom(8@) 2 ping ol )% Rooll)YoolO/P)
m=2,1,0,-1,-2 l
Stad mamy 5+3+1=9=32 stanow \ \
n=04¢=2 n=1¢=1 n=24=0

r
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Stany atomu wodoru dla n=2

Ze wzgledu na to, ze energia zalezy tylko od gtdwnej liczby kwantowej n i
jest niezalezna od (i m,dla izolowanego atomu wodoru doswiadczalnie nie

mozna rozrdznic trzech standw pokazanych na rysunku ponizej.

Te trzy stany dla (=1) sg zdegenerowane

Stan dla (=0 ma tez takg sama energie;

jest to 4-krotna degeneracja %

o n [ my
Mozna traktowac wszystkie cztery stany, 2 L L
pokazane w tabeli, jako tworzace sferycznie 2 1 +1
symetryczng powtoke opisang pojedynczg liczbg 2 1 0
kwantowg. 2 1 1
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“]JJ Atom wodoru w mechanice
kwantowe]

Stany atomu wodoru dla n=2

Jezeli dodamy gestosci prawdopodobienstwa dla trzech stanéw z n=2i (=1,

tgczna gestosc stanow bedzie miata symetrie sferyczng (zadna oS nie bedzie
wyrozniona).

Mozna potraktowac elektron tak jakby spedzat
1/3 czasu w kazdym z trzech standw.

Suma wazona trzech niezaleznych funkcji falowych definiuje sferycznie
symetryczng podpowiloke okreslong przez liczby kwantowe n=2i (=1

Zniesienie degeneracji czyli rozréznienie stanow podpowtoki jest mozliwe,
gdy umiesci sie atom wodoru w zewnetrznym polu elektrycznym lub
magnetycznym. Efekt rozszczepienia standw w zewnetrznym polu
magnetycznym nosi hazwe zjawiska Zeemana.
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MJJJ Moment pedu i magnetyczny moment
AGH dipolowy

Rozwigzania czesci katowej rownania Schrodingera - harmoniki
sferyczne Y, (8,p) - sq zwigzane z momentem pedu,

Klasyczna definicja wektora momentu pedu czgstki w odniesieniu do
punktu O moéwi:

—

L=rxp
I_i jest pedem czgstki

I jest wektorem potozenia czastki wzgledem ustalonego punktu P

Kartezjanskie wspotrzedne wektora momentu pedu majg postac:

Ly=yp,-zp, L,=zp,—xp, L,=xp,—)p;
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“]JJ Moment pedu i magnetyczny moment

M

et dipolowy
Operator pedu w mechanice kwantowej ma postac:
o 0 0
= —ih— = —ih— = —ih—
Pr=a DT PTG
Zatem operator momentu pedu wyraza sie jako:
0 0
L. =—i(y——-z—
x (¥ . @y)
0 0
L, =—ih(z——x—
4 ( ox Oz
L, = —ih(xi—yi)
oy =~ Ox

Operator kwadratu momentu pedu:
2 2 2 2
L =L+ L)+ L7

Fizyka II, lato 2017 23



mJJ Moment pedu i magnetyczny moment

M

AGH dipolowy
We wspotrzednych sferycznych: 2 2
L’ =-h’ 82+ctg6’ g + .12 82
00 00 sin“ 6 op

Wystepuijg tu tylko katy i nie ma zaleznosci od odlegtosci (wspotrzednej
radialnej r)

We wspotrzednych sferycznych sktadowa z-owa wektora momentu pedu
przyjmuje szczegdlnie prostg postac: p

L, =—ih—
oQ

Znane sg funkcje wtasne i dozwolone wartosci wtasne operatorow L2 i L,

Rownanie wtasne dla operatora L2: Lngm (0,0) = hzé(é +1)Y,,,(0,0)
)

/ \

wartosci wtasne operatora L2

harmoniki sferyczne sg funkcjami wtasnymi operatora L2
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“]JJ Orbitalny moment pedu

L =hJ0(L+1)
)

[ azymutalna liczba kwantowa

Rzut L, wektora momentu pedu L na 0s OZ tez jest skwantowany:

LZ = hmg

)

magnetyczna liczba kwantowa
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M]JJ Orbitalny moment pedu i1 jego rzut

AGH

Rysunek pokazuje pieC¢ skwantowanych skfadowych L, orbitalnego
momentu pedu elektronu dla (=2 i r6zne mozliwe orientacje

wektora momentu pedu (wszystkie mozliwe stany dla tej liczby
kwantowej). W kazdym stanie (m) wektor wykonuje przypadkowg
precesje wokot osi OZ utrzymujac statg dtugosc i statg wielkosc
sktadowej L,

2 R=vV22+1)

L = +2ﬁll
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mJJ Moment pedu i magnetyczny moment
dipolowy

M

AGH

Dipol magnetyczny ma orbitalny magnetyczny moment dipolowy
zZwigzany z momentem pedu relacjq:

_ e =
Worb =~ L
2m,
Ani R,p ani L nie moze zosta¢ zmierzone

Mozemy jednak zmierzy¢ sktadowe tych wektoréw wzdiuz danej osi (rzuty
na wybrang 0s).

Mozemy, dla przyktadu, zmierzyc sktadowe z-owe wektorow: orbitalnego
magnetycznego momentu dipolowego i momentu pedu wzdtuz osi, ktorg
wyznacza kierunek zewnetrznego pola magnetycznego B.

Sktadowa p,, , jest skwantowana i dana wzorem: W, . =-—mylg

magneton Bohr'a |, :i:9,274x10_24J/T

2m,
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“]JJ Spin elektronu

Niezaleznie od tego czy elektron jest swobodny czy zwigzany w

atomie, to posiada spinowy moment pedu

Wartos¢ spinu jest skwantowana i zalezy od
spinowej liczby kwantowej s, ktora wynosi 2 dla
elektronow, protonow i neutronow.

A

Sktadowa spinu wzdtuz wyrdznionej osi jest rowniez skwantowana

i zalezy od spinowej magnetycznej liczby kwantowej m,, ktéra

moze miec€ jedynie wartosci +2 or -x-.
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“]JJ Spin elektronu

Wewnetrzny magnetyczny moment pedu S, zwany spinem:

S = hia/s(s +1)
)

spinowa liczba kwantowa, s=1/2 dla fermionow

S, =hm

)

magnetyczna spinowa liczba kwantowa m_= +%2 lub -5,
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Podsumowanie
AGH
Liczba kwantowa Symbol Dozwolone Zwigzana z:
wartosci
Gtowna n 1, 2, 3, ... odlegtoscig od jadra
Orbitalna [ 0,1, 2, .. (n1) orbitalnym
momentem pedu
Orbitalna magnetyczna m, 0, +1, +2, sktadowg z-owg
momentu pedu
Spinowa S 2 spinowym
momentem pedu
Magnetyczna spinowa mg +1/ sktadowg z-owq
spinowego
momentu pedu
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“JJJ NMR - nuclear magnetic resonance
(magnetyczny rezonans jadrowy)

M

AGH
B AM
A Wskutek absorpcji fotonu o energii hf proton w
'2 polu magnetycznym zmienia kierunek spinu (z
) stanu spin-up do stanu spin-down, tzw. spin-
. / flipping)

Parallel hf — 2“ZB

\ Anti-parallel Wiele substancji ma swoje charakterystyczne
\ widmo NMR , ta technika jest stosowana do
identyfikacji (np. w kryminalistyce)

Obrazowanie przy pomocy rezonansu magnetycznego
(ang. magnetic resonance imaging MRI) jest
stosowany jako metoda diagnostyki medycznej.
Protony w roznych tkankach ludzkiego organizmu
znajdujq sie w roznych otoczeniach magnetycznych. W
silnych zewnetrznych polach magnetycznych zachodzi
zmiana zwrotu spinu.
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