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mmm ‘Wprowadzenie do metod numerycznych
AGH

Metody numeryczne sg dziatem matematyki
stosowanej zajmujacym sie opracowywaniem metod
przyblizonego rozwigzywania probleméw
matematycznych, ktérych albo nie mozna rozwigzac
metodami dokfadnymi albo metody doktadne
posiadajg tak duzg ztozonos¢ obliczeniowa, ze sg
praktycznie nieuzyteczne

Metody numeryczne zajmujq sie konstruowaniem
algorytmoéw, ktorych obiektami, tj. danymi,
wynikami posrednimi i wynikami ostatecznymi sg
liczby
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mmm ‘Wprowadzenie do metod numerycznych

AGH

Cechy charakterystyczne metod numerycznych:

e obliczenia wykonywane sg na liczbach
przyblizonych

e rozwigzania zagadnien tez sg wyrazone liczbami
przyblizonymi

o wielko$¢ btedu w procesie obliczen numerycznych
jest zawsze kontrolowana
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Plan

e Rozwigzywanie problemdw inzynierskich
e Przeglad typowych procedur matematycznych
e Stato i zmiennoprzecinkowa reprezentacja liczb
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“,Lw Jak rozwiazuje sie problem inzynierski?

{ Opis problemu ]

[

Model matematyczny

[

{ Rozwigzanie modelu ]

[

{ Zastosowanie rozwigzania ]
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mmm Przyktad rozwiazania problemu
inzynierskiego

AGH

Wg Autar Kaw
http://numericalmethods.eng.usf.edu

Mechanizm otwarcia mostu
zwodzonego

the Bridge of Lions in
St. Augustine, Florida
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lllmlﬂ Mechanizm THG

AGH

piasta (ang. hub)

czop zawieszenia
obrotowego
(ang. trunnion)

dzwigar mostu
(ang. girder)
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ﬂlmm Montaz THG

AGH
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Etap 1. Czop jest zanurzany w mieszaninie
suchy 16d/alkohol (108 F, okoto -80 C)
Etap 2.  Czop rozszerza sie w piascie
Etap 3. Czop-piasta zanurzone w mieszaninie
suchy l6d/alkohol
Etap 4. Po umieszczeniu w dzwigarze czop-
piasta rozszerza sie
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mmm Pojawit sie problem!

AGH

Po schtodzeniu, czop ,zaciat sie” w piascie
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i Dlaczego?

AGH

Wymagana jest kontrakcja elementu 0.015” lub wiecej.
Czy czop ulegt wystarczajagcemu zwezeniu?
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i Obliczenia

|AD =Dxa xAT|

D=12363
a=647x10°In/in/°F
AT =-108-80=-188°F
AD = (12.363 )(6.47 x 10 *)(—188 )
= —0.01504"
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i Jednostid

AGH
lin=254cm
D =12.363"~31,4cm
9 0
Te=|-Tc+32| F
5
T =80°F ~26,7°C
AD = 0.01504 in = 0.03820 cm
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mmm Czy uzyty wzoér jest prawidiowy?
AGH
AD =D xa xAT T(°F) o (uin/in/°F)
; -340 2.45
. . ® -300 3.07
iy . -220 4.08
£5 i
= ° -160 4.72
Ex °
‘d’ -80 5.43
T 0 6.00
Joo 300 200 -100 0 100 40 6.24
Temperature (F)
80 6.47
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Rozwiazanie problemu
AGH

wspoétczynnik rozszerzalnosci termicznej

7
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Prawidtowy model powinien braé¢ pod uwage zmieniajacy sie

glll]y Czy mozna oszacowa¢ kontrakcje?

T
AD=D j a(T)dT
Ta

7

T,=80°F; T.=-108°F; D=12.363"
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“lmm Doktadne okreslenie kontrakcji
AGH

Zmiana $rednicy (AD)
przez oziebianie w
mieszaninie 6d/alkohol

7

-

jest dana %5'

T =

AD =D [a(T)dT g’
~3

Ta =]
T,= 80°F 2
T.=-108°F doo 00 200 w0 100
D=12.363"

Temperature (F)
a=-12278x107T*+6.1946x107°T +6.0150

AD =-0.0137"
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[\lmm Zastosowanie rozwigzania problemu -
AGH wskazowki praktyczne

Jedng z mozliwych wskazdéwek jest aby czop
schtadzac¢ w cieklym azocie, ktory wrze w
temperaturze -321°F duzo nizszej niz -108°F dla
mieszaniny suchy 16d/alkohol

AD =-0.0244'
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[\lmm Podsumowujac:
AGH

1) Stwierdzenie problemu: czop nie obraca sie
swobodnie

2) Modelowanie: stworzenie nowego modelu
T
AD =D [ a/(T)dT
T

3) Rozwigzanie: a) uzy¢ metody graficznej b) uzyc
metod regres;ji i przeprowadzi¢ catkowanie

4) Implementacja: schfadzac czop w temperaturze
ciektego azotu.
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mmm Procedury matematyczne
AGH

e Rownania nieliniowe
e ROZniczkowanie
e Uktad réwnan liniowych
e Dopasowanie krzywych
- Interpolacja
- Regresja
e Catkowanie
e Zwyczajne réwnania rézniczkowe
¢ Inne zaawansowane procedury:
- Czastkowe réwnania rozniczkowe
- Optymalizacja
- Szybka transformata Fouriera
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mmm Réwnania nieliniowe
AGH Jak gteboko kula jest zanurzona w wodzie?

Water

2R=0.11m
x* —0.165x> +3.993x107* =0
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AGH 5
2;10
i
X
= Al
-2
-0.1 0 0.1 02
X
f(X)=x>=0.165x> +3.993x10* =0

AGH
M 4R
0.057 T
— s
L./
005073 i 0.2 0.4 0.6
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mmm Rézniczkowanie
AGH 6000,
Jakie jest przyspieszenie o
wt=7s? E 000
I Z
2
ul:l 10 20
Time (s)
4
V() =2200 In[ 10} gg azdV
16x 10" — 5000t dt
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AGH
Czas (s) 5 8 12
V(m/s) 106 177 600
600 - ]
dv
S
Ewo t
=y
g 300/
K}
> 200!
200 *
m455r|391011 12
Time (s)
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mmnl Uktad réwnan liniowych
AGH

Znalez¢ profil predkosci, przy zatozeniu:

Czas (s) 5 8 12

V (mis) 106 [177 | 600

v(t) =at® + bt +c, 5<t<12

Uktad trzech réwnan liniowych
25a+5b+c=106
64a+8b+c=177
144a+12b+c =600
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mmm Interpolacja

AGH Jaka jest predkos¢ rakiety w t=7 s?

Czas (s) 5 8
V (m/s) 106

12

177 600

8 8

Velocity (m/s)
g

g

2

5 6 7 8 9 10 1 12
Time (s)
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AGH

Wsp6tczynnik rozszerzalnosci termicznej stali
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i Regresja

AGH

o (uin/in/F)

w

-?100 -300 -200 -100 0 100
Temperature (F)
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AGH
7
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mmm Zwyczajne rOwnania rézniczkowe
AGH

Jak dtugo trzeba chtodzi¢ ciato?

mc(jj—te = —hA(H - Ha), 0(0) = Hroom
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mmm Co trzeba wiedzie¢ uktadajac wiasne
AGH algorytmy obliczeniowe?

Trzeba znac:

wielkos¢ pamieci operacyjnej komputera

szybko$¢ wykonywania operacji arytmetycznych i
logicznych

zakres liczb dopuszczalnych podczas obliczen

doktadnos$¢ wykonywania podstawowych dziatan
arytmetycznych na liczbach rzeczywistych
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“lm Sposob przedstawiania liczb w pamieci

AGH komputera

Liczby sa zapamietywane jako

* staloprzecinkowe (liczby statopozycyjne, ang. fixed-point
numbers)

e zmiennoprzecinkowe (liczby zmiennopozycyjne, ang. floating-
point numbers, fl)

Komputer pracuje wewnetrznie w uktadzie dwdjkowym, a
komunikuje sie ze Swiatem zewnetrznym w ukfadzie
dziesietnym, stad procedury konwersji.

Jest to zrodtem btedow!

2013-10-26
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mmm Arytmetyka komputerowa
AGH

Reprezentacja liczby dziesietnej

257.76 =2x10° +5x10"' + 7x10° + 7x10™" +6x107
System dwoéjkowy (binarny)
(1x2° +0x2% +1x2" +1x2°%)
+(0x27 +0x272 +1x27 +1x27) )
=11.1875

(1011.0011), =

W ukfadzie dwdjkowym stosujemy dwie cyfry: 0i 1,
nazywane bitami
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mmm Zamiana liczby catkowitej w zapisie dziesiethym
AGH na liczbe w zapisie dwéjkowym

Iloraz Reszta
11/2 5 l=a,
5/2 2 1=a
2/2 1 0=a,
1/2 0 —a

stad (1 1)10 = (a3a2a1a0)2
=(1011),
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dwéjkowym

Liczba catkowita N
AGH ma byé zamieniona
""" na liczbe w uktadzie
]

Podziel N przez 2
aby otrzymaé iloraz
Qireszte R

http://numericalmethods.eng.usf.edu
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mmm Zamiana liczby utamkowej w zapisie dziesiethym
AGH na liczbe w zapisie dwéjkowym

i Liczb.

m‘l"lv {e“rfia przepcgnku przg<':'|znek|em
0.1875x2 0.375 0.375 O=a,
0.375%2 0.75 0.75 0=a,
0.75x2 1.5 0.5 l=a,
05x2 1.0 0.0 1=a,

stad (0.1875),, = (a,2_,8 ;3 ,),
=(0.0011),
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AGH Fracon F to be
racti
Input (o #neveiooe converted to  binary
format
Multiply F by 2 to get
number before decimal,
S and after decimal, T
Yes
n
o= @4+ A,
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mmm Zamiana dowolnej liczby w zapisie dziesiethnym
AGH na liczbe w zapisie dwéjkowym

(11.1875), =( 2.2 ),

skoro

(11),, = (1011),

(0.1875),, = (0.0011),

otrzymujemy

(11.1875),, = (1011.0011),
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mmm Inne podejscie
AGH

(11.1875),,
(11),=2"+3
=2°+2'+1
=2°+2'+2°
=1x2°+0x2* +1x2' +1x2°
=(1011),

Met.Numer. wvkiad 1. 2013/14 41

mmm Inne podejscie
AGH

(0.1875),, =27 +0.0625
=27 42"
=0x27"+0x272 +1x273 +1x27*
=(.0011),

(11.1875),, =(1011.0011),
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e Problem doktadnosci

Przyktad: Nie wszystkie liczby utamkowe moga by¢ przedstawione
doktadnie w systemie dwdjkowym

Wynik Po przecinku prz::iz::iem
0.3x2 0.6 0.6 0=a,
0.6x2 1.2 0.2 l=a,
02x2 0.4 0.4 0-a,
0.4x2 0.8 0.8 O=a,
0.8x2 1.6 0.6 l=a_

(0.3),, ~(a_a,a ,a,a_,), =(0.01001), =0.28125

Doktadnos¢ z jaka mozna przedstawiaé liczby zalezy od
dtugosci stow w komputerze. Zaokraglanie i obcinanie
prowadzi do btedow.

Met.Numer. wvkiad 1. 2013/14
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mmm Struktura liczby zmiennoprzecinkowej

AGH
x=MxNY

M-mantysa liczby x

W-wyktadnik czesci potegowe;j,

N=2, 10

W zapisie zmiennoprzecinkowym liczba rzeczywista jest
przedstawiana za pomocg dwdch grup bitow:

| — tworzy mantyse M, cze$¢ utamkowa 2<M<1

Il - tworzy W , liczba catkowita, zakres W decyduje o
zakresie liczb dopuszczalnych w komputerze

Met.Numer. wvkiad 1. 2013/14
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mmm Struktura liczby zmiennoprzecinkowej

AGH Xx=MxN"

Przyktad:

Jezeli w zapisie dwojkowym M okresla 5 bitéw a W trzy
bity, przy czym pierwszy bit okresla znak (,-” to jeden), to:

x=(D1101 (0)10

M w
oznacza liczbe x=-0,1101x2""°
1 1 0 1
. X= b —p— 2+(l<2+0<1)
czyli (2 43 mjx

w zapisie dziesietnym -3,25

Met.Numer. wvkiad 1. 2013/14
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mmm Struktura liczby zmiennoprzecinkowej

AGH x=MxN"

W tym zapisie mozna utworzy¢ tylko niektére liczby dodatnie w zakresie
od 0,0625 do 7,5; liczbe 0 oraz liczby ujemne od -0,0625 do -7,5.

Sg pewne liczby, ktérych nie mozna w tym zapisie przedstawi¢

Liczba x=0.2 ( w zapisie dziesietnym) ma w zapisie dwojkowym
nieskonczone rozwinigcie rowne:
x=0,0011(0011)

Najblizsza jej liczba (dla M=5 | W=3) to x=0,001100

czyli 0,1875
Jest to Zrédtem btedéw wejsciowych
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@Il]w Struktura liczby statoprzecinkowej

L}

Wagi: 7" 22 2l 2
Biiy: El | b, | b, | by | b, |
wartasé beowzgledna liezhy

znak liezhy
Jezeli na reprezentacije liczby statoprzecinkowej przeznacza sig n+2
bity (1 bit na znak i n+1 bitéw na warto$¢ bezwzgledng liczby) to
struktura ma postac:
n
A k
liczba = s~kzbk2
=0

gdzie:
s=1lub s=-1 (znak liczby)
b, przyjmuje wartos¢ 0 lub 1 (warto$¢ bezwzgledna liczby)

47
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@Il]w Struktura liczby statoprzecinkowej

Wagi 2" 2 g
.'uwl;!u u.l.ll|m\' Bezwzgledna l'le'.
Na n+2 bitach mozna zapisywac¢ liczby catkowite z przedziatu:
[-2n+1+1;2n+11]
Liczby statoprzecinkowe sg podzbiorem liczb catkowitych. Podzbidr

ten jest tym wiekszy im wieksze jest n.

Co to jest nadmiar statoprzecinkowy?

48
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T Struktura liczby statoprzecinkowej

Wagi - 3¢

Biny: EI f-,| P Y “

znak liczby wittlosd beswegledna ficzin

Jezyki programowania wysokiego poziomu oferuja kilka typdw liczb
statoprzecinkowych:

Integer - 16 bitow
Longint — 32 bity
Shortint — 8 bitéw
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