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mmm Statystyka i estymacja
AGH parametrow

Statystyka nazywamy zmienng losowa, ktéra jest funkcijq
proby, czyli skonczonej liczby wynikéw doswiadczen
reprezentujacych wszystkie mozliwe wyniki, ktorych zbidr
nazywamy populacjg generalna.

Jezeli rozkiad statystyki zalezy od wartosci pewnego
parametru to wartosc¢ statystyki moze stuzy¢ do oszacowania

tego parametru i statystyke takgq nazywamy estymatorem
tego parametru.

Przykfad: $rednia arytmetyczna ocen grupy studentéw (31
0s0b) jest statystyka, ktéra moze by¢ uzyta do oszacowania
wartosci oczekiwanej ocen wszystkich studentéw; srednia
arytmetyczna jest wtedy estymatorem wartosci oczekiwanej.
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Populacja a proba
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Populacja generalna to zbiér dowolnych elementéw,
nieidentycznych z punktu widzenia danej cechy, ktéry
jest obiektem zainteresowania statystyki.

Populacja jest niejako zbiorem wszystkich mozliwych
wynikéw danego badania.

Podzbidr populacji, ktory jest wynikiem skoriczonej ilosci
badan danego parametru, nazywamy préba
statystyczng.
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mml“ Populacja a proba

AGH
Proba jest reprezentacjq (,miniaturg”) populacji

generalnej. Mozemy jgq tworzy¢ uzywajac réznych
metod losowan.

Proba n-elementowa

Mata: n<30 Duza n=30
mml" Populacja a proba
AGH

Przyktad: rzut kostka

Populacjgq generalng sq wielokrotne (tj.
nieskonczone) rzuty kostkg szescioscienng. Zmienng
losowq jest liczba oczek w kazdym pojedynczym
rzucie.

Rozktad zmiennej losowej:

P(x) |1/6 16 1/6 1/6 1/6  1/6

Nie znamy wartosci parametru, ktorym jest wartosc
oczekiwana p. Aby go oszacowaé, wyznaczamy
Srednig arytmetyczng z prob o liczebnosci n=2
(dwukrotny rzut kostka). Okresimy jak doktadnie
$rednia arytmetyczna przybliza p.




mml" Populacja a proba
AGH

Przyjmijmy jako estymator wartosci oczekiwanej
$rednig arytmetyczng dla wszystkich mozliwych
préb przy n=2.

Préba | $r. Préba | $r. | Préba ér. | Préba | $r. |Préba| $r. |Préba| sr.

11 1 211 1,5 | 3|11 2 41 25 5|1 3 6|1 3,5

12 1,5 | 2]12 2 312 2,5 42 3 512 3,5 6/2 4

113 2 213 2,5 3|13 3 4|3 | 3,5 5|13 4 63 4,5

114 2,5 2]4 3 314 3,5 44 4 5|4 45 6|4 5

15 3 215 3,5 3/5 4 4|5 45 55 5 6|5 5,5

116 3,5 2|6 4 3|6 4,5 4|16 | 5 5|6 5,5 6|6 6

mml" Populacja a proba
AGH

Tworzymy rozkiad $redniej arytmetycznej préb

X p(X) X p(X)

1 1/36 4 5/36
1,5 2/36 4,5  4/36
2 3/36 5 3/36
2,5  4/36 5,5 2/36
3 5/36 6 1/36
3,5 6/36

Srednia arytmetycznej dwdch préb jest statystyka i
estymatorem wielkosci oczekiwanej. Czy to jest dobry
estymator?




lﬂmlﬂ Populacja a proba

AGH

doktadne wartosci parametrow rozktadu
populaciji:

y=E(x)=Zx-p(x)=1%+2%+...+6%:3,5

» 1 , 1 1 1
o =— - =—-(1-35)+—(12-35)+...+—-(6-3,5 =292
NZ(X ) p ( ) p ( ) p ( )

m - r
Populacja a proba
AGH
rozktad zmiennej losowej x rozktad $redniej arytmetycznej prob
RozMad x Rozkad x
048 048
016 018
014 014
012 042
o1 01
= 2
= s = oos
008 008
004 004
o002 002 I I
o o
1 2 3 4 5 & 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 3
2 o
_ _ _ 2 _ _ “x
u. =35 o.=292 U, =35 o, =146= 5
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lﬂmlﬂ Populacja a proba

AGH

Dla 3 rzutéw rozktad sredniej arytmetycznej zmierza do
rozktadu Gaussa.

o

PNF oS WN RO WN -

$r.

1,33
1,66

2,33
2,66
1,33
1,66

2,33
2,66

1,66
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lﬂmlﬂ Populacja a proba

AGH

Whnioski z przyktadu:

1. Srednia arytmetyczna préby X ma w
przyblizeniu rozktad normalny

2. Uogdlniajac:

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 12




lﬂmlﬂ Populacja a proba

AGH
Klasyfikacja losowan
Nieograniczone Warstwowe
- zalezne « proporcjonalne
« niezalezne « optymalne
Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 13
mml“ Losowanie nieograniczone
AGH
Niezalezne Zalezne
(ze zwracaniem): (bez zwracania):
Losujemy jednostka po Raz wylosowana jednostka
jednostce z populaciji. nie bierze udziatu w
losowaniu.
zeby prawdopodobienstwo
nie zmieniato sie, Liczba sukcesow jest rozkiad
zwracamy jednostke do hipergeometryczny.

populacji.

Liczbe sukcesOow opisuje
rozktad Bernoulliego.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 14




Il

AGH Losowanie warstwowe

W losowaniu warstwowym populacje dzielimy na kilka
roztgcznych i wewnetrznie jednorodnych warstw.
Losujemy elementy niezaleznie z kazdej warstwy. Probg
sq jednostki wylosowane ze wszystkich warstw.

+ Rozmiary miejscowosci
« Rodzaje firm w Polsce
« Grupy wiekowe

+ Ple¢

W losowaniu proporcjonalnym losujemy jednostka po
jednostce ze wszystkich warstw populacji. Liczba elementow
wylosowanych z poszczegélnych warstw jest proporcjonalna do
liczebnosci warstwy.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 15

lﬂmlﬂ Cechy estymatorow
AGH
Estymacja moze by¢ punktowa lub przedziatowa.

Oszacowanie wartosci parametru przez warto$¢ estymatora nazywane
jest estymacjq punktowa.

Podstawy metody estymacji przedziatowej opracowat polski statystyk
Jerzy Sptawa-Neyman. Istotg metody jest tworzenie takiego przedziatu
liczbowego, o ktérym mozna powiedzieé, ze z zadanym
prawdopodobienstwem zawiera w sobie warto$¢ szacowanego parametru.

Prawdopodobienstwo to nazywa sie poziomem ufnosci i
oznaczane jest 1-o ; przedziat nazywa sie przedziatem
ufnosci dla parametru

“TRRYTYCINY

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 16




mmm Estymator - przykiad

AGH

Srednia arytmetyczna wzrostu grupy studentéw jest
statystyka.

Mozemy za jej pomoca oszacowac wartos¢
oczekiwang wzrostu wszystkich studentow.

Estymator g wartosci oczekiwanej

...jest rowny sredniej arytmetycznej
1 i=n

Fox, =1 3x
niq

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 17

mmm Estymator - przykiad
AGH
Wyniki: Chcac zmierzy¢ przewodnos¢ cieplng nowego
zelazka, firma dokonata pomiaréw przy mocy
41,6 wejsciowej 550W, otrzymujac 10 rezultatéw.
41,48 Uzywajac estymacji punktowej, srednia préby
WYynosi: _
42,34 x=41924 | DM
41,95 h- ft°F
41,86 , .. . ;
4218 Bfad standardowy sredniej arytmetycznej proby
! obliczamy jako —o/n
41,72 . . oy=0/\n . o
! a skoro o jest nieznane, mozemy je zamienic
42,26 odchyleniem standardowym s= 0,284, aby
41,81 Z
, otrzymac szacunkowy btad 5. _s 0284 — 0.0898
42,04 \/; m
Btad standardowy wynosi tylko ok. 2%o $redniej, co oznacza ze
otrzymalismy dostatecznie precyzyjny szacunek wartosci przewodnosci

cieplnej.
Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 18



lﬂm Cechy estymatorow

AGH

Estymator nazywamy zgodnym, jezeli spetnia
prawo wielkich liczb:

~Wraz ze wzrostem proby prawdopodobienstwo
tego, ze estymator parametru a odchyla sie
od prawdziwej wartosci tego parametru mniej
od dowolnego £>0, dazy do jednosci”

ImP(|T (a)—al<e)=1

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 19

mm Cechy estymatora: Zgodnosc

AGH

Najlepiej, jezeli estymator spetnia rowniez
silne prawo wielkich liczb:

~Prawdopodobienstwo, ze wartos¢ estymatora
parametru dazy do wartosci szacowanego
parametru wraz ze wzrostem rozmiarow
proby, rownato sie jednosci”

P(IlmT (a)=a)=1

n—>a0

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 20




Lll[l]H Cechy estymatora: Nieobcigzonosc

Estymator parametru 0 jest nieobcigqzony, gdy jego
wartosc¢ oczekiwana jest, niezaleznie od n:

ET,(0)}=0

Obciazeniem estymatora nazywamy:

B, =E{T,(0);-0
(dla estymatora nieobcigzonego B,,=0) !

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 21

mmw Hipoteza statystyczna

AG

Hipoteza statystyczng nazywamy jakiekolwiek
przypuszczenie dotyczace populacji generalnej:

+ Parametrow populacji
« Rozktadu

Reguly postepowania przy weryfikacji postawionych
hipotez okreslamy mianem testow statystycznych.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 22
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A Gm Hipoteza statystyczna

T

Parametryczna Nieparametryczna
Precyzuje wartos$¢

parametru w rozkladzie
populacji generalnej

Testy sprawdzajace,
czy dwie préby
pochodza z jednej
populacji

Sprawdzaja hipoteze,
ze populacja ma
okreslony typ rozkiadu

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 pic)

mmw Hipoteza - przyktad

AG

Wzrost obywatela Polski jest zmienna losowa ciagta.

+ ,Wzrost populacji Polski jest okreslony rozkladem
normalnym o parametrach p=1,75m i 6=0,1."” jest
hipoteza parametryczna, gdyz okresla wartosc¢
parametrow oraz ich rozkiad.

+ ,Wzrost populacji Polski jest okreslony rozkladem
normalnym” jest hipoteza nieparametryczna ziozong -
nie dotyczy wartosci parametrow i okresla wiecej niz
jeden mozliwy rozkiad

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 24




m l“ Przebieg procedury weryfikacyjnej

AGH

1. Sformutowanie hipotezy zerowej i alternatywnej

+ Hipoteza zerowa: hipoteza poddana procedurze
weryfikacyjnej, w ktérej zaktadamy, ze réznica miedzy
analizowanymi parametrami lub rozktadami wynosi 0.
Whnioskujac o parametrach hipoteze zerowa zapisujemy:

H,:6 =0,

+ Hipoteza alternatywna: hipoteza przeciwstawna do
weryfikowanej. W zaleznosci od problemu mozemy jq zapisac
na trzy sposoby:

H:6+60, H:0>0, H :0<0,

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 25

m l“ Przebieg procedury weryfikacyjnej

AGH

2. Wybor statystyki testowej

+  Wyznaczamy pewng funkcje wynikow z préby losowej.

- Wyznaczamy jej rozktad przy zatozeniu, ze hipoteza zerowa
jest prawdziwa. Funkcje x, nazywamy statystykg testowg
lub funkcjg testowa.

Xg — x(xl,xg, ....,x,,Bl,Bg)

3. Okreslenie poziomu istotnosci a

Na tym etapie procedury weryfikacyjnej okreslamy maksymalne
dopuszczalne prawdopodobienstwo popetnienia btedu I rodzaju, ktory
polega na odrzuceniu hipotezy zerowej wtedy, gdy jest ona
prawdziwa. Prawdopodobienstwo to jest oznaczane symbolem a i jest
nazywane poziomem istotnosci.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 26




Lﬂam Przebieg procedury weryfikacyjnej

Btedy I i II rodzaju

DECYZJA H, jest prawdziwa H, jest fatszywa

Odrzuci¢ H, Btad | rodzaju Poprawna decyzja
p(btedu | rodzaju) =a

Nie odrzuci¢ H, Poprawna decyzja Btfad Il rodzaju
p(btedu Il rodzaju) =B

Na ogoét przyjmujemy prawdopodobienstwo btedu bliskie zeru,
poniewaz chcemy, aby ryzyko popetnienia btedu byto jak
najmniejsze. Najczesciej zakladamy poziom istotnosci a=0.05,
czasem przyjmuje sie np. a=0.01 ; a=0.1

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 27

m l“ Przebieg procedury weryfikacyjnej

AGH
4. Podjecie decyzji

+ Wyznaczong na podstawie préby wartosc statystyki
poréownujemy z wartosciag krytyczng testu.

+ Jezeli wartos¢ znajdzie sie w obszarze krytycznym,
to hipoteze zerowg nalezy odrzucic jako
nieprawdziwg. Stad wniosek, ze prawdziwa jest
hipoteza alternatywna.

+ Jezeli natomiast wartos$¢ ta znajdzie sie poza obszarem
krytycznym, oznacza to, ze brak jest podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. Stad wniosek, ze
hipoteza zerowa moze, ale nie musi, by¢ prawdziwa, a
postepowanie nie dato zadnych dodatkowych
informacji uprawniajacych do podjecia decyzji o
przyjeciu lub odrzuceniu hipotezy zerowej.

Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 28




m]l““ DWUSTRONNY OBSZAR KRYTYCZNY
test dwusladowy (two-tail test)

Obszar krytyczny- obszar znajdujacy sie zawsze na krancach rozktadu.
Jezeli obliczona przez nas wartos¢ statystyki testowej znajdzie sie w tym
obszarze, to weryfikowang przez nas hipoteze H, odrzucamy. Wielkos$¢
obszaru krytycznego wyznacza dowolnie maty poziom istotnosci a, natomiast
jego potozenie okreslane jest przez hipoteze alternatywna.

-:II{]: 01 = 02
:Ifli 91 f,é gg

f(x)

N

(REJECTION RE! GION} (REJECTION REGION) x
OBSZAR OBSZAR
“TKRYTYCZNY RRYTYCZNY
Wstep do probabilistyki i statystyki. Wyktad 4 29

m]“l“ JEDNOSTRONNY OBSZAR KRYTYCZNY
test dwusladowy (one-tail test)

1 I.!r(): 91 = gg ] Jhrl[): gl = 02
] Iirl:gl }gz 1 Ifl:ﬂl <gg
&
] 1-a
EJECTION R.EGM‘M’J T EJECTION REGION)
Mnasm l X ﬁaasznn |
“TRRYTYCZNY CRRYTYCZNY
LEWOSTRONNY OBSZAR PRAWOSTRONNY OBSZAR

KRYTYCZNY KRYTYCZNY
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AGH
Obszar krytyczny od pozostatej czesci rozktadu statystyki oddzielony jest
przez tzw. wartosci krytyczne testu czyli wartosci odczytane z rozktadu
statystyki przy danym a, tak aby spetniona byta relacja zalezna od sposobu
sformutowania H;.

1 ® -niema podstaw do odrzucenia H0 (przypadek 1)
1 @ -odrzucic H_ (przypadek 2a lub 2b)
_
>
=
] 1-a
] 2b 1
:/ 2a
] w2 :
—1 N P i
(REJECTION REGION) (REJECTION REGION)
OBSZAR OBSZAR
— Se———
KRYTYCZNY KRYTYCZNY

mmm TESTY DLA WARTOSCI SREDNIEJ
POPULACJI (znane o)

AGH

Przypadek 1. Populacja generalna ma rozktad normalny N(u, 0);

odchylenie standardowe o jest znane. Na podstawie n-

elementowej proby sprawdzi¢, hipoteze: H, : p= H, (Ho-

hipotetyczna wartos¢) wobec hipotezy alternatywnej: H; : p = H,
X—Ho —

VI ma rozktad N(0,1)

Rozwigzanie: Statystyka testowa:Z =

Dwusladowy

ROZKLAD N(0,1)

1-a

0.0

Dla Hy: p >y, lub H;: B < H,zastosowaé prawostronny lub
lewostronny test, odpowiednio.




mmm TESTY DLA WARTOSCI SREDNIEJ
POPULACJI (znane o)

AGH

Przykiad 4.1: Automat formuje ptytki ceramiczne o nominalnej wadze
250 g. Wiadomo, ze rozktad wagi poszczegdlnych ptytek jest normalny
N(m, 5). Kontrola techniczna pobrata losowo 16 ptytek, ich srednia masa
wyniosta 244 g. Czy mozna twierdzi¢, ze automat rozregulowat sie i
produkuje ptytki o mniejszej wadze niz przewiduje norma. Na poziomie
istotnosci a=0,05 zweryfikowaé odpowiednig hipoteze statystyczna.
Rozwigzanie:

Hipoteza zerowa H,: m= 250g; H;: m<250g

ROZKLAD N(0,1) Jedsosiadowy X— Mo —
L = vVn

(0]
z =(244-250) *16%5/5 = - 4,8
1-a z EXCEL
ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW
-z, = -1,64. Poniewaz:
0] z< -z,
H, nalezy odrzuci¢ na korzys¢ H,

f(z)

mm TESTY DLA WARTOSCI SREDNIEJ
POPULACIJI (proba duza)

AGH
Przypadek 2.
Populacja generalna ma rozktad normalny N(u, 0)
lub dowolny inny; odchylenie standardowe o jest
nieznane. Na podstawie duzej proby n>30
sprawdzi¢ hipoteze: H, : p= M, (M,-hipotetyczna
wartosc¢) wobec hipotezy alternatywnej: H, : p = 4,
. . X— Ho | :
Rozwigzanie: Statystyka testowa: z= ——vn —1
3
ma rozktad N(0,1) , dwustronny obszar krytyczny
(dalej postepowac jak w Przypadku 1.




mm TESTY DLA WARTOSCI SREDNIEJ
b POPULACJII (préba duza)

Przykiad 4.2. Badano czas zakonczenia reakcji chemicznej.
Wykonano n=60 powtdrzen, uzyskano x,, =46 s, s=13 s. Sprawdzi¢
hipoteze, ze sredni czas zakonczenia reakcji wynosi 50s. Przyjaé
poziom istotnosci a=0,01.

Rozwiazanie: H,: p=50s; H;: p=50s (p,=50s). n=60,

ROZKLAD N(0,1) Diwusiadowy x=46s: s=13s
Statystyka testowa:
X~ ;
z=—"4n—-1
S
46— 50 g 236
2 = ——i 0 = D
13

o=0,01 stad o/2=0,005, z ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW mamy
z,=-2,57583. Wartos¢ -2,36 lezy poza obrebem obszaru
krytycznego, wiec nie ma podstaw do odrzucenia H,

mm TESTY DLA WARTOSCI SREDNIEJ
b POPULACIJI (proba duza)

Przyktad 4.2. Badano czas zakonczenia reakcji chemicznej.
Wykonano n=60 powtdrzen, uzyskano x,, =46 s, s=13 s. Sprawdzi¢
hipoteze, ze sredni czas zakonczenia reakcji wynosi 50s. Przyjaé
poziom istotnosci =0,01.

Rozwiazanie: H,: p=50s; H;: p=50s (p,=50s). n=60,

a=0,01 (test jednostronny) x=46s: s=13s

ROZKLAD N(0,1)

Statystyka testowa:
b e | PAR—
z = a Vn—-1
s
_ 20750 e 236
zZ= 13 v = ’

Sprawdzajac hipoteze, ze Sredni czas reakcji jest wiekszy niz
S0smamy: Y : u=50s;H,: u>50s (u,=50s).
ROZKtAD.NORMALNY.S.ODW mamy z,=-2,32635. Wartos¢ -2,36

|ez¥ w obrﬁbie obszaru kriticzneﬁoi a wiic Hi odrzucam‘.




WARYFIKACJA HIPOTEZ dla u:

Ho ¢ U= M, (K,-hipotetyczna wartosc)
Hi:p#p, lub: p>p, lub: p<p,
Dane: préba losowa: P" , poziom istotnosci: a

= __ Gdy:
= X_].I.o == o znane
L o v (jest to stuszne
tez dla matej proby)
PROBA  p6ba duza X— W, 5 Gdy:
Z= ———vn — o nieznane
Losowa ~ EEE) = nieznay
P(n) dla duiej proby
\ B X— M, — o nieznane
Mata t= S vn—1 dla matej
(n <30) proby
Z, N(0,1) : ROZKLAD.N.S.0ODW t,: ROZKLAD.T.ODW
prawdopodobienstwo : Stopnie swobody: k=n-1, prawdopodobienstwo:
a) Test dwustronny (H,: p=p,): a/2 a) Test dwustronny (H,:p=y,):
b) Test jednostronny (H, : u>p,lub: p<p,): 200

b) Test jednostronny (H, : p>p,lub: p<p,): O




