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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
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rozci ggajace $cinaj ace obj etosciowe

Wzgledne odksztatcenie ciata zalezy od naprezenia

naprezenie to sita odksztatcajgca odniesiona do jednostki pola powierzchni,
na jakg dziata

naprezenie = (modut sprezystosci) - (odksztatcenie)

gdy prébka powraca do pierwotnych wymiaréw po usunieciu naprezenia
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Rozcigganie i sciskanie

Naprezenie o definiuje sie jako: © :§

gdzie F jest wartoscig sity przytozonej do ciata w miejscu, w
ktérym ciato ma pole S przekroju prostopadtego do kierunku
dziatania sity

Miarg odksztatcenia jest wielkos¢
bezwymiarowa AL/L — wzgledna

zmiana dtugosci
W granicach sprezystosci czyli

dla matych odksztatcen E
obowigzuje prawo Hooke'a — =E—

S

‘ E- modut Younga ‘
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naprezenie

peknigcie
probki

niszczace

granica

sprezystosci|

naprezenie (F/S)

zakres odksztalcen
trwatych

zakres sprezystosci
(proporcjonalnosci)

(=}

odksztalcenie (AL/L)

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Wybrane wiasno $ci spr ezyste pewnych materiatow

Materiat Gestos¢ p | Modut Younga E | Naprezenie Granice
(kg/cms3) (10° N/m?2) niszczace sprezystosci
(108 N/m?) (108 N/m?)
Stal2 | 7860 200 400 250
Al 2710 70 110 95
Beton ¢| 2320 30 40P -
Kos¢ | 1900 gb 170p -
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Wydziat EAIE
Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Naprezenie scinaj gce
W przypadku odksztatcenia poprzecznego (Scinania)
naprezenie o definiuje sie réwniez jako: F

o=—
S

ale sita dziata réownolegle do powierzchni S

Miarg odksztatcenia jest wielkos¢
bezwymiarowa Ax/L

F_gx L
A
modut $cinania
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Kierunek: Elektrotechnika

Wydziat EAIE
Przedmiot: Fizyka

Naprezenie obj etosciowe

Jednostkg cisnienia jest 1 Pa = 1N/m?

Miarg odksztalcenia jest wzgledna zmiana
objetosci AV/V

scisliwosci

wyklad8 2010/2011, zima

Naprezeniem jest cisnienie p cieczy
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przyktad 1 Na dnie Oceanu Spokojnego, ktérego srednia
gtebokos¢ jest rowna okoto 4000 m, panuje cisnienie 4,0-107
N/m2. lle wynosi, zwigzana z tym cisnieniem, wzgledna
zmiana objetosci AV/V wody a ile kulki wykonanej ze stali?
Modut $cisliwosci wynosi 2,2 -10° N/m? dla wody, a dla stali
16 -10%° N/m?.

Rozwigzanie:
7
ﬁ = E dla wody AV — 400 — 1,8%
V K v 2200
dia kuli stalowej AV _ 4|107O — 0,02
vV 1601c
wyklad8 2010/2011, zima
Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: FiZyka
Oscylator harmoniczny
sita harmoniczna Lo X "
F=—kx ’

ssita F proporcjonalna do | L S SO
wychylenia x z potozenia . x ax e
rownowagi

ezwrot sity: do potozenia

rownowagi

Foef ) k=esiL

S L B

Tylko dla matych wychyle n x
wykladg z poto zenia réwnowagi !!! 8




Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Réwnanie ruchu otrzymujemy z Il zasady dynamiki
Newtona
2
X =F=-
Fwyp =ma=m— FVWP F kx
dt
poréwnujac i przeksztatcajac

otrzymujemy ogdlne réwnanie

rézniczkowe oscylatora 2
harmonicznego — réwnanie drugiego m—2 +kx =0
rzedu o statych wspétczynnikach,

jednorodne

Po podzieleniu przez W.= 5 d2X
m, przyjmujac, ze “"Vm MM =2 +w’x=0
dt
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przypomnienie:

Réwnanie oscylatora harmonicznego

2
md—)2(+kx:0
dt

wyprowadzilismy réwniez z zasady zachowania
energii mechanicznej
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: FiZyka
oscylator harmoniczny d?x 2
prosty (bez ttumienia i a2 +w,"’Xx=0

bez wymuszenia)

czestos¢ drgan wiasnych

Czestosc¢ drgan wiasnych zalezy wytgcznie od
parametrow uktadu drgajgcego. Dla uktadu masa
m — sprezyna o statej sprezystosci k: W= k

m

(0]

Wzor ten pozwala zawsze okresli¢ okres drgan T

T=2—n=2rz\/E
W, k
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwi gzanie rownania oscylatora
harmonicznego prostego

— réwnowagi
czast w

Okres ruchu T = czas, w jakim
wykonywane jest jedno petne
drganie 1

T==
wyklads Vv & 12

faza
0 X n T
2ok o T X(t) = X,, oSt + )
0 2 (ORI
3 \ « A
20 | ! y \
¢ | ‘ | ‘ ) czestosé
5 | | wychylenie faza
5. Y [2 i —T— 2n z potozenia amplituda poczatkows
I
1

Amplituda = wartos¢ bezwzgledna
maksymalnego wychylenia z
potozenia rownowagi




Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Predko $¢ w ruchu harmonicznym

- dx(t) _ d

8 v(t) =———= =—(X,, cos(ut +

| I - / (== = (xncOSEt +9))

| |
S —xp F [ \
S I I / v(t) = —x wsin(ut + §)
+ oxy, - | | | . .

¢ L 7 Przyspieszenie

g N _dv(t) _d _
T a(t)——Olt _dt( X, 0sin(t + )

2+a)2xma— n}\i 2n

E 20 | | w —_ 2

g g ‘ a(t) = —x,,w" cost + ¢)
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sprawdzenie czy proponowana funkcja
X(t) =X, cos(xt + ¢)

jest rozwigzaniem réwnania ogolnego:

d2X 2
WHDO x=0

a=—-u’x

2
X

Nalezy podstawi¢: —— . .
yP dt? do réwnania ogélnego

Otrzymujemy: — WX + oogx =0 zczego wynika, ze
W=,

wyklad8

14




Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sita w ruchu harmonicznym

przyspieszenie a= —-w’X

F =ma=-mu’X

Z |l zasady dynamiki: wyp
ale sita harmoniczna: F=-kx
— 2
@ K=mw
Wiemy, ze W= S czyli —
’ m jeszcze raz: W= 0,
wyklad8 2010/2011, zima 15
Wydziat EAIE
Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Energia w ruchu harmonicznym
energia potencjalna sprezystosci

2
E(t) + Ex(t) E = kX—
K p 2
2 EL(1)
% E. = ix? co (et +
=S X, COS (it + @)
E (1) o
’ energia kinetyczna
o T2 T
2
\Y
Ek = mE

E, = % mMo’X2 sin? (ot + ¢)
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Catkowita energia w ruchu harmonicznym

E=E, +E, :%kxfn cos (wt +¢) +%mw2xr2nsin2(wt +¢)

ale k = mo? czyli

E :%kxfn(co§(oot +¢) +sin?(owt + q))):%kxfn = const

Catkowita energia mechaniczna prostego
oscylatora harmonicznego jest zachowana
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Zalezno $¢ energii oscylatora od wychylenia
z poto zenia réwnowagi

E. .= kX— parabola
Ey(x) + Ey(x) P 2
E

g

o E(x)
E, zékxfn BENG

i 2 2
—Xm 0 +xy,

E, zlk(xfn - x?)

odwrécona parabola
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

Przy przechodzeniu przez
potozenie rownowagi:

(o}
2 txp L. o
: \ /" « predkosé jest najwieksza
£ ’ | I | ' eprzyspieszenie wynosi zero
= —Xm i .
& E 2) : ’ ‘: *sita wynosi zero
v . . .
e eenergia kinetyczna jest
£ VL najwieksza
& I I [
= o | | I
m | |

| | |

| | |
.2 + ok, I I I
5 " \ |
b [ \

|
i‘;- 0
S'(sz
o, m
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika

Przedmiot: Fizyka

PRZYKLADY OSCYLATOROW

wyklad8
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne
nieruchomy koniec T —— K e

moment kierujacy k zalezy od
linia odniesienia  dUQOSci, $rednicy i materiatu z
jakiego wykonano drut

2

o d o

n | — =1

2

dt

wyklad8

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne

2 2
ﬁ:—K9@|%+K9:O

nieruchomy koniec

dt? d
2
inia odniesienia dt |
2
v, w6=0

2
" / dt
0

= rownanie oscylatora harmonicznego
| W =—
wyklad8 2010/2011, zima I 22
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne

ieruchomy koniec
> K
W, =—
I
linia odniesienia 2.,.[ I
T=""=om -
o)) K

okres drgan wahadta torsyjnego

2010/2011, zima 23
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto torsyjne stuzy do wyznaczania momentu
bezwtadnosci bryt o dowolnych nieregularnych
ksztattach

Przykiad 2. Na rysunku przedstawiono cienki pret o o diugosci L=12,4 cm i
masie m=135 g zawieszony w srodku na dtugim drucie. Zmierzony okres
T, drgan torsyjnych preta wynosi 2,53 s. Nastepnie na tym samym drucie
zawieszono ciato X o nieregularnym ksztaicie i zmierzono okres T, ktory
wynosi 4,76 s. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci ciata X wzgledem osi,

wokoét ktérej zachodzg drgania.

Szukane:
Ib

Dane:
L=12,4 cm=0,124 m
m=135 g= 0,135 kg
T,/2,53s

T,=4,76 s

24

wyklad8
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie:

Okres drgan wahadta torsyjnego z pretem:

I
Ta:ZH\/E

Okres drgan wahadta torsyjnego z ciatem X:

Iy

T, =2m -2
b K

Szukany moment bezwtadnosci:

2 2 Odpowiedz:
l, = |alg :iml_zlg
. 12 T 1, = 612010*kg (2
wyklad8 2010/2011, zima 25

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

punkt
zawieszenial

Ruch powoduje moment sity ciezko$ci:

|
]
I
f
!
|
l
1
1
!
1

m T=—L(F,sin6) =-Lmgsin®
w\E_/V ?

| znak minus oznacza, ze moment sity powoduje
zmniejszenie kata 06

Korzystajgc z Il zasady dynamiki
dla ruchu obrotowego:

2
I-moment bezwtadnosci T= |8 — | d e
wahadta wzgledem e 2

punktu zawieszenia V

= 2010/2011, zima 26

F, cosf
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

Zaktadamy, ze kat 8 jest maly (mate
drgania) czylisin8 =6 :

T=-Lmgo
Réwnanie oscylatora harmonicznego:
d’e
|—+Lmg0=0
dt

Czestos¢ drgan: W, = ng
(0}
I

wyklad8 2010/2011, zima 27

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto matematyczne

Lm
W, = —Ig ale | =ml?2

o S - |9 ?
Czestos¢ nie zalezy od masy W =17

L

punkt
zawieszenia

!
|
|
t
|
I
|
1
i
!

1
\;_/
|
|

_ L
Okres T nie zalezy od masy | =2TT |—
g

wzOr prawdziwy dla matej amplitudy drga n

wyklad8 2010/2011, zima 28
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

| Wahadto fizyczne
Wahadtem fizycznym

jest kazda bryta sztywna T=-mglsin®
w ruchu drgajgacym

d’e .
IOW =-mghsin®
dla matych katow 6
d’e

lo—+mgh6=0
oge MY

0, = mgh _ mgh
lo |, +mh?

wyklad8 2010/2011, zima 29

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto fizyczne

Wahadto fizyczne stuzy do wyznaczania | +mh?
przyspieszenia grawitacyjnego g w T=2m"m
ré6znych miejscach na Ziemi i nie tylko mgh

Przykiad 3. Przymiar metrowy wykonuje drgania wokot punktu zawieszenia
O, znajdujacego sie na jednym z jego koncéw, w odlegtosci h od jego
srodka masy C jak na rysunku. Mierzac okres drgan T, wyznaczy¢
przyspieszenie g w tym punkcie na Ziemi.

Rozwigzanie: 21
a i =5 -
2
1 2
—mL 2
T=om |3 - g = 8m-L
mg - 3T ?2
2
wyklad8 2010/2011, zima 30
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Wahadto fizyczne

Kazdemu wahadtu fizycznemu, drgajgcemu woko6t danego punktu
zawieszenia O z okresem T odpowiada wahadto matematyczne o dlugosci
L, drgajace z tym samym okresem T. Wielko$¢ L, nazywamy dtugoscig
zredukowang wahadta fizycznego. Punkt znajdujacy sie w odlegtosci L, od
punktu zawieszenia O nazywamy srodkiem wahar wahadta fizycznego dla
danego punktu zawieszenia.

Przykiad 4. Znalez¢ diugo$¢ zredukowang wahadta z poprzedniego

przyktadu i wyznaczy¢ srodek wahan.

2
. L, = 2 L
T=2m/3_ czyli ° 3

Srodek wahan znajduje
sie w punkcie P

wyklad8 2010/2011, zima 31

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.1

Na rysunku przedstawiono pingwina skaczgacego do wody z trampoliny
majacej postac¢ jednorodnej waskiej deski, ktorej lewy koniec jest
zamocowany na zawiasie, a prawy jest oparty na sprezynie. Deska ma
dtugos$¢ L=2m i mase m=12 Kkg; stata sprezystosci k wynosi 1300 N/m. Gdy
pingwin skacze do wody, deska i sprezyna zaczynajg wykonywac drgania
o0 matej amplitudzie. Zakladamy, ze deska jest wystarczajgco sztywna by
sie nie ugina¢. Wyznaczy¢ okres T drgan.

wyklad8 2010/2011, zima 32
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny ttumiony

setywne Sita oporu = sita Stokesa
zawieszenie

F, =-bv
g stata 0
#& sprezystosci k

stata ttumienia
sita wypadkowa FW = —-bv-—-kx

z Il zasady dynamiki

me = —bv — kX
2
: d°x _
czyI| m? - _bV_ kX
t
wyklad8 2010/2011, zima 33
Wydziat EAIE ] )
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Réwnanie ogodlne oscylatora harmonicznego

ttumionego
2
d—2+b%+kx 0
dt dt
d* , bdx, k d> 1dx
DOX K- +-—+wx=0
e Tmat Tm<T0 mzfrm :
p=_2 czas relaksacji
2m dz
1 . m —+2[3—+oox 0
T_ZTB_E lub  dt? dt

wspotczynnik ttumienia

wyklad8 2010/2011, zima

34
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwi gzanie rownania oscylatora harmonicznego
t+umioneqo

d2

dat?

Dla matych wartosci Wspo’fczvnnlka ttumienia, proponujemy

rozwigzanie periodyczne, w ktorym amplituda oscylacji maleje
wyktadniczo z czasem x(t) = e_BtZ(t)

a z(t) jest rozwigzaniem prostego oscylatora harmonicznego

2[3—+(ox 0

/xme—brﬂm
A = e £
TV [\“fi”‘f“ﬁ T
O%f{\%{@ﬁ?%Ek‘éﬂ?if%j’»@f}ﬁﬁﬁﬁﬁ;‘ "

RN RTR! \/

IR R AAAAIA
x :ﬁv ‘13\’\; [T Sl
wyklad8 —xpe b 35

Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sprawdzamy, czy funkcja x(t) =e™'z(t) jest rozwigzaniem
rownania  g2x

a2

‘ZX =-BePz(t) +ePx(t) ﬁ

=R%Pz-2pe Pz (t) +e ™z

2[3— +Wix =0
Umowa:

) dz d’z
z)=— z(t)=—

Uzyteczne twierdzenie:

dtz (fg)u:fllg+ 2f |g|+fg|l
5 2 2), = Jest to réwnanie oscylatora 2_ .2 2
7+ ! - !z = 4 =0 -
% B 0 harmonicznego prostego gdy W=, -B
w2 wedy  z(t) = Acodut +¢)
wyklad8

2010/2011, zima 36
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwi gzanie rownania oscylatora harmonicznego
ttumionego

X(t) =x exp{z )COE(Q)t+(p) w2:w§_[32:w§_[bjz

czestosc drgan rézna od
czestosci drgan wiasnych i
zalezna od tlumienia

amplituda zalezna od
czasu

m€

\\\\\ e
ﬁ\fﬂv \fﬂ ﬂ\fﬁ\fl U@UI\U]\ AL

tIumlony 2.XLS

"‘ e 37

(=4
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rozwigzanie réwnania oscylatora harmonicznego
tlumionego w postaci periodycznej x(t) = Aexp(p ticodut + ¢)
jest mozliwe tylko dla matych ttumien, tzn. gdy p<w,

ze wzgledu na warunek o? = -p2>0

Przypadek p=w, nazywamy krytycznym

Dla B>w, mamy rozwigzanie aperiodyczne

wyklad8 2010/2011, zima 38
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Logarytmiczny dekrement ttumienia

A(t):xmexp{_bt):Aoexp{_bt) A, =A(t=0)
2m

2m

Logarytmiczny dekrement ttumienia A jest to
logarytm naturalny ze stosunku kolejnych amplitud

A
A=In—"
n+l

A(t+T) e P _ b

= - |n = — |n — = BT B =
A(t) eP 2m

wykladg 2010/2011, zima WSp(_)J‘CZ_ynnik 39
ttumienia

Wydziat EAIE ] )

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.2

Zastanowic¢ sie nad interpretacjq fizyczng czasu
relaksaciji. Obliczy¢ ile razy zmaleje amplituda drgan
oscylatora ttumionego w stosunku do amplitudy
poczatkowej w czasie rownym czasowi relaksaciji.

wyklad8 2010/2011, zima 40
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Straty mocy a wspotczynnik dobroci Q
Wspodiczynnik dobroci Q uktadu drgajacego jest to z definicji
iloczyn 21T i stosunku energii zmagazynowanej do sredniej
energii traconej w jednym okresie T

energia zmagazynowana

Q=2m :
<energia tracona w T >

Dla stabo ttumionego oscylatora harmonicznego
Q=w,T

Wielko$¢ &l lub Q jest odpowiednig miarg braku
ttumienia oscylatora. Duze w,1 lub duze Q oznacza, ze
oscylator jest stabo ttumiony, np. dla struny fortepianu
Q=108, dla atomu wzbudzonego Q=107

wyklad8 2010/2011, zima 41

Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.3

W jakim czasie energia oscylatora harmonicznego
ttumionego zmniejsza sie do e1 swej wartosci
poczatkowej? lle petnych drgan wykona w tym
czasie oscylator?

wyklad8 2010/2011, zima 42
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem -
rezonans

Zaktadamy periodyczne wymuszenie w postaci sity
wymuszajgcej danej jako:

F(t)=F, sin(Tt)

czestos¢ wymuszenia

Rownanie oscylatora harmonicznego z ttumieniem i
wymuszeniem ma postac:

d’x . dx .
m—- + b— + kx = F. sin(wt
dt>  dt oSIN(t)
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem cd.

lub po podzieleniu przez mase:

d°x bdx k__F _
— +——+—Xx=-2sin(wt)
d mdt m m

i wprowadzeniu standardowych oznaczen:

d’x  1dx .
~ 2+ 222 @b = ap sin(ot
a2 tdt o ° @)

W stanie ustalonym drgania oscylatora zachodzg z
czestoscig wymuszenia w

wyklad8 2010/2011, zima 44
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Oscylator harmoniczny z wymuszeniem cd.

Rozwigzaniem réwnania: di;‘ L Ldx G = 0ty Sin(Gt)
dt© tdt
jest: X(t) = X, (w) sin(wt + ¢ (w))

Otrzymujemy drgania ,niegasngce”, jak dla prostego
oscylatora harmonicznego, o amplitudzie niezaleznej od
czasu, ale

v amplituda x, jest funkcjg czesto$ci wymuszenia

v'przesuniecie fazowe nie jest dowolng statg lecz jest
rowniez Scisle okreslone przez czestos¢ wymuszenia
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przesuniecie fazowe @(w) mowi nam, o jaki kat
maksimum przemieszczenia X wyprzedza maksimum
sity wymuszajacej F. X(1) = X, (w)sin(wt + ¢(w))

F(t) = F, sin(ut)

1,50

(p:‘-Tr/2

1,00

TR e AR

o:oo Agk\;ﬂ\jh\jA;A\f
Y IV W R LA N b
SNV

-1,50
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Mozna pokazac, ze:

Xy = 9o

’ ((w§ - w2)2 + (oo/r)z)l/

2

amplituda drgan

w/T

przesuniecie fazowe gp=-———
W, - W

zalezg w okreslony sposob od czestosci drgan

wymuszony2.XLS

wyklad8 2010/2011, zima a7

Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Rezonans wystepuje amplituda osigga wartos¢ maksymalng
co w praktyce oznacza gdy czestos¢ wymuszenia zbliza sie

do czestosci drgan wkasnych a,

Xo = 172
2 2 2
X, ((wo—oo f + (wi) )
3k Potozenie maksimum
o b=0 b=0 amplitudy wychylenia x,
zalezy od tlumienia
2Fn k|~ a)

§ )

0 05 10 15 2,0 25
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Przyktad 5. Znalez¢ warunek rezonansu w przypadku gdy:

a) rozwazamy maksymalng amplitude wychylenia X,

b) rozwazamy maksymalng amplitude predkosci v
Rozwigzanie:

a) X, = a5
(2 - 2 + @rvy)

° =2 Woystarczy znalez¢ minimum mianownika

max-*

1/2

dx

dw ,
f(w) = (oog - wz) + (/1)

9 £ () = 2(02 - w?)(-20) + 2w/ 12)
dw

d _ 1

do @70 da o=y wgn
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Czestos¢ rezonansu w przypadku (a) zalezy od wspotczynnika

ttumienia
Gdy T - o tzn. przy braku ttumienia: w,, = w

o

o

Amplituda drgan X, (W) = ( ; 2)2 iz = %
w2 - w? | +(w/1)
—0
wyklad8 2010/2011, zima 50
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

b) amplituda predkosci

X(t) =X, (w)sin(wt + ¢(w))

V() =5 X() =0, (6 costat + ()

Vmax = (L:XO ((*:)

v = wa

o ((oo§ - w2)2 + (oo/r)z)

dv .y
dw

172

=7?
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

ZADANIE DOMOWE 8.4

dV max

Znalezé dw Pokazaé, ze czestosé, przy
ktorej wystepuje maksimum amplitudy predkosci
jest rowna czestosci drgan wiasnych, niezaleznie
od tlumienia.
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Kiedy obserwujemy rezonans tego typu?

Najczesciej w obwodach LRC, mierzac natezenie w obwodzie.

Oscylator mechaniczny Obwdd LRC
wychylenie z potozenia réwnowagi, x ladunek elektryczny, q
predkos¢ v=dx/dt natezenie pradu i=dq/dt
masa, m indukcyjnosé¢, L
stata sprezystosci, k odwrotnos¢ pojemnosci, 1/C

rezystancja, R

napiecie, U
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Krzywa rezonansowa dla amplitudy predkosci

1,0 Potozenie maksimum

L =100 uH i i
ool Loisom krzywej rezonansowej

Eur. k= 10 MV dla amplitudy natezenia

e prqd_u I, nie zalezy od
071 tlumienia (oporu) R
05 /Aw\

0,95 1,00 1,05 1,10
w, 107 rad/s.

o
)

K=
>

igrkw., 1,0 mA

e
w
T

o
)

/

(

o
8
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Sktadanie drga n harmonicznych

v'zachodzacych w tym samym kierunku
X, ()=A,cos(w, t+@,)
Xo(t)=A cos(w,t+¢,)
X (£)=X1 () +X5(1)

v'zachodzacych w kierunkach wzajemnie prostopadiych

X(H)=AC0S(W,t+@,)

y()=A,cos(w,t+9,) krzywa y(x)
wykladg 2010/2011, zima 55
Wydziat EAIE
Przedmiot: Fizyka

Kierunek: Elektrotechnika

Wygaszanie i wzmacnianie drgan zachodzacych w
jednym kierunku

Zatozmy:  x,(t) =Acos(xt) X,(t) =A coss‘nt +0¢)

drgania o tej samej amplitudzie A zachodzg z tg
sama czestoscig w, lecz moga by¢ przesuniete w
fazie o @

W wyniku ztozenia otrzymujemy:

¢ ¢
)

Xuyp = Xq (1) + X, () =2A cosE cos(ut +

drgania o amplitudzie zaleznej od ¢

2010/2011, zima 56
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Xwyp = X, (1) + X, (t) =2A cos% cos(ut + qz))

dla =, x,,,=0 catkowite wygaszenie
drgan

dla =2, x,,,= 2A cos (wt) dwukrotny
wzrost amplitudy drgan - wzmocnienie
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Wydziat EAIE
Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka
Dudnienia

Naktadanie sie drgan o bardzo
zblizonych czestosciach

y,(t) = Asin(w+ %‘”)t

— A Aw
OSASNO=ZI e L e
Y=Yty =A Sln(w—T)t +sin(w+ 7)t

Korzystajgc ze wzoru trygonometrycznego:
sin(a + ) =sin a cos 3 + cos a sin B
_ Aw ,, .
Otrzymujemy: y =2A cos(7 t)sin wt

drgania o modulowanej amplitudzie
wyklad8 2010/2011, zima 58
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Skitadanie drga n harmonicznych w kierunkach
wzajemnie prostopadtych

Krzywe Lissajous — Jules Antoine Lissajous (1822-
1880) po raz pierwszy zademonstrowat krzywe w
roku 1857
Przyktad 6. Znalez¢ wynik ztozenia drgan prostopadtych
opisanych rownaniami: _
x(t) = A, sinwt
y(t) = A, sin(wt + ¢)

gdy: ¢=0, ¢=90°, ¢p=180°
liss-prez. XLS
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

Elipsa jest wynikiem
ztozenia drgan:
x(t) = A, sinwt

y(t) = A, sin(wt + g)

Rozwigzanie analityczne:

x(t) = A, sinwt

. m
y(t) = A, sin(owt + 5) = A, cos(wt)

, o 2 :
X2 _gnzey Y(D 2 x2(t) . y2(t)
>~ =sIn wt 5 = COS wt :> = : -1
A, Ay A, A,
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Wydziat EAIE

Kierunek: Elektrotechnika Przedmiot: Fizyka

PODSUMOWANIE

U Oscylator harmoniczny: mate drgania (mata
amplituda drgan) oraz mate ttumienia

U Energia jest zachowana jesli nie ma ttumienia

UTtumienie powoduje spadek amplitudy w funkciji
czasu i straty energi

UOscylator wymuszony charakteryzuje sie
amplitudg zalezng od czestosci wymuszenia i moze
wykazywac rezonansowy wzrost amplitudy
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