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Struktura energetyczna
ciat statych
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Studnia potencjatu o nieskonczonczonej gtebokosci jest
idealizacjg. W praktyce realizowalna jest skonczona studnia,
w ktorej energia potencjatu poza studnig ma skonczong
wartosc dodatnig U,.

U

Funkcje falowe opisujgce stany kwantowe elektronu w studni
mozna znalez¢ rozwigzujac rownanie Schrodingera z warunkami
ciggtosci na jej granicach (x=0 and x=L).
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Gestosc¢ prawdopodobienstwa dla elektronu ograniczonego do

obszaru studni.

Podstawowa roznicg pomiedzy
studnig skonczong a nieskonczong
jest to, ze w studni skonczonej
fale materii penetrujg sciany
studni. Mechanika klasyczna na to
nie pozwala.

Ze wzgledu na to, ze funkcja
falowa nie zanika gwattownie na
granicach studni, dtugosc fali A dla
dowolnego stanu kwantowego jest
wieksza niz w studni
nieskonczonej.
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Diagram poziomow energetycznych dla studni o
skonczonym potencjale 7

2mE

Na podstawie: A=

3 e Nonquantized

450 | —Top ofwell widzimy, ze energia E elektronu w
£, = 393 eV dowolnym stanie jest mniejsza niz w studni
nieskonczonego potencjatu.

£ =288 ¥ Elektron o energii wiekszej od U, (450 eV w
r : tym przyktadzie) ma zbyt duzg energie,
zeby zosta¢ zwigqzanym. W rezultacie,
jego energia nie jest skwantowana.

Energy (eV)

L £y =106 eV

E, =27 eV

0
Dla danej studni (np. U,=450 eV i L=100 pm) moze istniec tylko
ograniczona liczba stanéw (w tym przypadku n=1,2,3,4), dla ktérych
elektron bedzie zwigzany (putapkowany).
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“]JJ Przykiady putapek elektronowych

Nanokrystality

Proszki, ktorych ziarna sg mate — w zakresie nanometrycznym - majq
inny kolor niz proszki o wiekszym ziarnie.

Kazdy nanokrystalit stanowi studnie
potencjatu dla elektronu zamknietego w
jego wnetrzu.

Dla nieskonczonej studni kwantowej

pokazalismy, ze energia elektronu E
WYNOosi:

@ y hz

JU 11111 ‘ 2

Ze zmniejszeniem rozmiaru L krystalitu, energia elektronu rosnie.
Elektron absorbuje swiatto o wiekszej energii, krotszej fali.
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M JJJ Przykiady putapek elektronowych

Nanokrysztaty

Dany nanokrysztat absorbuje fotony o energii powyzej pewnej wartosci
progowej E, (=hf;). Dtugosc fali absorbowanego promieniowania jest
mniejsza od progowej wartosci:

1\ c ch
N 12 f; Et
11
10
.--"-‘J y

Fale o dtugosci wiekszej od kf bedg
rozpraszane

Jezeli rozmiar krystalitu sie zmniejsza,
, ; to kolor zmienia sie (np. od czerwonego
i R do zottego).

Fig. 2. Shift of absorption bands (solid curves) and photolumi-
nescence bands (dashed lines) with an increase in the size of
CdTe nanoparticles!: & = 3.2 (1), 3.3 (2), 3.5 (3), 3.6 (9,
3.8(5),4.2(6),4.6(7),5.3(8),6.2(9,7.7(10),8.4 (1), and

9.1 nm (12).
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S [NCY) () NG (U KN IO £

A
- 3




M]JJ Przykiady putapek elektronowych
AGH

Kropki kwantowe (quantum dots) - sztuczne
atomy

Conducting
1 lead

|- - =h0l nm —— _|

Warstwa potprzewodnika (semiconductor) jest naniesiona pomiedzy
dwiema nieprzewodzacymi warstwami tworzgc studnie potencjatu, w
ktorej elektrony sg uwiezione. Ciensza warstwa izolatora pod warstwg
potprzewodnika pozwala elektronom tunelowac przez nig jezeli podana
zostanie odpowiednia roznica potencjatu pomiedzy metalicznymi

kontaktami. W ten sposob liczba elektrondw wewnatrz studni jest
kontrolowana.

Kropki kwantowe w postaci dwuwymiarowych matryc majq obiecujace
zastosowania w komputerach o duzej szybkosci i pojemnosci.
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“IJJ Przyktady putapek elektronowych

Quantum corral

Za pomocg mikroskopu STM,
naukowcy z IBM Almaden
Research Center, uporzgdkowali
atomy Fe na powierzchni Cu w
niskiej temperaturze 4K. Atomy
tworzace okrgg nazwano
kwantowa zagroda (quantum
corral).

Ta struktura i ,zmarszczki”
wewnatrz sq bezposredniq Cztery etapy tworzenia struktury.

demonstracjq istnienia fal materii. Zblizajac si¢ do zamknigcia
struktury obserwuje sie
~Zzmarszczki” (ripples) zwigzane z

uwiezionymi elektronami
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Lithium fluoride

MJJJ Struktura krysztahu

AGH

Doskonaly krysztat sktada si¢ z uporzadkowanych atomow w sieci
krystalicznej, opisanej przez trzy podstawowe wektory translacji;
a,b,c tak, ze uklad atoméw pozostaje niezmieniony czy
obserwujemy go z punktu P(7) czy z punktu P(7")
sie¢+baza=struktura krystaliczna

—

T=-a+3b

a

o Wy 4y Czesce krysztatu

/ p P wyimaginowanej
Z % %
; . . R czasteczki biatka w

2D

7//,

r
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Zbior punktow r Fl=7 + nya+ n2[; + n35’
gdzie: n;, n,, n, s dowolnymi liczbami calkowitymi

okreslonych dla wszystkich liczb calkowitych n,, n,, n; definiuje
sieC krystaliczng

Sie¢: jest regularnym i periodycznym ukladem punktow

w przestrzeni Ze strukturg krystaliczng mamy do czynienia
wowczas, gdy baza atomow jest przyporzadkowana
jednoznacznie do kazdego wezla sieci.

Baza: sklada sie z jednego atomu dla najprostszych krysztalow
moze by¢ réwniez 10° atomow lub czasteczek np. w bialkach.
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Przeksztalcenie translacji sieci lub przeksztalcenie translacji krysztatu

definiyje si¢ jako przesuniecie rOwnolegle krysztalu wzgledem siebie
o wektor translacji krysztalu T

—>

T — nlC_i +n25 -+ n38
Komorka prosta sieci:

Jest to rownolegloscian opisany przez wektory @, b,c

Komorka prosta jest jednym z typow komorki elementarnej

Komorka elementarna:

stanow1 przestrzen powstalg z przeksztalcen translacji krysztatu.

Komorka prosta stanowi najmniejszg jednostke komorki elementarne;.
Jeden wezet sieci przypada na jedng komorke prostg.
Fizyka II, lato 2016 11
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“ ]JJ Pie¢ sieci dwuwymiarowych Bravais’go

AGH
Siec Umowna komoédrka | Parametry sieciowe
elementarna komorki elementarnej

ukosnokagtna rownolegtobok a4 - b,go £ 9(°
kwadratowa kwadrat q = b,(ﬁ —9()°
heksagonalna romb

| a=b,p=120°
prostokgtna prosta prostokat a4 - b,go _90°
Prostokatna prostokat 0
centrowana a#b,p=90

Fizyka II, lato 2016
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Lﬂ ]JJ Trojwymiarowe sieci Bravais’go

AGH
Istnieje czternascie rodzajow sieci trojwymiarowych, wystepujacych
w siedmiu uktadach krystalograficznych:

e uktad regularny (ang. cubic) (sc-simple cubic, bce-body
centered cubic, fcc-face centered cubic)

* heksagonalny (prosty)
e jednoskosny (prosty, centrowany w podstawach)
e trojskosny (prosty)

 rombowy (prosty, centrowany w podstawie, w objetosci
bc, na Scianach fc)

e tetragonalny (prosty, centrowany w objetosci)
e romboedryczny (prosty)

Fizyka II, lato 2016 14



CUBIC

a=b=c
o=p=y=90°

TETRAGONAL

a=b=zc

o=p=y=90°

ORTHORHOMBIC

azb=zc
o=p=vy=90°

HEXAGONAL
a=bzc

P
o= p=920° P
P

P
P
TRIGONAL
v =120°
MONOCLINIC .
bzc 4T%Fesnf[hutCeH
Tl 90° C = Primitive
S [ = Body-Centred
Paslal: F = Face-Centred
P

a=b=c
o= p=y=+90°

jul
Nl
L]
g

C = Side-Centred

TRICLINIC 3
azhzc 7 Crystal Classes
o Pry90° — 14 Bravais Lattices




simple cubic body-centered cubic face-centered cubic
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M“]JJ Komorka prosta a komorka elementarna
AGH

wektory komorki prostej

- 5 4 -
a =—\X+ V).

1 2( - )

1n ciai ' P
stata sieci a, :E(yﬂ)’

ira &

d; =—(2+ %)

2
komorka prosta komorka elementarna
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MJ Energia potencjalna elektronu w
krysztale

rry=—2L NENENENFNE NS

drer

Przyjmuje sie, ze energia potencjalna w krysztale zmienia sie
periodycznie w przestrzeni, dozwolone stany energetyczne sg
skwantowane, poziomy grupujg sie w pasma dozwolone
oddzielone od siebie pasmami wzbronionymi.
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“JJJ Pasmowy model ciata statego:
model Kroniga-Penneya

tll

AGH

Dlaczego pewne <ciata sq dobrymi przewodnikami, inne
potprzewodnikami o witasnosciach elektrycznych w znacznym
stopniu zaleznych od temperatury a jeszcze inne izolatorami? Nie
wynika to z modelu elektrondéw swobodnych.

Obserwuje sie duzg roznice miedzy oporem typowego przewodnika
metalicznego a izolatora:

opor czystego metalu w niskich temperaturach jest

rzedu 1012 QO cm
opor izolatora osiqga wartosc 1022 QO cm

Obserwowany przedziat wartosci oporu obejmujacy 32 rzedy
wielkosci jest przypuszczalnie najszerszym przedziatem wartosci
powszechnie wystepujacej wiasciwosci ciata statego.
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Tworzenie struktury pasmowej ciat statych

AGH
B T
———— D Allowed energy band
¥_——H__ﬁ_7__¥1__
Forbidden energy gap
i’fg__—f:g Allowed energy band
1H
] Forbidden energy gap
———— g [ Allowedenergy band
Energy levels Energy levels Energy bands for
of an isolated of four closely a solid comprising
atom spaced atoms a very large number of
closely spaced atoms
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“IJJ Struktura energetyczna metali, potprzewodnikow,

izolatorow
AGH
Izolator  Potprzewodnik
Metal
S Pasmo prze-
Energia 7 wodnictwa
elektronu SRy TE P
E,
Catkowite

obsadzone | - -

nizsze pasma
energetyczneV

walenchne

Z modelu opisujacego strukture energetyczng ciata statego wynika,
ze elektrony w krysztatach znajdujgq sie w pasmach energetycznych
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Mm Model Kroniga-Penneya

AGH

V(x) V(%) V()

Jednowymiarowy periodyczny potencjat; V, -wysokosc bariery b -
szerokosc bariery.
(K. F. Brennan:,, The physics of semiconductor”1999)
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“]JJ Model Kroniga-Penneya

Rownanie Schroédingera dla tak przyjetego jednowymiarowego
potencjatu periodycznego ma nastepujacq postac:

Dla: .
h d o(x
1) O< x < a (studnia): - (0(2 ) = Ep(x)
: 2m  dx
2) -b<x <0 (bariera) #2 J20(x
- qu ) +V (x)p(x) = Ep(x)
2m  dx
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MJJJ Model Kroniga-Penneya

AGH

Rozwigzaniem rownania Schrodingera dla periodycznego
potencjatu sg funkcje Blocha:

@(x) = Uy (x)exp(tikx)

Szukamy U, (x) podstawiajac postulowane rozwigzanie do réwnan
Schrodingera w obszarach studni i bariery.

W obszarze (1) studni otrzymujemy:
Ui (x)=Aexpli(a — k)x]+ Bexp[—i(a + k)x]

7 8% m _2m

gdZie: a = hz E —hz
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MJJJ Model Kroniga-Penneya

AGH

W obszarze (2) bariery otrzymujemy:

Uiz (x) = Cexpl(f —ik)x]+ Dexp[—(f + ik)x]

gdzie: 87°m 2m
B’ = % (Vo—E)=h—2(Vo—E)

State A, B, C i D znajdziemy z czterech réwnan, ktore zostang
zapisane przy wykorzystaniu wtasnosci funkcji falowych
spetniajgcych rownanie Schrodingera:

a) ciggtosc¢ funkcji:

Ukl (X) x=0 Uk2 (X) x=0
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M]JJ Model Kroniga-Penneya

AGH

b) ciggtosci pierwszych pochodnych:

dU(x)
dx

_dUp (%)
x=0 dx

x=0
c) periodycznosci funkcji:

Uin(x) _, =Upa(x) _,

d) periodycznosci pochodnych:

dU (x)
dx

_ AU (%)
dx

x=—b

X=d

Fizyka II, lato 2016
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M]JJ Model Kroniga-Penneya

AGH

Z warunkow od a) do c) otrzymamy uktad czterech rownan
jednorodnych na nieznane wartosci A, B, Ci D.

Taki uktad rownan posiada niezerowe rozwigzania, gdy wyznacznik
utworzony ze wspotczynnikow przy niewiadomych A, B, Ci D jest
rowny zero.

Ten warunek daje w efekcie rownanie:

sIn ad
P

+ cos(aa) = cos(ka)
aoa

gdzie P jest miarg energii wigzania elektronu w studni
potencjatu i jest zdefiniowane:

P— fim 2%

b—o,V—>w 2
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“]JJ Model Kroniga-Penneya

P— lim P9

b—o.,V—>w 2

Taka definicja parametru P wynika z nastepujacych wtasnosci
potencjatu V:

Potencjat V spetnia wtasnosci funkcji delty Diraca tzn.
gdy b —» 0 toV — « tak, zeby B2b miato wartos¢
skonczong

SIh aa

Rownanie: P + cos(aa) = cos(ka)

oa

jest relacjq dyspersji dla tego zagadnienia
i jest zarazem rownaniem na nieznang wartosc a
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M]JJ Model Kréniga-Penneya

AGH
Zgodnie z rownaniem

2
ST°m 2m
a’ = E=——-
h? h*
mozemy wyliczy¢ wartosci wtasne energii E, dla ktdrych istniejq
funkcje falowe Blocha.

i ie: sin aa
Analizujac réwnanie: + cos(aa) = cos(ka)

oa

Prawa strona rownania zawiera sie w wartosciach + 1 natomiast
lewa strona moze przekraczac te wartosci, nalezy okresli¢ zakres
zmiennosci argumentu aa, dla ktorego lewa strona rownania
bedzie réwniez zawarta w granicach + 1.
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“]JJ Model Kroniga-Penneya

AGH
%sinaa + cosaa
1
o =[omE 112"
+1
—4T[ _BTC -----—-ZTC ----:n -------- Q o Tc- ----- 2TC ----- 3n---- 4J'C-> aa
-1
Wykres funkgji P cosaa dla P=37/2
aa
Dozwolone wartosci energii E podane sg przez zakresy,
dla ktorych funkcja zawiera sie pomiedzy +1 i -1
Fizyka II, lato 2016 c])




MJJJ Model Kroniga-Penneya

AGH

Jak widac z przebiegu funkcji istniejg wartosci aa, dla ktorych
lewa strona rownania:

SIn aa

P + cos(aa) = cos(ka)

oa

jest zawarta w wymaganych granicach.

Wartosci te wyznaczajg zakres pasma energetycznego, w ktorym
znajdujg sie dozwolone stany energetyczne, dla pozostatych
wartosci aca wystepuje przerwa energetyczna, tzw. pasmo

wzbronione co oznacza, ze te stany energetyczne nie mogg byc¢
obsadzone.
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mJJ Model Kroniga-Penneya

Z tej analizy wynika, ze struktura energetyczna elektronow,
znajdujgcych w obszarze dziatania periodycznego potencjatu
posiada charakter pasmowy, wystepujg pasma dozwolone
I pasma wzbronione.

Jak widac z ilustracji szerokos¢ pasma dozwolonego wzrasta
wraz ze wzrostem aa czyli ze wzrostem energii E.
Szerokosc¢ pasma dozwolonego zalezy od P i maleje wraz

ze wzrostem P.
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Relacja dyspersji w modelu Kroniga-
Penneya

Enegia
elektronu
| E /
\ /’ Pasmo
\\ / przewodnictwa
\ L
\ ! /
1 /
\ I
/ \ : Pasmo zabronione
Krzywa \ I
elektronow \ :
swobodnych N
Pasmo
przewodnictwa
Pasmo zabronione
Pasmo
przewodnictwa
Pasmo zabronione
-3m/a Wektor falowy k

zaznaczone s pasma dozwolone i pasma wzbronione oraz linig przerywang
zaznaczona jest relacja dyspersji dla elektronéw swobodnych

(na podstawie Kevin F. Brennan , The Physics of Semiconductors...” Cambridge 1999)
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M]JJ Przypadki w modelu Kroniga-Penneya
AGH

Z relacji dyspersji wynikajg dwa skrajne, dyskutowane wczesniej
przypadki:

a) elektron w studni potencjatu o nieskonczenie wysokich
brzegach P — o pasma energetyczne stajq sie bardzo waskie
| widmo energii staje sie liniowe.

Dla P—o>ww smaa—>0>>aqa=*nrx bo:

Sin(aa) VA 4 V4 n ’ 0
P ma wartos¢ skonczong i wéwczas otrzymujemy:
aa
2 2
» NI 87°m
a” = s T, E
a h
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M]JJ Przypadki w modelu Kroniga-Penneya
AGH

Z warunku:

wynika, ze wartosci wtasne dla tego zagadnienia wynoszq:

h2

8ma

2
E=n 5

Fizyka II, lato 2016
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@!JJ Przypadki w modelu Kréniga-Penneya

b) Elektron swobodny P — 0O

wowczas wszystkie stany sq dozwolone:

cos(aa) =cos(ka) => a =k

2 872' mE k2

87T °m

Dla 0 < P < w0 otrzymujemy przypadek posredni, pasma energii
dozwolonej przedzielone sq pasmami wzbronionymi.
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Zrédto, ksigzka:
Jasprit Singh
,Smart Electronic
Materials
Fundamentals and
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University of
Michigan 2005,
strona 86

I (r)|2

(a)
PERIODIC POTENTIAL
uo |7
MM(') = utmjeter
Iy ()2
r ———>
(b) Iyl2 has the same periodicity as the potential

Figure 2.23: (a) Potential and electron probability value of a typical electronic wavefunction
in a random material. (b) The effect of a periodic background potential on an electronic wave-
function. In the case of the periodic potential, |%|* has the same spatial periodicity as the
potential. This puts a special constraint on ¥(r) according to Bloch’s theorem.
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